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Resumen

El célculo fraccionario busca extender el concepto cldsico de derivada a 6rdenes no enteros. Este
concepto recibe el nombre de derivada fraccionaria. Su origen data hace mas de cuatro siglos y hoy en
dia despierta mucho interés debido a potenciales aplicaciones. A lo largo de la historia, han surgido
varias definiciones de derivada fraccionaria. Las méas destacables son las de Griinwald-Letnikov, de
Riemann-Liouville y de Caputo. Estas definiciones tienen propiedades andlogas a las del caso de
derivadas de orden entero y presentan ventajas y desventajas entre ellas.
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1. Introduccion

Empecemos nuestra exposicion con una construccién que esta al alcance de cualquier estudiante de
ingenierfa en sus primeros semestres. Sea f una funcién real de variable real con férmula f(t) = ¥, donde
k es cualquier niimero entero. Su derivada es kt*=1. De manera inductiva, es facil ver que la derivada
n—ésima de f es

ar k!

. k—n
— ()= ——— ¢ 1
dt”f( ) (k—n)" 7 @

donde, para m € IN, m! es la operacion factorial que se define recursivamente como m! = m(m —1)!'y
0'=1.

El lector atento notard que la ecuacién (1) permite extender el concepto de derivada n—ésima de f més
alld de 6rdenes enteros. ;Como? Lo que inicialmente nos impide hacerlo es el denominador (k — n)!. Por
ejemplo, si n = 1/2, entonces k — n es un ntimero racional r y 7! no estd definido. Sin embargo, la funcién
I' definida por

oo
I(t) :/ ' le Tdx,
0

y vélida para todos los nimeros reales t excepto los enteros no positivos, permite extender la definicién
de factorial. De hecho, si m € IN, entonces I'(m + 1) = m!. Es asi que, por extensién, podemos escribir la
ecuacion (1) como

ar _ T(k+1) -

dn (t)_l“(k—n+1) E @
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Para fijar ideas tomemos n = 1/2 y k = 1. En este caso la derivada de orden 1/2 de f es

dl/zf(t): q1/2 _ Ia+1) 1172 _ I'(2) 172
dtl/? /27 T(1-1/2+1) r/2) '

©)

la cual es sorprendentemente una expresién valida. Mds extraordinario atn es el hecho de que la 1/2
derivada de la expresién anterior, como debiamos intuir, es 1. De hecho,

d'? ( T(2) a2y - T2 d'/? (tl/z): [(2) TA/2+1) apap_ I(2) TG/2)
a7z \T(3/2) T(3/2) df1/2 T ‘

(3/2)T(1/2—-1/2+1) r(3/2) I(1)

ya que I'(1) = I'(2). Hasta aqui el ejemplo introductorio que sirve de motivacién a esta, por decir poco,
interesante rama del cédlculo. En la siguiente secciéon presentaremos el recorrido histérico del cédlculo
fraccionario.

2. Un breve recorrido historico del calculo fraccionario

El célculo fraccionario tiene su origen en la correspondencia que mantenian Leibniz y L’'Hospital en
1695. Afos antes, Newton y Leibniz ya habian inventado el calculo infinitesimal y el concepto de derivada
de orden entero era conocido. En una misiva del mencionado afio, Leibniz pregunta: ;Puede el concepto
de derivada de orden entero ser extendido a 6rdenes no enteros? L'Hospital en respuesta, pregunta:
(Puede ese orden ser 1/2? Leibniz, incapaz de predecirlo, responde ingenuo y genial: ”Eso ocasionaria una
paradoja con consecuencias titiles algiin dia”. No se equivocé en lo dltimo.

Otros grandes nombres también le dedicaron atencién al problema plantaeado por L'Hospital en 1695.
Euler en 1730, Lagrange en 1772 y Laplace en 1812 abordaron el problema e hicieron aportaciones sig-
nificativas. En 1819, Lacroix presenta la férmula (1) de la derivada n—ésima de t*. Y tal como hicimos
nosotros, extendi6 la operacién factorial mediante la funcién gamma y con (1) di6 respuesta a la interro-
gante planteada por L'Hospital.

Fue Fourier en 1822 el primero en dar una definicién de derivada de orden no entero mediante la
férmula " 1 oo g
ﬁf(t) =5 /_oo . f(u)v" cos (v(t —u)+ %) dvdu,
para funciones suficientemente buenas. El siguiente paso lo di6 Abel en 1823 mientras estudiaba el proble-
ma de la tautécrona, que se abarcard en detalle en la Seccién 4. Abel se sirvié de la derivada fraccionaria
para proponer una solucién, lo cual supuso la primera aplicacién del calculo fraccionario. Una consecuen-
cia immediata del trabajo de Abel es que, impresionantemente, la derivada de una constante no es cero
para ciertos 6rdenes. La tltima afirmacion no es trivial y llamé la atencién de la comunidad matematica,
en especial la de Liouville en 1832.

Durante la década de 1830 Liouville abordé el calculo fraccionario formalmente y construy¢ las bases
de la teoria que hoy conocemos. El presenté una definicién de derivada fraccionaria para funciones que
se representan como una serie de exponenciales complejas. Su férmula, sin embargo, padecia del mismo
defecto que la de Lacroix: era muy restrictiva. Ensay6 con otra férmula de derivada fraccionaria, que
involucraba la funcién gamma, para la familia de funciones t~*, con « > 0. Tampoco resulté satisfactoria.

En 1847 Riemann, influenciado por el trabajo de Liouville, propuso la siguiente expresiéon como defi-
nicién de derivada fraccionaria

a* o _ 1 [ f@
0 = 1 Jy g

Los préximos 70 afios fueron nutridos por aportes de Center, Holmgrem, Griinwald, Letnikov, Laurent,
Hadamard y Heaviside, entre los mas destacados.

Weyl, por su lado, defini6 la nocién de integracién fraccionaria para funciones periédicas en 1917. La
expresion es en realidad similar a la definicion de Liouville pero con condiciones adicionales sobre las
funciones en el intervalo [0, 27].
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En 1922, Riesz mostré una versiéon andloga del Teorema de valor medio para integrales fraccionarias.
Paralelamente, Hardy empez6 a estudiar propiedades sobre integrales de orden fraccionario, en particular
continuidad y sumabilidad, buscando resultados analogos a las propiedades ya demostradas para inte-
grales usuales. Posteriormente generaliz6 estos resultados a exponentes complejos junto con Littlewood.
Hardy también obtuvo varios resultados cuando la funcién considerada es Lipshitziana, generalizando
algunas propiedades que demostré Weyl para funciones periddicas y exponentes particulares. Davis pro-
puso la notacién para las integrales fraccionarias de la siguiente manera

o

DYF(t) = r(l)/c - f(;))l_adr,

y junto con las propiedades ya demostradas se logré encontrar la solucién de ecuaciones diferenciales en
donde interviene un exponente fraccionario, por ejemplo de la ecuacion D}/ f(t) + Af(t) = g(t).

En 1927, Marchaud definié una nueva forma de derivacion fraccionaria involucrando diferencias fini-
tas que coincide con la definicién de Liouville para funciones suficientemente buenas. El lo defini6 de la

siguiente manera
400 AE ¢
) =c [ By,

donde & > 0, (ALf)(t) es la diferencia finita de orden £ > «, £ € IN, y c es una constante regularizante.
La ventaja de usar esta definicién es que es aplicable para funciones que se comportan mal en el infinito.
Marchaud profundizé en el estudio de su expresién, compartiendo mejoras y relaciondndola con las
demas versiones de derivadas fraccionarias.

Después de una década de avances, Fabian estudi6 el comportamiento en el infinito de las integrales
fraccionarias y més propiedades de sumabilidad para series e integrales. Esto le llevé a extender la defi-
nicién de Riemann y lograr integrar sobre cualquier curva en el plano complejo y no solo sobre curvas
particulares como se desarrollaron en afios anteriores. El mismo afio, Riesz introdujo integracién fraccio-
naria para funciones de varias variables en forma de un operador potencial que se llamaria potencial de
Riesz dado por la expresion

rw =c [ 0,

a|t— i

donde d es la dimensién del espacio, 0 < a < d y c es una constante. Este operador en realidad es una
potencia fraccionaria negativa del operador de Laplace, es decir, se lo puede escribir como (A)*“/ 2 Del
mismo modo, se tiene un operador potencial

f()
(:/K+ r(r)d*“dT'
2 _ 2

que se deriva del operador hiperbélico, donde & > d -2 y r(7) = \/ T — 13 — -+ — 77 es la distancia

de Lorentz y K = {y € R? : 42 > y3 4+ y3 + - - + 13}. Este potencial es sumamente util para resolver
problemas de Cauchy de ecuaciones diferenciales parciales hiperbélicas, que Riesz mismo demostré una
década después.

En 1938, Love hizo una investigacién detallada de integrales fraccionarias convergentes de la forma

n

1
L (f)(t) = T(a) Jm A flt—7)r* .
Esta forma de definirlas fue conveniente pues abarca funciones que no necesariamente se anulan en
el infinito. Mostré que I%(f) existe como un limite uniforme respecto a t siempre que f esté en una
clase particular de funciones que describi6 en el mismo trabajo. Love, junto con Young, propusieron una
versié que mn fraccionaria de la férmula de integracion por partes que mostré ser ttil en el andlisis
fraccionario.

En afios posteriores Nagy, Bang, Civin, entre otros, se dedicaron a encontrar desigualdades importan-
tes, en especial del tipo Bernstein. También se siguieron generalizando propiedades y nociones hechas
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anteriormente para no tener limitantes y poder estudiar ecuaciones integro-diferenciales sin muchas res-
tricciones. Por ejemplo, Kober mostré la unicidad de la solucién de la ecuacion

[ =0 e = g(),

donde 0 < & < 1. Esta expresién se la puede reescribir como una ecuacion diferencial fraccionaria. Kober
también empez6 a relacionar la derivada fraccionaria con la transformada de Fourier multiplicada por
el término (+ix)~* y un afio después, Widder hizo lo mismo con la transformada de Laplace. Riesz tra-
bajé junto con Hagstrom para recopilar los fundamentos del calculo fraccionario (usando las definiciones
de Riemann-Liouville) y a su vez trat6 aspectos de la integral fraccionaria en teoria de potenciales, espacio
de Lorentz, espacio de Riemann, teoria relativista y en la ecuacién de onda. Este tipo de resultados nos
da una idea de qué tan 1til y versatil puede ser esta teoria.

En las décadas siguientes, ya con una teoria mas estudiada y con muchos resultados publicados se
empez0 a encontrar aplicaciones en ecuaciones diferenciales que aparecen en diversos estudios, no solo
matematicos, algunos de los cuales se presentaran mas adelante.

Aunque pueda ser una sorpresa, recién en 1971 Osler generaliz6 la regla de Leibniz para deriva-
das fraccionarias. El siguié desarrollando estos temas hasta las visperas del siglo XXI, donde se siguen
encontrando aplicaciones y resultados sumamente interesantes sobre esta teoria.

Para mayor profundidad en los detalles histéricos del desarrollo del célculo fraccionario, referimos al
lector a [3, 5, 6] y a las referencias alli mencionadas.

Ahora, conociendo el marco histérico de la teoria del célculo fraccionario podemos empezar estudian-
do con mayor profundidad unas pocas ramas especificas de esta extensa teoria.

3. Definiciones de derivadas fraccionarias

En esta seccién profundizaremos en tres enfoques distintos de derivada fraccionaria: los de Riemann-
Liouville, de Griinwald-Letnikov y de Caputo. Cada uno de los mencionados tiene su importancia, lo que
los hace destacar entre las diversas definiciones dadas en la secciéon anterior.

Por ejemplo, el sentido de Griinwald-Letnikov es 1til para estudiar el comportamiento asintético de las
derivadas fraccionarias, mientras que el sentido de Caputo se usa para una gran cantidad de aplicaciones,
pues es flexible al estudiar ecuaciones diferenciales. El sentido de Riemann-Liouville se destaca por ser
una forma general de la mayoria de definiciones expuestas.

3.1. Derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov

La construccion de las derivadas e integrales en el sentido de Griinwald-Letnikov se la hace por medio
de diferencias finitas. Consideremos una funcién f suficientemente regular y recordemos que su primera
derivada esta dada por el limite

d t)—f(t—nh
Af () _ g SO =)

dt h—0 h

Aplicando esta expresion de manera inductiva, es facil probar que la n-ésima derivada viene dada por

£t = G ) = i i 3 1) () - k), @

n
h—0h =0

donde <Z> es el coeficiente binomial usual definido como
" n(n—l)(n—Z)---(n—k—}—l), GO0<k<n
)= k! (5)
0, sik > n.
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Ahora, consideremos la siguiente cantidad para cualquier «,n € IN

790 = e L0 ()= ). ©

k=0

Si @ < n en esta expresion, gracias a (4) y (5), se tiene el siguiente limite

lim £\ (¢) = daf(t). )

h—0 oA

Si queremos extender (7) a 6rdenes enteros negativos, es necesario extender al coeficiente binomial. Esto
se lo hace, definiéndolo como

<—Otx> _q v <—er> _ —a(—a—1)(—a —k!2)---(—tx—k+1)’ @)

para «, k € IN. Por facilidad de escritura, se define la siguiente cantidad

al  ala+1)(a+2)..(a+k—1) ©)

k| k!
para «,k € IN, con el fin de tener la relaciéon

— _(_1\k 18
(¥) =l
Esto nos permite reemplazar « por —a en (6), obteniendo la expresion para a, n € IN:
(—a) =~ [a
fi () =h")_ [k] f(t—kh). (10)
k=0

Contrario a (7), un problema de tomar el limite cuando / tiende a 0 en (10) es que si 1 se mantiene fijo,
esta expresion se anula. Para obtener una cantidad no nula se debe hacer tender / a 0, pero de manera
que 7 tienda al infinito, lo que se puede lograr tomando & = (t —a)/n, donde a es una constante real tal
que t > a. A este limite se lo denota como

— . -
Dy f (1) = lim £7 (1), (11
h—0
nh=t—a
Para que este limite sea finito es necesario imponer condiciones sobre las funciones que se mencionan
posteriormente y se detallan en [3].

Para fijar ideas, consideremos & = 1 en (6). Entonces,

n

AV =1Y f(t—kh).

k=0

Puesto que t — nh = a, se puede deducir con algunos cambios de variables que el limite de esta expresién
coincide con la integral de Riemann de f, es decir

Dy () = tim £ = [ flojar

Maés atn, para « € IN, se puede mostrar de manera inductiva que se tiene la expresion

aD?"‘f(t)Z( ! )!/;( /(@) d, (12)

a—1 t— 1)1«
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conocida como la a-ésima integral de f.

Es importante notar que esta construccién que se ha hecho nos ha entregado expresiones que tienen
sentido y resultan en cantidades interesantes para valores enteros de a. Siguiendo esta linea de pensa-
miento, podemos generalizar las expresiones para valores reales de &, en donde se usa una generalizacién
del coeficiente binomial definido como

<¢(J)¢> _1 y (z) _ oc(oc—l)((x—lf!)...(a—k%—l)/ (13)

donde « € R y k € IN. En este caso mas general, si « > k y a no es entero, el coeficiente es distinto de
cero, siendo posible resultar en valores positivos o negativos. Por otro lado, esta definicién coincide con
(5) y (8) para valores de a correspondientes a cada definicién. De la misma manera se puede generalizar
(9) para w € R.

Con esto, podemos pasar a definir la integral y derivada fraccionaria en el sentido de Griinwald-
Letnikov.

Definicién 1 (Integral fraccionaria de Griinwald-Letnikov) Sean a,a,t ¢ R, n € Ny f : R — R una
funcion continua, tales que « > 0y t > a. Se define la integral fraccionaria de orden « de f como

D10 = i WL HEE! (14

Mas atin, se puede mostrar que en realidad se tiene la igualdad

1 t
DEF) = 103 /a c f (:))1_adr, (15)

y si se tiene suficiente regularidad sobre la funcién f, entonces integrando por partes podemos obtener la
siguiente expresion

fO@E—at 1 g
D k; T(a+k+1) +r(a+k+1)/a (t_T)—(a—i-m)dT' (16)

La utilidad de escribir la integral fraccionaria ,D, “ f(t) de esta manera se debe a que nos provee informa-
cién asintética cuando t = a.

Definicién 2 (Derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov) Sean a,a,t € R, n € Ny f : R — R una
funcion continua, tales que & > 0y t > a. Se define la derivada fraccionaria de orden « de f como

D110 = fim e LD (), 17)

Con suficiente regularidad sobre la funcién se puede reescribir esta expresién en términos de las derivadas
de la funcién f como

. f )k—oc 1 tf(m-i—l)(T)
Dif() Z —zx—i—l) +F(m—uc+1)/a T (18)

donde m = [a], siendo [ -] la funcién valor entero usual definida cémo

] = max{k € Z:k<x}, six>0,
B min{k € Z : k> x}, six<D0.

La deduccién de esta férmula es algo técnica y se la puede revisar en [3].
Presentemos un ejemplo cldsico de estos operadores fraccionarios.
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Ejemplo 1 Consideremos la funcién f(t) = (t —a)" donde v es un niimero real. Calculemos primero la integral
fraccionaria de orden o > 0:

—u vo__ 1 f (T_a)v
oDy (t—a) _F(ac)/a (t—T)lff"dT'

Podemos ver que para la convergencia de la integral, es necesario que v > —1. Asi, tomando el cambio de variable
T = a+ §(t — a) en la integral anterior obtenemos

D= a)! = (- [ - gt
- —a)""*B(a,v
— - @By 1),

donde B(-, -) es la funcién beta usual definida como
1
B(u,0) = / (1 = 1) 4,
0

para u,v > 0. Recordando que B(ax,v+ 1) =T(a)[' (v +1)/T' (v + a + 1), se tiene la expresién

_ I'(v+1)
D o t— v__ _ A\ t— v+ta 1
a=t ( El) 1“(1/+zx+1)( El) ’ (9)
cuando x > 0.
Ahora, sean « > 0y m = [a]. Vamos a utilizar la expresion (18), de donde se requiere que v > m para que la
integral converja y ademds, que todos los términos ) (a) se anulen, por lo que la expresion se reduce a

. v 1 t D" (1 —q)v
Di(t—a) _I"(m—zx—i—l)/a (t —1)a—m at
_ T(v+1) t (T—a)"_m_ld
S T(v—m)T(m—a+1) /a (t—T)a—m 5

Tomando el cambio de variable T = a + ¢(t — a) nuevamente, obtenemos que

WDi(t—a)" = I(v— nl;)(lli(—;ql_) a+1) (t—a)" "B(m—a+1v—m)
— F(V+1) t vV—u
“To—asp T

Con este resultado, se puede ver que cuando v = 0, es decir cuando f = 1, su derivada fraccionaria no es 0.

3.1.1. Propiedades

n

Fijemos la notaciéon D" = gy paran € N y consideremos las funciones f y ¢ continuas tales que sus
derivadas e integrales fraccionarias existan.

1. Linealidad. Gracias a las Definiciones 1 y 2, es casi inmediato probar que tanto la derivada como
la integral fraccionaria son lineales. Es decir, para cualesquiera dos funciones continuas f y g, y
cualquier ntiimero real A se tiene

DF(f(£) +Ag(t)) = oD f(E) + A aDFg(1).
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3.2 Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville 34

2. Composicién entre operadores fraccionarios y la derivada usual. Seann € IN y « € R cualesquiera.
Se puede probar por un lado que

D" (4D f(t)) = oDy ™" f(1),

mientras que por otro lado

—a k—a—n

:D} (D"f()) = D" (:DYf (1)) + 2 L _i_n)+1)
_ a+n f a)(t_a>k—¢x—n

=Dy f<t>+k§0 e

Gracias a estas igualdades, si f (k) (a) =0parak =0,...,n —1, las derivadas conmutan. Es decir,
D" (uDif(t)) = oD (D"f(t)) = D" f(1).

3. Composicién entre operadores fraccionarios. Para estas composiciones, hay que tener cuidado y
es necesario analizar por casos en los 6rdenes de integracién o derivacién fraccionaria. Sia < 0y
B € R entonces

DY (:DEf(1)) =D PA(1).
Mientras que sia > 0, 8 € R,y f)(a) = 0 para k = 0,...,m — 1, donde m = [a] entonces
+Df (DFEF(5)) = aDfPF (1)

Mas atn, cuando «,8 > 0y si f*)(a) = 0 para k = 0,..,7 con r = méax{m,n} donde m = [a] y
n = [B], entonces las derivadas fraccionarias conmutan. Es decir,

D (uD:f(1) = oD (D F(1) = uDF P ().

3.2. Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville

Sea f una funcién continua para t > a. Consideremos el siguiente operador integral

Wil = [ (o

La aplicacién de I, n—veces permite obtener inductivamente la férmula:

[ s [ e

donde n € IN,a,t € R,t > a. La expresién (20) se conoce como la formula de Cauchy para la integracion
repetida. Note que (20) permite substituir n por un real positivo a y (n — 1)! por su generalizacién I'(«).
Esta observacién nos conduce a la definicién de integral fraccionaria de Riemann-Liouville.

Definicién 3 (Integral Fraccionaria de Riemann-Liouville) Sean «,a,t € R tales que « > 0y t > a. La
integral fraccionaria de Riemann-Liouville de orden « de una funcién f : R — IR se define como el operador

IEF() = T(lzx) / t - f (Tr))l_ad”f (21)

Por convencién, se escribe 19f(t) := Idf(t) = f(t). Para que (21) sea una cantidad finita basta pedir que
la funcién f sea integrable en casi todo punto sobre el intervalo |a, b], con b > t.
Por otro lado, la derivada de orden fraccionario se define de la siguiente manera:
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3.2 Derivada fraccionaria de Riemann-Liouville 35

Definicién 4 (Derivada Fraccionaria de Riemann-Liouville) Sean «,a,t € R tales que a > 0,t > ayn =
[a] + 1. La derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de orden w de una funcion f : R — R se define como el

operador diferencial

1@ f()
o —

Daf(t) = [(n—a)dtn /a (t — 7)atl-n 4, (22)

A la derivada fracionaria también se la suele denotar como ,Df para hacer énfasis en la variable
respecto a la que se deriva. En este caso, para que las derivadas fraccionarias sean finitas es necesario que
f sea absolutamente continuas en el intervalo [a,b] con derivadas absolutamente continuas en el mismo
intervalo hasta el orden n — 1, donde b > t. Este espacio se lo presenta con mayor profundidad en [6].

Contrario a la derivada de orden entero, la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville de una cons-
tante no es necesariamente 0. Esto se lo puede ver en el siguiente ejemplo

Ejemplo 2 Primero, consideremos la funcion constante f(t) = c, donde ¢ € R\{0}. Por cilculo directo se obtiene

o _ 1 n f ¢
PO = ™",
¢ 1 nip_ g)t«
_F(n—tx)'n—sz (t=a)
- ° t—a) "
F(—tx—i—l)(

Es claro que esta expresion no necesariamente es 0.

Ejemplos de las derivadas e integrales fraccionarias, en el sentido de Riemann-Liouville, de las fun-
ciones potencia y exponencial hacen uso de propiedades que se presentaran a continuacién, por lo que se
las presentard posteriormente.

3.2.1. Propiedades

n
Fijemos la notacion D" = —— paran € IN y supongamos & € R, n = [a] +1, s = [B] + 1. Consideremos

las funciones f y g continuas tales que sus derivadas e integrales fraccionarias existan.

1. Linealidad. La linealidad de la integral y derivada fraccionaria de Riemann-Liouville es consecuen-
cia directa de (21) y (22). Es decir, que si A € R entonces

Dy (f() +Ag(t)) = Dg f(t) + AD;g(t),
I (f()) +Ag(t)) = L f () + AL (h).

2. Representacion. Si « > 0, se puede deducir directamente de (22) que

Dif(t) = D" (I;"f(1)) - (23)
3. Interpolacién. Para & > 0 se tiene que
lim DF(1) = F*()) 'y lim DAf(t) = f(e). (24)
a—n a—n—

Similarmente, para la integral fraccionaria se tiene

lim I3 £(£) = £().

a—0
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4. Composicién y no conmutatividad entre operadores fraccionarios. Seanm € IN,a« >0y B > 0. La
composicion entre la derivada fraccionaria con la derivada usual tiene la siguiente forma

D (D"f(#)) = Dy ™" f (). (25)
En general, estos operadores no conmutan. Se puede mostrar en realidad que

o m _ a+m = (k)(a)(t_a)kiaim
D} (D" (1) = Di™F 1)+ L. 51y )

es decir, en general, se tiene que

Dy (D" f(t)) # D" (D f (1))

Sif (k) (a) =0, parak =0,1,..,m — 1, entonces los operadores conmutan. Del mismo modo que en
el caso de Griinwald-Letnikov, la composiciéon entre derivadas fraccionarias de distinto orden no
conmuta y solamente se tiene

bz (DEf() = DE (D (1) = DY, 6)
cuando f(k) (a) =0, parak =0,..,r — 1, donde r = max{n,s}.

Por otro lado, la composicién entre integrales fraccionarias de distintos 6rdenes si conmutan y se

puede probar que
B (i) = (150 = £ s00)

Mas atin, cuando & > S se tiene la siguiente expresion para la composicién de la derivada e integral
fraccionaria de Riemann-Liouville

D (1££(1)) = D P £(8).

5. Regla de Leibniz. Recordando que para derivadas de orden entero, la regla de Leibniz consiste en
aplicar la derivada a un producto de funciones que resulta en la expresiéon

D'(F()(1) = 1 () D" A0 g(0) @)
k=0

Cuando el orden de derivacién es un ntimero real a, se tiene una expresiéon andloga siempre que
f v g cumplan ciertas caracteristicas. Si f y ¢ son analiticas en una vecindad de a (que admitan
expansion en series de Taylor en ese punto), tales que cumplen las siguientes propiedades:

(i) I'~*f y I"*g son absolutamente continuas en el intervalo [a,b] con derivadas absolutamente
continuas en el mismo intervalo hasta el orden n — 1.

(i) (I'*f)®)(a) = (I17*¢) K (a) = 0, parak = 0,...,n — 1.

Entonces se tiene la siguiente expresion como regla de Leibniz fraccionaria:

o w (a a—k k
DiF(s() = 1 () (574()) D30 29
=0
donde <i> es el coeficiente binomial definido en (13).
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6. Transformada de Laplace. La transformada de Laplace de una funcién # : [0, +oo[— R se define
como

H(s) = £ {h(t)} (s) = /O " ettt (29)

Recordemos que la transformada de Laplace de la derivada de orden entero n de una funcién h
definida en intervalos [a, +oo[ viene dada por

g{m@@}@>:¢ﬂw>—§;¢klmmw>:¢H@%—g%%mklww. (30

En el contexto del célculo fraccionario, se puede calcular una expresién para la transformada de
Laplace de una derivada fraccionaria de orden « andloga a la presentada en la identidad anterior:

m—1
LADIF(D} () ="F(s) — X o Dy 1f(1)] . 61)
k=0 -

Para la integral fraccionaria de orden a en cambio se tiene
LA{IIh(t)} (s) =s *H(s). (32)
Habiendo revisado algunas propiedades de estos operadores fraccionarios, se presentan los siguientes
ejemplos:
Ejemplo 3 Consideremos nuevamente la funcion f(t) = (t —a)', donde v > —1. Notemos primero que las

expresiones (15) y (21) son esencialmente las mismas y por tanto tenemos ya calculado

Ig(t o a)v — F(V + 1) ) (t o a)v+oc/

Ia+v+1
con « > 0. Aprovechando la expresion anterior y (23) se sigue que la derivada fraccionaria de f estd dada por

Dalt—a)" =D (F(n F—(ZEL - “WH) - I“(l:/(il——lk)l) (£ =a)™. (33)

Ejemplo 4 Consideremos la funcion f(t) = e'. Para calcular su derivada fraccionaria utilizaremos su expansion
en series de Taylor alrededor de a y la linealidad de la derivada fraccionaria:

+0°eut_ak

k=0

)ka

_Z’ —tx+1)

En particular, cuando « es entero, esta expresion coincide con e'. De la misma forma se puede ver que la integral

fraccionaria de esta funcion es
+00 e”(t _ a)k+a

Pet=Y .
¢ ](;()r(k+ﬂé+1)

3.3. Derivada fraccionaria de Caputo

En esta subseccién discutiremos una de las definiciones mas usadas de derivada fraccionaria: la de-
rivada fraccionaria de Caputo. Para el desarrollo de la misma nos basaremos en el trabajo de Ishteva

[1].

En 1967, Caputo propuso la siguiente definiciéon de derivada fraccionaria.
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Definicion 5 Sean w,a,t € R tales que « > 0, > ay n = [a] + 1. La derivada fraccionaria de orden « de Caputo
de una funcion f : R — R se define como el operador

wp(p) — L t ()
D) = For— /ﬂ e (34)
Para que la férmula de D? esté bien definida se requiere que f sea n veces diferenciable y que ") sea
integrable. Este requerimiento nos indica que la derivada fraccionaria de Caputo es mas restrictiva que la
de Riemann-Liouville.

La notacién D no es usual. De hecho, la mayoria de textos denota la derivada fraccionaria de Caputo
como $D¥. Sin embargo, en este texto preferimos la primera por simplicidad.

Veamos unos ejemplos a continuacion.

Ejemplo 5 Calculemos la derivada fraccionaria de Caputo de la funcién constante f(t) = c, donce c € R. Apli-
cando (34) vemos que

N 1 t ()
DA = Fora) / ot =0, (35)

n—u
debido a que la n—ésima derivada de una constante es cero.
Este ejemplo y el Ejemplo 2 muestran que la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville y de Caputo no

coinciden en el caso de funciones constantes, y que la derivada de Caputo si coincide con la derivada
clasica.

Ejemplo 6 Calculemos la derivada fraccionaria de Caputo de las funciones potencias f(t) = (t —a)¥, donde
v > —1. De la Definicién 5 y la identidad (2), vemos que
PR S o (et 10 NP | U ) ()
DO =t / = T T =T —n+1) / (=T

Tomando T = a + &(t — a) una vez mds, se sigue que

I'(v+1)
n—a)T(v—n+1

o — v—u 11/—11 n—uc—ld
DEF() = ¢ (e [Lgna gy tag

La integral de la derecha se puede reconocer ficilmente como B(v — n + 1,n — «). Por tanto,

I'(v+1)
n—a)T(v—n+1)

e l(m=—a)T(v—n+1)  T(w+1) va
(t=a) Fv—a+1) _F(v—oc+1)(t_a) '

DLf(1) =

Notemos que en este caso, la derivada fraccionaria de Caputo de f(t) = (t —a)" coincide con la derivada
fraccionaria de Riemann-Liouville en (33). Observemos ademds quesia =0, v =1, and « = 1/2, entonces

12, . T(1+1) itz D2) a0 2 4p
D=t = eyt = A

lo cual coincide con lo obtenido en (1).

3.3.1. Propiedades

Sean m € Ny a,A € R tales que n = [a] + 1. Sean f y g dos funciones tal que sus derivadas
fraccionarias de Caputo existan.

1. Linealidad. La linealidad de la derivada fraccionaria de Caputo

DE(f(t) +Ag(t)) = DLf(t) + ADg(t),

se sigue directamente de la expresion en (34).
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2. Representacién. La derivada fraccionaria de Caputo se puede representar como composiciéon de
operadores . En efecto, de (34), se sigue que

Dif(t) = ;D" f(1), (36)

donde I)~* es la integral fraccionaria de Riemann-Liouville. Notemos que (36) es la composicién de
los mismos operadores en (23) pero en orden opuesto. Esta observacion junto a la no commutativi-
dad de la composicién de operadores permite inferir que los operadores de Riemann-Liouville y de
Caputo no siempre coinciden, es decir,

Dz f(t) # Dif(t). (37)

Mais adelante, veremos que los operadores de Riemann-Liouville y de Caputo si coinciden para una
clase especifica de funciones.

3. Interpolacién. Al igual que la derivada de Riemann-Liouville, la derivada de orden entero también
se puede recuperar a partir de la fraccionaria de Caputo salvo por un término en el caso cuando
« — n — 1. Esto se puede ver a partir de la Definicién 5. En efecto, si integramos por partes la
integral en (34) se observa que

USRS SR N diC)
D*f(t) - r(n . (X) /a (t _ T)tx+1fndT
1 " (t—T1)" "
= T a) <_ £ (1) i———

n—uo

- t+/ Fl1) (7 )‘Xad‘t>

“Thi—at1) <f(")(a)(t—a)”“" +/a f(”+1)(r)(t—r)”—adr) .

Ahora, si tomamos el limite cuando &« — n y a — n — 1, por el Teorema de convergencia dominada
se obtiene que

lim DY f(t) = ) (a) + £ (1)

a—n

lim DIf(t) = f(a)(t —a) + f™(7)( )f—T

a—n—1

b [ e = 0 - fr Y @),

respectivamente. El primer limite refleja que la derivada de Caputo tiene el mismo comportamiento
que la derivada de Riemann-Liouville en el caso cuando & — n. Sin embargo, en el caso cuando
x — n —1, a diferencia de (24), el segundo limite evidencia comportamientos distintos ya que
difieren por el término f(*~1(a).

4. No conmutatividad. La derivada fraccionaria de Caputo no commuta con el operador diferencial
D™ es decir,
DED™f(t) # D"Df(1), (38)
pero si es verdad que
DED"f(t) = DS £(). (39)

Veamos una aplicacion de (39). Sea p = o — (n — 1). Por tanto, 0 < B < 1, y en consecuencia,
DED"f(t) = DET (1) = DTV (r) = DEf(h). (40)

La expresion en (40) establece que para hallar la derivada fraccionaria de Caputo de orden « de
una funcién f es suficiente calcular primero su derivada cldsica de orden n — 1 y luego la derivada
fraccionaria de Caputo de orden B €]0,1]. Por tanto, el estudio de la derivada de Caputo de orden
arbitrario se reduce al estudio de la derivada de Caputo de orden B €]0, 1].
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5. Regla de Leibniz. La regla de Leibniz para la derivada fraccionaria de Caputo viene dada por

n—1 kzx

piswso) = 1 ((§ ) (o 0) 90 - B s (s, ), @

k=0

. . . «
donde las funciones f y g son tales que ellas y todas sus derivadas son continuas, ( k) es el co-

eficiente binomial definido en (13), y la expresion (f(t)g(t))® )t indica que primero se calcula la
=a
k—ésima derivada del producto fg y luego se evalta en a.
6. Transformada de Laplace. Sea f una funcién n veces diferenciable definida para t > a y F su

transformada de Laplace. La transformada de Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de
orden a se define como

n—1
LADIf(D)} (s) = s*F(s) = ) s* "1 f W (a). (42)
k=0

La férmula (42) se puede derivar facilmente de (36). Para ello, definamos g(t) = D" f(t). Usando
(32) se tiene que

LADIf(1)} (s) = L{L*D"f(D)} (s) = L{L;*g(t)} () =s~ "V G(s),
donde G(s) = L£{g(t)}(s). De (30) vemos que

n—1

G(s) = "F(s) — Y 5" 10 (a),

k=0
y por tanto,

L{DAF(B)} (s) = =) (s”F(s) - 'tls"-k—lf“)(a)) _ E(s) - Y stk
k=0 k=0

Notemos que si & = n en (42), entonces obtenemos (30). Esto nos indica que la transformada de
Laplace de la derivada fraccionaria de Caputo de orden «a generaliza la transformada de Laplace de
la derivada de orden entero n.

3.4. Equivalencias entre definiciones de derivadas fraccionarias

1. Relacién entre los operadores de Riemann-Liouville y Griinwald-Letnikov. Para comparar estas
dos definiciones consideremos una funcién f que sea n — 1 veces diferenciable en un intervalo [a, T|
y f"=1 es integrable sobre [a,T]. Para 0 < & < ny m = [a] +1 < n se tiene que las derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville y de Griinwald-Letnikov coinciden. Es decir,

_akoc t (m)
D2 (1) Zf J(tza)t 1 )/a(f O ) (43)

1—|—k—zx) I'(m—uw t—)a—mtl

En efecto, de (18) se tiene la segunda igualdad para la derivada fraccionaria de Griinwald-Letnikov.
Por otro lado, podemos reescribir la integral de la anterior expresién como

. m—1 f(k)(a)(t _ a)m+kﬂx 1 ¢ f(’”)(r)
. (kz;) F(14+m+k—«) * Ir'(2m —w) /u (t_T)a—Zm—i-ldT) .

Integrando por partes m veces esta cantidad nos da directamente la igualdad que necesitamos

. m—1 f(k)(a)(t_a)m—i-k—oc 1 ¢ f(’”)(r)
P (kzo IF(14+m+k—a) + r(2m—a) /a (t— T)a—2m+1dT>

=b <r<ml_a) /at<t - r)mﬂﬂr)df) = D™ (D" £(t)) = Dif(1).
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En las aplicaciones, la expresion particular de (43) tiene mayor relevancia cuando n = 1. Una con-
secuencia directa de esta relacion es que si la derivada de Riemann-Liouville o Griinwald-Letnikov
D%f(t) existe, entonces toda derivada DF f(t) existe para 0 < B < a. Para ver que en efecto se tiene
esta propiedad basta notar que

Dif(t) = D' (D5 (1))

Si denotamos por g(t) = D*~1f(t) y reemplazamos la anterior igualdad en (43), en el caso particular

cuando n = 1, y notando que 0 < 1+ B —a < 1 se concluye que D, TE “¢(t) existe. Gracias a las
férmulas de composiciéon de derivadas fraccionarias de Riemann-Liouville se tiene

Dy P (1) = DyTP DY F (1) = DEF(1).

2. Relacién entre los operadores de Riemann-Liouville y de Caputo. Sea t > a y f una funcién n
veces diferenciable. Los operadores de Riemann-Liouville y de Caputo se relacionan mediante la
expresion

D) = DA — Y =T qw gy = (= T = g (a4)
. oS LT 1w o K |

k=0

Veamos que la primera igualdad en (44) se satisface para el caso a = 0. Para ello, consideremos la
expansion en series de Taylor de f alrededor de 0,

£ = FO) 41710+ B0+ 57700+ -+ e f0(0) + Ry
T 00 R, (45)

=,§0r<k+1>

donde

nl—/f Ot — 0" /f )l = 1A (1),

n—1

Tomando el operador de Riemann-Liouville en (45) vemos que

n—1 k
Dif(t) = D§ (2 e/ O+ RM)
n—1 Dotk

—Z Ny F®(0) + D§R,—1.

Usando (33) vemos que

n—1 k—ua
D) = ¥ re ey (O + DB )

i lk—at+1)T
n—1 tk*lx (k)( ) ( )( )
=Y )+ e
kzof(k—a—i—l)f f
= tkia (k) n—amyn
= e 0)+I""D"f(t
n—1 tk—zx (k)( ) ( )
= —_— 0 —I—Dié t),
kzof(k—a+1)f f
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4.

de donde finalmente obtenemos el resultado deseado. Este resultado nos permite deducir que los
operadores de Riemann-Liouville y de Caputo coinciden cuando f®)(0) =0, parak =1,...,1n — 1.

Usemos (44) para calcular la derivada fraccionaria de Caputo de las funciones potencias (t —a)", v >
n — 1 definidas en intervalos [a, +oo[. Entonces,

— k—zx

Di(t—a)" = Dj(t —a)’ Z rrt oy (0 e = Dt~ ), (46)

ya que ((t —a)")®|,—, = 0 para k < n — 1 < v. Este resultado es congruente con lo obtenido en los
Ejemplos 3 y 6.

Gracias a (44), también podemos dar otra férmula para la derivada fraccionaria de Caputo para
funciones que se representan como series de potencias. Entonces, si

+oo (k)o
o= 5 e
se tiene que

, " +°°f(")( « (k+1) I WA (UL
oiste - ot ( 15 S0 ) - £ 0o = 5 500 D e 32 SRS

k=0 k=0

Aplicaciones

. El problema de valores iniciales [1]. Usemos la derivada fraccionaria de Caputo para resolver el

siguiente problema de valores iniciales,

Diy(t) —Ay(t) =0, t>0,n=[a]+1, (47)
y®O0)=b, beR k=0,...,n—1, (48)

donde A € R\{0} es un pardmetro. Tomemos la transformada de Laplace a la ecuacién diferencial
fraccionaria (47). Entonces,

Zs"‘ —k=1y —AY(s) =0, (49)

donde Y(s) es la transformada de Laplace de y(t) y L{—Ay(t)}(s) = —AY(s). Despejando Y(s) y
considerando las condiciones iniciales (48) nos queda que

n—1 safkfl

= s“—)\bk'

Se puede ver ademas que

Sa—k—l n—1 ' . n—1 . .
Y(s) =) k= kg)ﬁ {t Egjpi1 (At )} ()b = LY bt Eg 1 (ALY) 3 (),

k=0 k=0

donde Eg, definida por
+o0 K
Eow(z)=) =7——, 0w>0,z€R (50)
“ kg(:) [(6k + w)

se conoce como funcién de tipo Mittag-Leffler y supone una generalizacién de la funcién exponen-
cial. Finalmente, y(t) se encuentra aplicando la transformada inversa de Laplace,

n—1
= Y bet*Egjer (A£Y).
k=0
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2. El problema de la curva tautécrona [2]. Supongamos que un objeto se desliza libremente (sin roza-
miento) por efecto de la gravedad a lo largo de una pendiente desconocida desde un punto arbitrario
hasta el punto més bajo de ella. Es claro que dependiendo del punto de partida y de la curva que
describe la pendiente, el objeto tardard mas o menos tiempo en llegar al punto mds bajo de la pen-
diente. El problema estudiado por Abel en 1823 consiste en hallar la curva con la propiedad de que
el tiempo que tarda el objeto en llegar hasta el punto mds bajo de ella es independiente del punto
de partida.

Para estudiar este problema, primero establezcamos un sistema de referencia. Trabajemos en el
plano (x,y) y fijemos el punto mds bajo de la curva en el origen (0,0). Denotemos por (x,y) el
punto inicial en el primer cuadrante y (x,, y,) cualquier punto en la curva entre (0,0) y (x,y). Por
la Ley de conservacién de energia se tiene el siguiente modelo

Lo (5 = gty — )
2" \ar ) MY T
donde L es la longitud de la curva medida desde el origen, m es la masa del objeto y g es la gravedad.

Como la longitud de la curva depende evidentemente de la altura, L = L (y.(t)). Por tanto,

Y _
L= = V28— v

Integrando respecto a t entre 0 y T se tiene que

g L/(y* Y gy, = \/2gT. 51

La integral de la izquierda es muy similar a la derivada fraccionaria de Caputo (34) cuando o = 1/2.

De hecho, (51) se reduce a
/29T
DY2L(y) = 2

r/2)
Finalmente se obtiene
2./29T
L(y) = 7ﬂg y'/2. (52)
Por otro lado, ) ,
dL dx
(&) =1 (&) )
Combinando (52) y (53),
dx 29T?
- = —1.
dy 2y

La solucién de esta ecuacion describe la curva tautécrona, y estd dada paramétricamente por

2

X = g; (0 +sin(6))
2

y= g;z (1 —cos(6)).

3. Modelo de absorcién de medicamentos [4]. Se considera un modelo compartimental como en la
Figura 1. Los compartimientos en esta clase de modelos son dos medios o etapas distintas y el
problema a estudiar es como cambia una sustancia cuando pasa de un compartimento a otro.

Para el problema de absorcién de medicamento tenemos que el primer compartimento representa
el lugar en donde se aplica el medicamento y el segundo representa la regién del cuerpo por donde
el medicamento se propaga, como el plasma de la sangre o similares. En la Figura 1 se tiene que
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vl K21 02
q1 q2
€1 %)
K1z
Kn =0 Kopp =0

Figura 1: Modelo compartimental de dos compartimentos para la absorciéon de medicamentos.

gi = vic; es la cantidad de medicamento en el compartimento i, v; el volumen del mismo comparti-
mento, ¢; la concentracion del medicamento y los coeficientes K;; son la razén de transferencia del
compartimento i al compartimento j, donde i,j € {1,2}.

La absorcién del medicamento puede modelarse, considerando la derivada fraccionaria de Caputo
con a = 0, de la siguiente manera:

T D (1) = —Ka(t),

52 DY 2(t) = Knga (1) + Koo (#),
con condiciones iniciales g1(0) = d1 y 42(0) = d2 = 0, donde d; es la dosis en el i-ésimo comparti-
miento, T; es el tiempo caracteristico que el medicamento pasa en el compartimento i y ¢ > 0.

Usualmente lo que se busca en este problema es la concentracion del medicamento, lo cual se puede
lograr despejando de las expresiones de g;, que se obtienen al resolver el sistema de ecuaciones

diferenciales fraccionarias. Una manera de resolver este sistema es considerando a7 = ap = a. Asi,

dividiendo cada ecuacién para 74! respectivamente, se obtiene un nuevo sistema

Diqi(t) = —knqi(t),
D5qa(t) = kngi(t) + koaga(t),

donde k;; = K;;/ Ti"‘_l. Este sistema se lo puede resolver mediante la transformada de Laplace (la
solucién detallada se puede encontrar en [4]), obteniendo las funciones

q1(t) = d1Ea1(—ko1t"),

t
g2 (t) = daEg1(—koot™) + dl/o (t =) YEyn (—koa(t —5)%) Ex1 (—kps%) dt,

donde E,; es la funcién de tipo Mittag-Leffler definida en (50). Habiendo obtenido la cantidad
de medicamento en cada compartimento, se puede obtener facilmente su respectiva concentracion,
resolviendo asf el problema.
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