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Resumen

En el presente articulo, se presenta la definicion de categoria y funtor para posteriormente introducir
los conceptos de prehaz y haz. A partir de estas herramientas, se presenta el concepto de espacio
anillado y Ox-mddulo. Se realiza una revisién de las subvariedades afines y la topologia de Zariski junto
con algunas propiedades importantes. Haciendo uso del material expuesto en las secciones previas, se
expone la definicién de variedad afin y variedad algebraica. Finalizamos nuestro trabajo con un vistazo
a las aplicaciones de las variedades algebraicas.
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1. Introduccion

La geometria algebraica tiene como objeto de estudio a las variedades algebraicas: conjuntos determinados por
las soluciones de sistemas de ecuaciones polinomiales en varias variables con coeficientes sobre un cuerpo. Como
ejemplos de variedades algebraicas tenemos a puntos, curvas, superficies o variedades de dimensién superior.

A lo largo de la historia, varios matemdticos como Abel, Riemann, Poincaré, Noether, la escuela italiana de Severi
y, posteriormente, Weil, Zariski y Chevalley, han realizado un trabajo brillante en esta area. En los afios 1950 y 1960,
Serre y Grothendieck revolucionaron este campo a través de la teoria de haces y, desde entonces, esta rama ha tomado
un protagonismo considerable dentro de las matematicas [16].

En el presente articulo, se realiza una introduccién a la teoria de haces y la geometria algebraica. Principalmen-
te, se tiene como objetivo presentar el concepto de variedad algebraica. Con esta finalidad, se divide el articulo en
secciones, donde se abordan una serie de conceptos y resultados que permitirdn al lector comprender el concepto de
variedad algebraica de forma clara y sencilla.

En la Seccién 2, se presenta el concepto de categoria y funtor que son de vital importancia en la comprension de la
Secciones 3 y 4. En la Seccién 3, se presenta el concepto de haz y prehaz junto con algunos ejemplos que servirdn al
lector para familiarizarse con estos objetos. En la Seccion 4, se expone el concepto de espacio anillado y &x-médulo.
El lector podré verificar que esta seccidn es parte medular de este articulo, pues una variedad algebraica es un espacio
anillado dotado con un par de propiedades adicionales. En la Seccién 5, se estudian las subvariedades afines que,
posteriormente, nos ayudardn a comprender de manera sencilla a la topologia de Zariski. Esta topologia es la més
adecuada para la construccién de variedades algebraicas. En la Seccién 6, después de realizar un par de aclaraciones,
se expone el concepto de variedad algebraica. Finalizamos nuestro trabajo en la Seccién 7, donde se contestan un par
de preguntas con el objetivo de exhibir algunas aplicaciones de las variedades algebraicas y los temas que el lector
podria abordar para continuar con el estudio de la geometria algebraica.
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2. Categorias y funtores

En 1945, los matematicos Eilenberg y Mac Lane introducen el concepto de categoria, como preparacién para lo
que llamaron funtores y transformaciones naturales en su estudio sobre topologia algebraica [7]. La definicion de cate-
goria evoluciond con el tiempo, de acuerdo con los objetivos elegidos por el autor y el marco matemético. Eilenberg y
Mac Lane dieron al principio una definicién puramente abstracta, en la linea de la definicién axiomética de un grupo.
Otros, comenzando con Grothendieck (1957) y Freyd (1964), eligieron, por razones préacticas, definir categorias en
términos de teoria de conjuntos [12].

La teoria de categorias es un lenguaje matematico muy {til, que permite ver los componentes universales de una
familia de estructuras de un tipo dado, y revela cémo los diferentes tipos de estructuras se relacionan entre si. Por
ejemplo, en topologia algebraica, los espacios topoldgicos estdn relacionados con grupos (y médulos, anillos, etc.) de
varias formas (como homologia, cohomologia, homotopia, teoria K). Eilenberg y Mac Lane inventaron la teoria de
categorias precisamente para aclarar y comparar estas conexiones [6,7].

Para fines de este articulo, repasaremos algunas partes de la teoria que nos serdn dtiles. Siendo mds especificos,
presentaremos el concepto de categoria y funtor que usaremos en la Secciones 3 y 4. Ademads, exhibiremos algunos
ejemplos que permitirdn al lector familiarizarse con los conceptos presentados. Para el lector que busque profundizar
en el tema se recomienda [12] y [11].

2.1. Categorias

Definicién 1. Una categorfa (pequefia®) %’ consiste en:
(1) Una coleccion de objetos Ob(%).

(2) Para cada par A, B € Ob(%), un conjunto Homg (A, B), cuyos elementos f € Hom (A, B) son llamados mor-
fismos (o flechas).

(3) Los morfismos satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Composicion: Para cada par (f,g) con f € Homy(A,B) y g € Homy (B,C), existe una flecha correspon-
diente en Hom¢ (A, C) que notamos g o f. En otras palabras existe la correspondencia

Homy (A,B) x Homy(B,C) — Homg(A,C)
(f:8) = gof

(b) Composicién asociativa:
(gof)oh=go(foh),
para cada f € Homy (A, B), cada g € Homy (B,C) y cada h € Homy (D, A).
(c) Dado A € Ob(%’), existe un tinico Id4 € Hom (A,A), tal que
ldgof=fy golds=g,
para cada f € Homy (B,A) y cada g € Homy (A,C).

Definicién 2. Sean % una categoria y A, B € Ob(%) dos objetos. Un isomorfismo entre A y B es un morfismo
f € Homy (A, B), tal que existe un tnico g € Homg (B, A), de manera que

fog=1Idp y gof=Ida.

Cuando exista un isomorfismo entre A y B escribiremos A =4 B. Ademads, si A = B diremos que f es un automorfismo.

3 Se usa la palabra pequeiia cuando los objetos de la categoria son conjuntos [11].
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Ejemplo 1. Varias estructuras matemadticas de uso cotidiano son de hecho categorias. A continuacién, exhibimos
algunos ejemplos de las categorias mds comunes con su respectiva notacion:

Categoria Notaciéon Objetos Morfismos
Conjuntos Sets Conjuntos Funciones
Grupos Grps Grupos Homomorfismos de grupos
Anillos con unidad Rings Anillos (con unidad) Homomorfismos de anillos
Anillos sin unidad Rngs Anillos (sin unidad) Homomorfismos de anillos
K-espacio vectoriales Veck Espacios vectoriales Mapas K-lineales
A-médulos A-Mod A-modulos Homomorfismos
A-lineales
Espacios topoldgicos Top Espacios topolégicos Funciones continuas
Variedades diferenciables Man™ Variedades diferenciables Funciones diferenciables

Ejemplo 2. Sea X un espacio topoldgico. Se define a Top(X) (no confundir con la categoria Top del Ejemplo 1) como
la categoria cuyos objetos son los abiertos sobre X y cuyos morfismos son

{t:U=V} siUCV,

Homzyy ) (U,V) = {@ SiUZV.

donde U, V C X son abiertos e 1 : U < V es el mapa inclusién. Es decir, los conjuntos Homg,,(x) (U, V) son unitarios
o vacios. Para comprobar que Top(X) es una categoria debemos probar que los morfismos satisfacen la propiedad
(3) de la Definicién 1. Es decir, debemos mostrar que existe una composicion, que esta es asociativa y que existe un
morfismo identidad para cada abierto de X. Notemos lo siguiente:

(a) La composicion en esta categoria es la composicidn de funciones, la cudl estd bien definida siempre que los
conjuntos de morfismos correspondientes sean no vacios.

(b) Composicién asociativa:
Sean T C U CV C W abiertos de X, y h € Homy,,x)(T,U), f € Homg,,x)(U,V) y g € Homy,x)(V,W) los
unicos elementos de cada conjunto de morfismos. Se sigue que

(gof)oh=(1o1)or=10(101)=go(foh).
(c) Note que U C U, por lo tanto Homy,,x)(U,U) = {1: U — U} = {Idy } para cada U abierto de X.

2.2. Funtores

Definicion 3. Sean ¢’y Z dos categorias. Un funtor covariante F : € — & consiste en:
(1) Funciones que asignan a cada A € Ob(%’) un objeto F(A) € Ob(2).

(2) Funciones entre los morfismos que son compatibles con la identidad y composicién. Esto es, a cada morfismo
f:+A— B € Homg(A,B) sele asignaun F(f): F(A) — F(B) € Homg(F(A),F(B)) y ademds:

(@) F(lda) = Idp(a).
(b) Paracada f: A — B € Homy(A,B) y cada g : B— C € Homy (B, C), se tiene que

F(gof)=F(g)oF(f).
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Observacion 1.

= Se define un funtor contravariante F : € — 2 de forma andloga, excepto que en el literal (2) de la Definicién
3 intercambiamos la direccion de las flechas. En otras palabras, si f: A — By g : B— C son morfismos en ¢,
entonces F(f): F(B) - F(A),F(g): F(C) > F(B)yF(gof)=F(f)oF(g).

= Los funtores preservan isomorfismos, es decir, A =4 B implica que F(A) =4 F(B).

Ejemplo 3. (Funtor de olvido) Este funtor “olvida” estructuras adicionales. Por ejemplo, consideremos un anillo
(A,+,-), el funtor Fyyy : Rings — Sets asocia al anillo (A,+,-) el conjunto subyacente A, y asocia a un morfismo de
anillos la funcién entre los conjuntos subyacentes. Veamos que Fyy : Rings — Sets es, en efecto, un funtor.

(1) Sea (A,+,-) un anillo. Se tiene que
Fov((A,+,7)) = A.

(2) Sean f: (A,+,-) = (B,+,7) y g: (B, +,7) — (C,+,?) dos morfismos de anillos.
(a) Notemos que

Folv(f) : FO]V((A7+7')) — Folv((Ba_T_aT)) <~ Folv(f) tA—B
& f:A—B.

En otras palabras, Fyy(f) = f es simplemente una funcién de A en B. Asi, es claro que
Foy(Ida4)) =1da : A — A.
(b) Ahora, si analizamos la composicion para el morfismo go f : (A, +,-) — (C,+,%), se obtiene
Fov(gof)=gof:A—C.

Ademas, se verifica
Fov(g)oFo(f) =gof:A—C.

Por lo tanto, empleando las dos férmulas precedentes, se concluye que
Folv(gof) = Folv(g) OFolv(f)'

De esta manera, vemos que Fg}y es un funtor covariante.

El siguiente ejemplo juega un rol importante al momento de relacionar el concepto de categoria con el concepto
de prehaz que presentaremos en la seccidn posterior.

Ejemplo 4. Sea X un espacio topoldgico normado (o una variedad diferenciable). Definimos el funtor contravariante
Cy : Top(X) — Rings de la siguiente manera: a cada abierto U C X, asignamos el anillo conmutativo con unidad
Cy(U) ={f:U — R| f es diferenciable} y a cada morfismo 1 : V < W en Top(X), el morfismo

CR1:V=W):Cg(W) — Cx(V)
foe fv

Es decir, dada una funcién f : W — R, la restringimos a V, obteniendo f|y : V — R.
Veamos como se comporta este funtor con respecto a la propiedad (2) de la Definicién 3, para ello, consideremos
1:U = Vyt:V<— W dos morfismos de la categoria Top(X ), donde U C'V C W son abiertos de X.

(a) Note que Cx(Idy) = Cx(1: U — U) toma una funcién sobre U y la restringe a U, de donde tenemos
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(b) Por otro lado, notemos que

CR1:U—=W)=C3(1:U—=V)oC(1:V—=W):Cx(W) — Cg(U)
f o= (W)= flu,

con lo cual

Cx(1:U—=V)oCx(1:V—=W)=Cx(1:U—=W)=Cx[1:V—=>W)o(1:U =V)].

Observacion 2. En el ejemplo precedente, la restriccion de funciones constituye un morfismo de anillos.

3. Prehaces y haces

Desde el punto de vista de las matematicas, la geometria de un espacio se puede estudiar de mejor manera a partir
de funciones “buenas” definidas sobre este espacio. Un claro ejemplo de ello es una variedad diferenciable, este ob-
jeto geométrico es localmente difeomorfo a un subconjunto abierto de R”. En ese sentido, una variedad diferenciable
puede ser estudiada en términos de funciones diferenciables.

Uno de los problemas que surgen al usar este enfoque radica en que la mayoria de las veces, pocas “buenas” fun-
ciones se pueden definir sobre todo el espacio. De este modo, se busca estudiar la geometria del espacio considerando
funciones definidas sobre subconjuntos del mismo. Toda esta informacién puede ser codificada en un objeto llamado
haz.

Nuestro objetivo en esta seccidn es presentar el concepto de haz, el cual emplearemos en la Seccién 4 cuando
expongamos la nocién de un espacio anillado. Para cumplir este objetivo, comenzaremos presentando el concepto de
prehaz y algunos ejemplos sobre este. Luego, veremos que un haz es un prehaz dotado con un par de propiedades
adicionales y exhibiremos algunos ejemplos que nos ayudaran a relacionarnos con este concepto.

3.1. Prehaces de conjuntos

Definicion 4. Sea X un espacio topoldgico. Un prehaz de conjuntos .% sobre X, consiste en una asignacion que asocia
a cada abierto W de X un conjunto .% (W) y a cada par de abiertos V C U C X unmapa ryy : % (U) — % (V) llamado
el mapa de restricciodn, el cual verifica las siguientes propiedades:

(1) rww es el mapa identidad de .7 (W), es decir rww = Id 7).
(2) Siw CV CU, entonces ryw =ryworyy.

Si U es un abierto de X, a los elementos de .% (U) los llamaremos secciones locales de .7 sobre U. A los elementos
de .# (X) los llamaremos secciones globales. Denotaremos por .# |y a la restriccion de .# en U, el cual es el prehaz
sobre U cuyo conjunto de secciones para V C U son simplemente .% (V), es decir, % |y (V) = % (V). Notemos que V
es un elemento de la topologia inducida sobre U.

Ejemplo 5. (Prehaz constante) Sean X un espacio topoldgico y S un conjunto fijo. Definimos el prehaz constante
Fgs sobre X de la siguiente manera: para cada U abierto de X, el conjunto de secciones es

y para cada U, V abiertos de X, tales que V C U, el mapa de restriccion es el mapa identidad sobre S, es decir,
rU,V = Ids.

No es dificil ver que el mapa de restriccion verifica las propiedades de la Definicion 4.
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Ejemplo 6. (Prehaz rascacielos) Sean X un espacio topoldgico, S un conjunto, {pt} un conjunto de un solo elemento
y Xo € X. Definimos el prehaz rascacielos .y, s sobre X como

S si xo €U,
{pt} sixo¢U,
donde U es un abierto de X. Los mapas de restricciéon se definen de la siguiente manera:

Zos(U) = {

= Consideremos U y V abiertos de X, tales que V C U y xo € U. Cuando xy € V, se tiene que
ZosU) =S s(V)=8=ryy =1ds.
Por otro lado, para el caso en que xo ¢ V, se tiene el morfismo constante
ruy S — {pt}.
= SiU yV son abiertos de X, tales que V C U y xo ¢ U, se verifica que
Z0s(U) = Zs(V) ={pt} = ruy : {pt} = {pt} =1dpy.

Ahora, veamos que el mapa restriccion verifica las propiedades de la Definicién 4:

(1) Sea U un abierto de X, cualquiera. Si suponemos que xo € U, se obtiene
rou  Fes(U) = FsU)=rypy:S—S=Idg = Idy sw)-
De la misma manera, si suponemos que xo ¢ U, se sigue que
row =gy = Idﬂ}o‘s(U)'
(2) Sean W C V C U abiertos de X, cualesquiera. Analicemos los siguientes casos:

= Sixy € W, se satisface
ros(W) = F5(V) = F5,s(U) =S,

con lo cual
rU,W = Idg = IdS OIdS = rV,W o }’Uy.

= Sixg ¢ U, se verifica
Zas(W) = Fs(V) = L4 s(U) = {pt},

lo que implica
row =1dgpy =1dgpy oldy =rvworyy.
= SixgeUyx¢V,seconsigue que
Fos(W) = Fs(V) ={pt} y Fs(U) =S5,
de donde, se sigue
row S —{pt}, rvw =Idgpy : {pt} = {pt} y ruy : S — {pt}.
Por lo tanto, se concluye que
row =ruy =ldpgoryy =rvworyy.
= Sixg €U,V yxo¢ W, se obtiene
FasW)={pt} y S s(V) =S5 s(U) =5,
con lo cual
row:S—{pt}, rvw:S—{pt} y ryy =Ildg: S —S.
Por consiguiente, se deduce que
ruyw =rvw =rywolds=ryworyy.

Por lo tanto, vemos que .#,, s define efectivamente un prehaz sobre X.
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3.2. Prehaces de anillos

Para esta seccién asumimos cierta familiaridad con los conceptos de grupo y anillo. Para revisar estos conceptos
se recomienda [5].

Definicion 5. Sea X un espacio topolégico. Un prehaz de anillos & sobre X es un prehaz de conjuntos, el cual asigna
a cada abierto W de X un anillo &(W), y donde el mapa de restriccion es un homomorfismo de anillos.

Las nociones de seccidn local y global de un prehaz de anillos, y de la restriccién de un prehaz de anillos son exacta-
mente iguales a las de un prehaz de conjuntos.

Ejemplo 7. Sean X un espacio topoldgico. Denotamos por Zy al prehaz constante sobre X, el cual asigna a cada
abierto U de X el anillo Z y, al igual que en el Ejemplo 5, el mapa de restriccion es el mapa identidad sobre Z.

Ejemplo 8. (Prehaz de funciones diferenciables) Sea X = R" (o una variedad diferenciable). El funtor CY del
Ejemplo 4 define un prehaz de anillos, llamado el prehaz de funciones diferenciables. En este caso, el mapa de
restriccion es la restriccion de funciones.

Observacion 3. En esta seccion, hemos visto que un prehaz de anillos es un prehaz de conjuntos en donde cada % (U)
es un anillo. Asi mismo, cambiando la estructura de los conjuntos de secciones y los morfismos entre ellos, podemos
definir haces con valores en otras categorias como: K-espacios vectoriales, K-algebras, médulos, etc.

La siguiente definicién nos ayudard a comprender el concepto de morfismo entre haces que veremos més adelante.

Definicion 6. Sean .% y ¢ dos prehaces sobre un espacio topolégico X con valores en la misma categoria 4. Un
morfismo de prehaces ¢ : ¥ — ¥ consiste en:

(1) Para cada abierto W de X, un morfismo ¢y : F (W) — 4 (W).

(2) Dados U C V abiertos de X, se tiene que
Z G
Puoryy = vy © Py,

donde rVng vy r%fU son los mapas de restriccion de .7 y ¢, respectivamente.

3.3. Haces

Definicién 7. Sean X un espacio topolégico y % un prehaz de conjuntos sobre X. Decimos que .# es un haz de
conjuntos sobre X si verifica lo siguiente:

(1) Elprehaz .Z es separado, esto es, dados U un abierto de X y (U;);c; un cubrimiento abierto de U, si s, t € % (U)
son tales que ry y,(s) = ry,y,(t) para cada i € I, entonces

s=1.

(2) El prehaz .# tiene la propiedad del pegado, esto es, dados U un abierto de X, (U;);c; un cubrimiento abierto de
U,y,siparacadai, j € I, existens; € % (U;) y s; € # (U;), tales que

ru,unu; (8i) = rusuinu; (8), 3.1

entonces existe s € .# (U), tal que
ruu,(s) = si, (3.2)

paracadai € [

Ejemplo 9. (Haz rascacielos) Sean X un espacio topoldgico, S un conjunto y xo € X. El prehaz rascacielos .7, s
definido anteriormente es efectivamente un haz. Veamos que verifica las condiciones de la Definicién 7.
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(1) Demostremos que .%y, s es separado:

Sean U un abierto de X, (U;)ic; un cubrimiento abierto de U y s, 1 € .7, s(U), tales que para cada i € [
rou(s) =ruu(t). (3.3)
Debemos probar que s = t, para ello, analicemos los siguientes casos:
= Sixp € U, existe j € I, tal que xo € U;. Por lo tanto, se tiene que
S=S0sU) =S%s(U;) = ryy, =1ds.
Luego, empleando la férmula (3.3), se concluye que
s=1Ids(s) =ryy;(s) =ruy;(t) =1ds(t) =1t.

= Sixg ¢ U, se verifica
Zr.s(U) = {pt},

y como s, t € %y, s(U), se deduce que
s=pt=r.

De esta forma, vemos que .%, s es separado.

(2) Probemos que .#}, s tiene la propiedad del pegado:

Sean U un abierto de X y (U;);c; un cubrimiento abierto de U. Supongamos que para cada i, j € I, existen
$i € Za.s(Ui) ¥ 5 € S 5(Uj), tales que

ru Ui, (8i) = ru,uinu; (s5)- (3.4
Debemos demostrar que existe s € ., s(U), tal que para cada i € I
ruu(s) = si.
Tenemos los siguientes casos:

= Sixg € U, denotamos por I; C I al conjunto de indices tal que i € I; si xg € U;, y por I C I al conjunto de
indices tal que i € I, si xp ¢ U;. Luego, haciendo uso de la férmula (3.4), se sigue que para todos i, j € I}

S = Ss(Ui) = L 5(Uj) = Lo s(UiNUj) = si = ry,uinu; (si) = v, uinu; (8)) = 8-
Es decir s; = s para todo i, j € ;. Definamos s := s; con i € I;, de inmediato se tiene para todo i € I, que
ruy(s) =1ds(s) = s =s;.
Por otro lado, para cada i € I,, se sigue que
5i € S.s(Ui) =A{pt} = si =pt.
De esta forma, por lo anterior se tiene, para todo i € I, que
ruu, 1 S —{pt} = ruu,(s) = pt = s;.

Por lo tanto, por lo hecho previamente, se deduce que

ruu,(s) = si,

paracadai €[
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= Sixg ¢ U, entonces x ¢ U; para cada i € I. Luego, se satisface
ZosUi) = {pt} = F,s(U),
y como s; € .7, s(U;) = {pt}, se sigue, para cada i € I, que
s; = pt.
De esta manera, tomando s = pt, se concluye que
ruu,(s) = ruu,(pt) = pt =s;,
paracadai € [.
Asi, vemos que .7}, s tiene la propiedad del pegado.

Por lo tanto, inferimos que .%;, s es un haz de conjuntos.

Ejemplo 10. Si X es un espacio normado (o una variedad diferenciable), entonces el prehaz de funciones diferencia-
bles C¥ es un haz.

Ejemplo 11. Sean X un conjunto de al menos tres elementos y A C B C X dos subconjuntos distintos del vacio.
Ademds, sobre X consideremos la topologia T = {0,A,B,X}. Definimos un prehaz de R-espacios vectoriales .% a
partir de las siguientes asignaciones:

F(0) = (e1,e2,¢3), F(A) = (e1,€2), F(B) = (er) y F(X)={0},

donde {ey,es,e3} son elementos de la base canénica de R?; (e), (e1,ea2) y (e1,ea,e3) son los sub-espacios vectoriales
generados por {e1}, {e1,e2} y {e1,e2,e3}, respectivamente. Notemos que en este caso, se tiene que

F(X)C 7 (B) C Z(A) C F(0).
El mapa de restriccion para .# serd el mapa de inclusion, es decir,
ryy=1:FU)— FV)
con U,V € 1, tal que V C U. Demostrar que .# es un prehaz no es complicado. Nuestro interés yace en determinar si

% es un haz, en otras palabras, queremos determinar si .% es separado y tiene la propiedad del pegado.

(1) Veamos si .# tiene la propiedad del pegado:

Sean U € 7y (Uj)ier un cubrimiento abierto de U. Supongamos que para cada i,j € I, existen s; € .#(U;) y
sj € F(U,), tales que

ru;uinu; (8i) = ru;uin; ()
En este caso, se tiene

f(Ui), g(Uj) - y(UiﬂUJ’) = U UNU; ﬁ(Ui) — y(UiﬂUj) Y U, uinu; ﬁ(Uj) — y(UiﬂUj).

Asfi, paracada i, j € I, se sigue que
si=ruui(si) = rou,(s)) = sj.

Luego, si tomamos s = s; con i € I, se concluye, para cada i € I, que
ruu(s) =s=s.

De esta manera, vemos que .% tiene la propiedad del pegado.
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(2) Para determinar si .% es o no separado, consideremos @ € 7, el cudl esté cubierto por el cubrimiento vacio, esto es,
(Ui)ier con I = 0. Si tomamos e, e; € Z(0) = (e}, ez, e3), por vacuidad se sigue, para cada i € I, que

rou;(e1) = rou;(e2)- (3.5)

Ahora bien, supongamos por un momento que .# es un haz. Asi, empleando la férmula (3.5) y el hecho de que .
es separado, se deduce que
€1 = e,

lo cual es una contradiccion.

Vemos asi que .% no es separado y, por lo tanto, .# no es un haz.
Observacion 4. Vale la pena hacer las siguientes observaciones sobre el ejemplo precedente:

= Con respecto a la propiedad del pegado, el lector puede notar que si U = @ y el cubrimiento a considerar es el
cubrimiento vacio, entonces se cumple dicha propiedad por el argumento de vacuidad.

= El lector puede verificar que la propiedad de que .# es separado se cumple sin ninguna dificultad para los
siguientes conjuntos con sus respectivos cubrimientos:

* El conjunto 0 junto con el cubrimiento {0}.

* El conjunto A junto con los cubrimientos {A} y {0,A}.

* El conjunto B junto con los cubrimientos {B}, {0,B} y {0,A,B}.

* El conjunto X junto con los cubrimientos {X}, {0,X}, {0,A,X}, {0,B, X}y {0,A,B,X}.

En el ejemplo precedente, la propiedad de separacién falla considerando el vacio y el cubrimiento vacio. Esto
motiva el siguiente lema, donde exhibimos una propiedad que satisface un haz de conjuntos con respecto al conjunto
vacio.

Lema 1. (Secciones sobre el conjunto vacio) Si X es un espacio topoldgico y ¥ es un haz de conjuntos sobre X, se
tiene que F (0) es un conjunto de un solo punto.

Demostracion. Consideremos el cubrimiento vacio (U;);c; con I = 0, el cual cubre al conjunto @. Por vacuidad, las
condiciones de la propiedad del pegado se cumplen, es decir, (3.1) se verifica. Asi, ya que .% es un haz y por lo
mencionado previamente, existe s € .% (0) que satisface (3.2). Por lo tanto, se deduce que

F(0) £0.
Ahora bien, tomemos sy, s, € % (0) arbitrarios pero fijos. Nuevamente por vacuidad, se sigue que
ro.u;(s1) = roui(s2),
para cada i € I. Empleando el hecho de que .% es separado, se tiene que
51 =82.
Finalmente, como s; y s, son arbitrarios, se concluye que .% (@) es un conjunto de un solo punto. O

Ejemplo 12. (Prehaz que no es haz) Sea X un espacio topoldgico y S un conjunto. Consideremos el prehaz constante
Fys sobre X. No es dificil ver que .%g es separado, pero .-#g no necesariamente tiene la propiedad del pegado y, por
lo tanto, .#g no necesariamente es un haz. Para visualizar esto, supongamos que S tiene mas de un elemento. En este
caso, % no podria ser un haz, pues .#5(0) = S, el cual no es un conjunto de un solo punto (no se satisface el Lema 1).
Sin embargo, atn si asumimos que .%s(0) = {pt}, el prehaz .Zg no necesariamente se convierte en un haz. Analicemos
esto de la siguiente manera:

Supongamos que X = {0, 1} estd dotado con la topologia discreta, es decir,
t=1{0,{0},{1},{0,1}},
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y S es un conjunto con mds de un elemento. En este caso, {0} y {1} constituyen un cubrimiento abierto de {0,1}.
Tomemos s € F5({0}) y s1 € Zs({1}), tales que

S0 7 S1. 3.6)

Lo anterior es posible debido a que S tiene mds de un elemento. Notemos que

rioyq0yn{1} = o0 : Fs({0}) = {pt} vy ruyqongy =raye s Fs({1}) — {pt},

con lo cual

r10y.{03n{1} (S0) = Pt = r{1} {031y (51)- (3.7
Asumamos por un momento que %y tiene la propiedad del pegado. Asi, empleando (3.7) y la propiedad del pegado,
existe s € .Zg({0,1}), tal que

S0 = r{0,1},40} (5) = Ids(s) = s = 1ds(s) = r{o,1},{1} (5) = 51,
lo cual contradice (3.6). De esta forma, el prehaz .#g no puede ser un haz.

Observacion 5. En la observacion 3 se hablé de como al cambiar la estructura de los conjuntos de secciones y los
morfismos se obtienen otros tipos de prehaces, de esta manera se pueden obtener otros tipos de haces (K-espacios
vectoriales, K-algebras, modulos, etc).

Cerramos esta seccion dando dos definiciones que nos ayudardn a definir el concepto de morfismo entre dos
espacios anillados que veremos mds adelante.

Definicion 8. Sean .7 y ¢ dos haces sobre un espacio topolégico X. Un morfismo de haces ¢ : .# — ¢ no es mas
que un morfismo entre los prehaces subyacentes.

Definicion 9. Sean X e Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una funcién continua. Consideremos .% prehaz
definido sobre X. Definimos el prehaz imagen directa f..% sobre Y por

(fF) (V)= (f71(V)),
para cada V abierto de Y.

Observacion 6. Si % es un haz sobre X, entonces f,.% es un haz sobre Y.

4. Ox-modulos

En esta corta seccion, nuestra intencion es exhibir la definicién de un espacio anillado en K-4lgebras y, posterior-
mente, presentar el concepto de Oy-mdédulo. Ambos conceptos jugardn un rol de suma importancia en la definicion
de variedad algebraica. Para revisar los conceptos de médulo y K-algebra se recomienda [5].

Antes de empezar, recordemos que un ejemplo cldsico de una estructura de K-algebra son los polinomios, donde K
es un cuerpo. Por ejemplo, los polinomios R [x, y] tienen una operacién de suma, una de multiplicacién y un producto
por escalar, donde los escalares son tomados en el cuerpo de los reales. Para efectos de este articulo, todas las K-
algebras que trataremos serdn alguna variacién de K [xy,...,x,]. Note que en particular una K-dlgebra es siempre un
anillo.

Definicion 10. Sea K un cuerpo. Un espacio anillado en K-algebras es un par (X, Ox), donde X es un espacio
topoldgico y Ox es un haz de K-algebras (conmutativas con unidad). Es decir, para cada W abierto de X, el conjunto
Ox (W) es una K-dlgebra y en particular un anillo. Al haz Ox se lo llama el haz estructural.

Definicion 11. Sean (X, O)y (Y, Oy) dos espacios anillados en K-dlgebras. Un morfismo de espacios anillados entre
(X,0,)y (Y,0y)esunpar (f,¢),donde f: X — Y es una funcion continuay ¢ : Oy — f, Ox es un morfismo de haces
de K-dlgebras. Ademads, la composiciéon de morfismos estd bien definida y, por lo tanto, obtenemos una categoria. En
particular, la nocién de isomorfismo de espacios anillados en K-adlgebras tiene sentido.
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Ejemplo 13. Consideremos M = R” (o una variedad diferenciable). Notemos que Cy;(U), donde U C M es abierto,
es una R-dlgebra bajo las operaciones de funciones usuales. Asi, con el haz de funciones diferenciables &) = Cy;, el
par (M, O)) es un espacio anillado en R-dlgebras.

Definiciéon 12. Sea (X, Ox) un espacio anillado. Un Ox-mddulo es un haz de K-espacios vectoriales .#, tal que para
todo W abierto de X, el K-espacio vectorial .7 (W) es un Oy (W)-médulo*. Ademds, para cada V C U abiertos de X,
las aplicaciones lineales de restriccion ry y : % (U) — % (V) son compatibles con las estructuras de médulos, esto es,

Ox(U) x F(U) —— F(U) axp ——— ap
l l donde l l ,
Ox(V)x F(V) —— F(V) r% (@) x s —— iy (a)s

paraac Ox(U),pe F(U)ys= rUy’V (p) € F(V). Més atin, dados otro haz de K-espacios vectoriales ¢ sobre X
y un morfismo de haces ¢ : . % — ¥, se dice que @ es un morfismo de &x-mddulos, si para cada W abierto de X, la
aplicacién

oy F(W)—9 (W)

es Ox(W)-lineal.

5. Subvariedades afines y topologia de Zariski

En esta seccion, presentaremos la definicion de subvariedad afin y algunas propiedades importantes de esta. Es-
te concepto nos dard paso a la construccién de la topologia de Zariski. Dicha topologia es la mds adecuada para el
estudio de las funciones polindmicas en geometria algebraica; por esta razén, es empleada en la construccién de las
variedades algebraicas.

Denotaremos por ¢'(A") al anillo de los polinomios de n variables con coeficientes en un cuerpo K, es decir,
O(A™) =K[x1, ..., Xy].

Definicién 13. Sean K un cuerpo y S un subconjunto de ¢/(A"). Una subvariedad afin® de K" es un conjunto de la
forma
V(S)={(x1,....,xn) €EK": f(x1,....6,) =0 Vf € S}.

Ejemplo 14. Se tiene que V(1) =0y V(0) = K". En efecto, a partir de la definicién de subvariedad afin, se sigue que
V(1) ={(x1,..,xn) €EK": 1 =0} =0y V(0) = {(x1,...,x,) € K": 0=0} = K".

Ejemplo 15. Si consideramos K? y los polinomios K[x,y], se tiene que V(y) = V(y?). En efecto, nuevamente por la
definicién de subvariedad afin, se sigue que

V() ={(xy) eK*:y=0} = {(x,y) e K*:y* =0} =V ().
Observacion 7.
= SiT CRC O(A"), entonces V(R) CV(T).

= Consideremos S un subconjunto de &(A") y denotemos por (S) al ideal® generado por este subconjunto. Se
tiene que
V(8) =V{(S).

Asi, podemos suponer que S siempre es un ideal de polinomios. En otras palabras, cuando trabajemos con un
subvariedad afin V(S), siempre asumiremos que S es un ideal de polinomios.

4 El lector puede revisar el concepto de médulo en [5]
SEstos conjuntos son llamados de diferente manera dependiendo del autor. Aqui usamos la nomenclatura usada en [13].
6 El lector puede revisar el concepto de ideal en [4].
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= A través del Teorema de la base de Hilbert es posible deducir que el anillo K[xj,...,x,] es noetheriano, es decir,
todos sus ideales son finitamente generados. Como consecuencia de esto, todos los ideales de polinomios son
generados por un nimero finito de estos. Por lo tanto, se concluye que

V() =V (i, fn)-
Es decir, toda subvariedad afin de K" se puede definir a través de un nimero finito de polinomios.
Proposicion 1. Sea K un cuerpo. Las subvariedades afines de K" verifican las siguientes propiedades:
(1) La interseccion arbitraria de subvariedades afines de K" es una subvariedad afin de K".
(2) La union finita de subvariedades afines de K" es una subvariedad afin de K".

Demostracion. Para demostrar la primera propiedad, basta notar que N;e;V (S;) =V (U;e;S;). Para la segunda propie-
dad, probaremos que V(S1) UV (S2) = V(81S2), donde S;S; es el conjunto de productos sys, con s € S; y 52 € 5.
Notemos que V (S1) UV (S2) C V(81S2) por definicién. Por otro lado, six ¢ V(S;) UV(S2), entonces existen f; € Sy
f2 € 8y, tales que f1(x) #0y fo(x) # 0, con lo cual (fif2)(x) # 0. Por lo tanto, se concluye que x ¢ V(S,5,). O

Gracias a la proposicion precedente, podemos ver que las subvariedades afines de K" satisfacen los axiomas de
los conjuntos cerrados de una topologia. Con esto en mente, presentamos la siguiente definicion.

Definicién 14. Sea K un cuerpo. Definimos a la topologia de Zariski’ de K como aquella topologia cuyos elementos
son de la forma U = K"\ V(S) para algin § C 0(A"). El espacio K" dotado con esta topologia se denota por A" o
A"(K) y se denomina el espacio afin n-dimensional.

El lector habrd notado que el nombre “subvariedad” es sugerente del objetivo planteado al inicio del articulo.
Efectivamente, una variedad algebraica se definird en base a las subvariedades afines. Veremos que el paso de subva-
riedad a variedad implica el uso explicito de las herramientas desarrolladas en las secciones anteriores. Siendo més
especificos, nuestro objetivo se reduce a definir un haz de funciones sobre una subvariedad afin.

Con esto en mente, la topologia de Zariski jugara un rol importante en la definicién de las variedades algebraicas.
Esto gracias a sus propiedades, las cudles nos dan una estructura natural a considerar, en particular, la topologia
cuenta con una base muy sencilla de manejar que nos ayudard en la definicion del haz que buscamos. A continuacion,
presentamos una definicién y una proposicidén que nos permitirdn visualizar la estructura de la base mencionada.

Definicion 15. Sean K un cuerpo y V() una subvariedad afin de K. Dada una funcién polinomial f no nula, definida
sobre V(S), llamamos al conjunto

D(f) =V(S)\V(f) ={xeV(S): f(x) #0},
conjunto abierto estandar de V().

Ejemplo 16. Consideremos K = R y el espacio R%. Sean § = (x* +y> —9) y f = xy € R[x,y]. Entonces tenemos

D(f) = {(x,y) eV(x+y*=9) :xy #0}.

Notemos que V (x> 4y> —9) es la circunferencia de radio 3 centrada en el origen. La desigualdad xy # 0 significa que
debemos excluir aquellos puntos donde la coordenada x o la coordenada y se anulen. Es decir, en la circunferencia,
considerada como espacio topoldgico, el abierto D(f) es toda la circunferencia excepto los puntos {(0,+3);(£3,0)}.

Proposicion 2. Sean K un cuerpo y V(S) una subvariedad afin de K". Se tiene que cada conjunto abierto de V (S) es
la union finita de conjuntos abiertos estandar. En particular, los abiertos estandar forman una base para la topologia
de Zariski.

7 El lector puede consultar en [16] més propiedades sobre esta topologia.
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6. Variedades algebraicas

A través de todos los conceptos y resultados expuestos en las secciones anteriores, estamos casi listos para pre-
sentar la definicién de variedad algebraica. No obstante, antes serd necesario realizar un par de precisiones.

Consideremos una subvariedad afin V(S) C A” con la topologia inducida. Nuestro objetivo es definir “buenas”
funciones (haz de funciones) sobre los subconjuntos de V (). Para esto, nos guiaremos por las siguientes condiciones:

(1) La buenas funciones sobre V(S) deben ser funciones polinomiales. Denotaremos al conjunto de todas las fun-
ciones polinomiales sobre V (S) por I'(V(S)).

(2) V(S) tiene una base muy simple de conjuntos abiertos.

Abhora bien, comencemos esta seccién exhibiendo un lema que nos permitird determinar que es suficiente definir
un haz estructural sobre una base de conjuntos abiertos. Gracias a este lema, visualizar la definicién de variedad afin
serd mucho més fécil.

Lema 2. Sean X un espacio topoldgico, % una base para la topologia de X y K un conjunto. Supongamos que para
todo abierto U € %, F (U) es un conjunto de funciones de U en K, las cuales satisfacen lo siguiente:

(1) ParacadaU,V € % conV C U ycada f € % (U), se tiene que

flv e Z(V).

(2) SiU € % y (Ui)ier es un cubrimiento de U, tal que U; € % para todo i € I, entonces para cada funcion
f:U —K, tal que
f|Ui S ng<Ui)a Viel,

se tiene que
feZ).
Entonces, existe un tinico haz % de funciones sobre X, tal que
F(U)=7(),
para cada U € % .

De acuerdo al Lema 2, para definir un haz de funciones, basta definir los conjuntos de secciones sobre los abiertos
basicos de un espacio topolégico. De aqui nace la idea de sacar provecho a la base hallada para la topologia de Zariski.
En efecto, definir ahora un haz de funciones sobre V (§) resulta sencillo como se muestra a continuacion.

Definicién 16. Sean K un cuerpo, V (S) un subvariedad afin de K" y f € I'(V(S)) una funcién polinomial no nula. Se
define el conjunto

Gt (D) =TV ($), = { & g eTv(9) y nen).

A T(V(S))s se lo llama la localizacién® del anillo I'(V(S)) a lo largo de f. Los conjuntos de secciones locales
Oy s)(D(f)) forman un haz de funciones sobre V (S) llamado el haz estructural de V (S).

El haz dado por la Definicién 16 es un haz de anillos (jQue también son K-dlgebras!) sobre V(S), el cual dota a
V(S) con una estructura de espacio anillado en K-dlgebras y de &x-médulo.

Observacién 8. En el caso especial donde I'(V(S)) es un dominio integral®, el anillo ['(V(S)) s es un subanillo del
cuerpo de funciones racionales sobre V (S).

8 El lector puede dirigirse a [16] para consultar el concepto general de localizacién.
9 El lector puede revisar el concepto de dominio integral en [4].
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Figura 1: V(y* — x?) Ctbica cuspidal
Hemos equipado cualquier subvariedad afin con una estructura de espacio anillado usando el haz de funciones
regulares. Una variedad afin es esencialmente la misma cosa.

Definicion 17. Una variedad afin es un espacio anillado, el cual es isomorfo, como un espacio anillado, a un par
(V(S), Oy (s)), donde V(S) es una subvariedad afin y O s es el haz estructural de V(). Ademds, un morfismo de
variedades afines es simplemente un morfismo de espacios anillados.

Observacion 9. En particular, el espacio afin n-dimensional es una variedad afin.

La siguiente definicién estd un poco fuera del contexto del presente articulo, pero es necesaria para comprender el
concepto de variedad algebraica. El lector podra notar que comprender dicha definicién no presenta dificultad alguna.

Definicion 18. Un espacio topoldgico X es quasi-compacto, si todo cubrimiento abierto de X admite un subcubri-
miento finito.

En este momento, contamos con todas las herramientas necesarias para poder presentar y comprender el concepto
de variedad algebraica. Los conceptos y resultados se han presentado de manera que todas las ideas sigan una conexién
ordenada. Esperamos que el lector pueda asimilar el concepto de variedad algebraica de forma sencilla y asi poder
utilizar esto como punto de partida para la comprension de la geometria algebraica.

Definicion 19. (Variedad algebraica) Una variedad algebraica es un espacio anillado quasi-compacto, el cual es
localmente isomorfo a una variedad afin. Asimismo, un morfismo de variedades algebraicas es simplemente un mor-
fismo de espacios anillados.

Observacion 10.

= Decir que (X, Ox) es localmente isomorfo a una variedad afin significa que para cada x € X, existe un conjunto
abierto U que contiene a x, tal que (U, Ox|y) es isomorfo a una variedad afin.

= Toda variedad afin es quasi-compacta y, por lo tanto, es una variedad algebraica.

En geometria algebraica, las variedades afines juegan un rol analogo al que juegan las cartas locales en geometria
diferencial. Es decir, proveen el entorno local sobre el cual estudiar las variedades algebraicas. Con esto en mente,
finalizamos con la siguiente definicion.

Definicién 20. Sea (X, x) una variedad algebraica. Los conjuntos abiertos de X que son isomorfos a variedades
afines son llamados conjuntos abiertos afines o cartas afines de X.

6.1. Comentarios finales

Una vez dada la definicion de variedad algebraica, el lector podria plantearse preguntas como: ¢Cual es el si-
guiente paso? y ;Para qué sirve saber qué es una variedad algebraica?

Para la primera pregunta, podemos responder: explorar las propiedades de las variedades algebraicas, asi como
los problemas de estudio de esta rama y los conceptos inspirados por la nocién de variedad.

Ejemplo 17. En el espacio A2, consideremos la variedad V (y* — x?), misma que se muestra en la Figura 1.
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La figura muestra que la variedad tiene un punto que es notablemente distinto a los demads, especificamente, el
punto (0,0) es una “ctspide” que da el nombre a esta curva.

La intuicién nos dice que esta cispide debe tener alguna propiedad distinta a los otros puntos de la variedad. Esta
idea se formaliza con el concepto de punto singular en una variedad. Decimos asi que (0,0) es un punto singular
(o una singularidad) de la curva, mientras que el resto de los puntos son llamados regulares. L.a misma intuicién
nos lleva a pensar que un punto singular puede ser “problemadtico” y de hecho lo es; por tal razén, la resolucion de
singularidades es un tema de constante estudio dentro de la geometria algebraica. Tal estudio nos lleva en la direccién
de los llamados morfismos biracionales, el blow-up, grupos de cohomologia y demds temas avanzados

La variedad descrita la hemos llamado curva y no sorprenderd al lector si decimos que tiene dimension igual a 1.
Resulta que la dimension de una variedad es de las primeras propiedades que podemos analizar y nos da una primera
idea de clasificacidn de las variedades algebraicas. De hecho, el problema de clasificacion de las variedades es uno de
los problemas abiertos mas importantes de la geometria algebraica.

Finalmente, mencionamos que el concepto de variedad se puede generalizar, de cierta manera, con el concepto de
esquema, el cual hace uso de la teorfa de haces expuesta en el presente articulo y otras herramientas del dlgebra. Para
el lector interesado en indagar en estos temas se recomienda [10], [13] y [16].

Para responder la segunda pregunta, podriamos decir que entender el concepto de variedad algebraica es el pri-
mer paso hacia el aprendizaje de la geometria algebraica. De hecho, esperamos que con el presente articulo, el lector
sienta motivacién por aprender mds sobre esta rama. Actualmente, la geometria algebraica tiene varias aplicaciones
en distintos campos. A continuacién, exponemos algunas de estas aplicaciones.

Fisica-matemdtica. La geometria algebraica se ha empleado en la teoria de twistor [1], donde se hace uso de las
variedades algebraicas llamadas espacios proyectivos complejos [16]. También, existen aplicaciones de esta rama en
la teoria de supercuerdas, donde se utilizan a las variedades de Calabi—Yau para modelar a las dimensiones adicionales
del espacio-tiempo. Sin embargo, quizd una de las aplicaciones mds relevantes y creativas, debido a que estd ligada
a un experimento, es el uso de Arkani-Hamed, y sus colegas, del grassmanniano positivo, la cual es otra variedad
algebraica, para calcular las amplitudes de dispersion [2].

Cinemdtica matemdtica. Aqui nos relacionamos con la geometria computacional no-lineal. Un mecanismo es una
disposicién de cuerpos rigidos acoplados entre si en uniones que tienen movimientos especificos. La fijacion del tipo
combinatorio (por ejemplo, el tipo y nimero de uniones entre los diferentes cuerpos) da una clase de mecanismos que
depende de pardmetros continuos (longitud de la varilla o colocacién y orientacién de las uniones). Para ilustrar esto,
el robot paralelo Hexapod [3] o el mecanismo plano de 4 barras [15] son dos clases usuales. Describimos un mecanis-
mo dado en esta clase como una variedad de incidencia que vincula sus posiciones en el espacio con los movimientos
de sus articulaciones. Aqui hay muchos problemas interesantes. Por ejemplo, clasificar todos los mecanismos de una
clase dada que tengan movimientos excepcionales, analizar los movimientos de un mecanismo dado o contar todas las
posiciones posibles de un mecanismo dado después de que se hayan fijado algunos o todos los movimientos de las ar-
ticulaciones. Lo mencionado previamente es un problema de geometria algebraica real enumerativa [8]. La cinemadtica
deberia proporcionar una rica clase de problemas geométricos que exhiban interesantes fendmenos de ntimeros reales.

Criptografia. La criptografia se ocupa de técnicas matematicas para el disefio y andlisis de algoritmos y protoco-
los de seguridad digital en presencia de adversarios malintencionados. Por ejemplo, el cifrado y las firmas digitales
se utilizan para construir canales de comunicacién privados y auténticos, que son fundamentales para asegurar las
transacciones en Internet. Algunos de los avances mds fascinantes se basan en la geometria algebraica: las curvas
elipticas, las cuales son variedades algebraicas, juegan un rol sustancial en la investigacion en criptografia, principal-
mente porque han recibido un impulso reciente con los emparejamientos de criptografia; y, también, las curvas sobre
campos finitos tienen aplicaciones en esquemas de comparticion secreta. El lector puede encontrar mds informacion
de lo que acabamos de mencionar en [14].

Podemos estar seguros de que existen muchas otras aplicaciones de la geometria algebraica en multiples campos
que no hemos mencionado, pero esperamos que los aludidos previamente hayan sido del interés de nuestro lector.
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