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Ejercicios Leccién n°1: Aplicaciones Lineales EPN, verano 2012

Notaciones:
1/p
» (P(N) (con 1 < p < +00): espacio de sucesiones, normado por ||a|s» = (Z\an\p)
neN

» ¢o(N): espacio de sucesiones que tienden a 0 al infinito, normado por ||a|lcc = sup|an]|.
neN
» ¢(N): espacio de sucesiones que tienen un limite finito, normado por || - ||eo-

1/p
= LP(X,du) (con 1 < p < +00): espacio de Lebesgue, normado por ||f||zr = (/ |f(:v)|pdu(a:)) .
X

» C(X,R): funciones definidas sobre X, un espacio de Hausdorfl compacto, que son continuas y acotadas, normado por ||f|lcc = sup |f(z)].
rzeX

Ejercicio 1 —  Aplicaciones Continuas

Dar ejemplos de:
1. una aplicacién discontinua en el origen, pero continua en el resto de su dominio de definicién,
2. una aplicacién que es continua, pero que no es uniformemente continua,

3. una aplicacién que es continua, pero que no es lipschitziana.

. Los ejemplos producidos, son aplicaciones lineales?

Ejercicio 2 —  Conjuntos acotados

Consideremos R dotado de la topologia inducida por la norma usual | - |. Notaremos este conjunto por (R, 7).
Sea ahora R dotado de la distancia d(z,y) = |arctan(z) — arctan(y)|.

Mostrar que d es una distancia sobre R.

2. Dar ejemplos de subconjuntos de R que son acotados en el sentido de la distancia d, pero que no son
acotados en el espacio topoldgico (R, 7).

3. Mostrar que si la estructura de espacio topoldgico vectorial es engendrada por una distancia homogénea'

entonces las nociones de acotacién en el sentido métrico y en el sentido de los espacios vectoriales topolégicos

coinciden.
Ejercicio 3 — Norma de Aplicaciones (I)
+oo
1. Sea (by)nen € £°(N) ysea T : ¢*(N) — C([0, 1], R) una aplicacién definida por T'(a)(z) = Zanbnx”, para
n=0

todo = € [0,1] y toda sucesién (a,)nen € £1(N).
a) Mostrar que T estd bien definida, es lineal y continua
b) Mostrar que ||T'||,1_,¢c = sup|by|.
n>0

+oo
2. Seal<p<+ooyseaT :(*(N)— LP([0,1],dz) una aplicacién dada por T'(b)(z) = an]l[% - (z),
T on—
n=1
para todo b = (by)nen y todo z € [0,1].
a) Mostrar que T' estd bien definida,

b) Verificar que T es lineal, continua y calcular su norma.

!Una distancia homogénea sobre un e.v.t. E verifica d(ax, ay) = |a|d(z, y) para todo z,y € E y todo a € K



Ejercicio 4 — Norma de Aplicaciones (II)

1. Definimos la aplicacion T por

T:C([0,1],R) — R
1/2 1
f — T(f) = (x)dz — f(x)dx.
0 1/2

Mostrar que T' es una aplicacién lineal.
Mostrar que para todo elemento f de C(]0,1],R) se tiene |T'(f)| < || fllco-

Sea (fn)n>2 una sucesién de funciones definidas de la siguiente forma:

fn:0,1] — R

11
1 810§x§§—5
r — folz)=9 §—nz si%—%<x§%+%
<1, 1
-1 51§+5§x§1

Verificar que (fy)n>2 s una sucesién de elementos de C([0, 1], R).
Mostrar que se tiene, para todo n > 2, || fn]leco = 1.
Demostrar que T'(f,) = 1 — L y verificar que ||T|cor = 1.

El objetivo de las siguientes preguntas es mostrar que no existe un elemento f € C([0, 1], R) tal que || f|jco = 1
y tal que |T'(f)| = 1. Vamos a proceder por el absurdo.
a) Sea f € C([0,1],R) tal que || f|lcoc = 1. Mostrar que las aplicaciones g(x) =1— f(z) y h(z) =1+ f(x)
son continuas y positivas sobre los segmentos [0,1/2] y [1/2, 1] respectivamente.

b) Verificar que se tiene la expresion 1 —T'(f) = / g(x)dx + / h(z)dx =1+ J.
0 1/2

)
c¢) Deducir que 1 = T(f) >0y que 1 +T(f) > 0.

d) Mostrar que las integrales I y J son estrictamente positivas y deducir que 1 =T(f) >0y 1+T(f) > 0.
e) Mostrar que la norma ||T'||c,gr = 1 no es alcanzada sobre la esfera unidad del espacio vectorial normado

(C([0, 1], R), [ - [loo)-

Ejercicio 5 —  Aplicaciones positivas
Sea X,Y dos espacios de Hausdorff compactos, diremos que una aplicaciéon T : C(X,R) — C(Y,R) es positiva
si para toda funcién f > 0 se tiene que T'(f) > 0.

1. Mostrar que si la aplicaciéon 7' : C(X,R) — C(Y,R) es una aplicacién lineal positiva, entonces 7' es una
aplicacién continua y que se tiene || T||cc = [|7(1)|loc en donde 1 € C(X,R) es la aplicacién constante
igual a 1.

2. Sea p(z,t) : [0,1] x [0,1] — [0, 4o00[ una funcién continua tal que dp/dx : [0,1] x [0,1] — [0, 4o00[

existe y es continua. Mostrar que la aplicacién 7" : C(]0,1],R) — C([0, 1], R) determinada por la férmula
1 1
T(f)(z) = / o(z,t) f(t)dt estd bien definida, es lineal, continua y de norma ||7T'||¢c—¢c = / w(1,t)dt.
0

0
(Indicacion: usar la primera parte.)

Ejercicio 6 — Norma de Aplicaciones lineales continuas

1. Si Ty S son dos aplicaciones lineales continuas definidas sobre (E, | - ||g) a valores en (F,| - | r), mostrar
que se tiene

T+ Sllewr <|T|gsr+Slle=r, v |[[AT|lg=r =|AM||T||lE—»F para todo escalar \.

2. Mostrar ademas que T': (E, ||-||g) — (F\||-llr) y S : (F,||-|lr) — (G, || |lc) son dos aplicaciones lineales
continuas en los espacios normados F, F' y GG, entonces se tiene la desigualdad

[SoT|gwe < |SFocl Tl E—F



3. SiT:(E,||-|le) — (E,||-||g) es una aplicacién lineal continua, mostrar que se tiene || T"||p—r < |15 5
en donde el operador 7™ se define por 7" = T'(T"™ ') para todon > 1y con T° = Id.

Ejercicio 7 —  Isometrias

Seal < p< +4ooyseaT : P(N) — LP(]0,4o00],dx) una aplicacién determinada por T'(a Zan n—1,n[(T

para toda sucesién a = (a;);en € P(N) y todo x € [0, +00[. Mostrar que T" es una isometria.

Ejercicio 8 —  Ejemplos de espacios duales

1. Se tiene (co(N)) = ¢}(N).
a) Mostrar que para toda forma lineal T € (co(N))’ corresponde una tinica sucesion a’ = (al),en € £1(N)
tal que, para todo x = (n)nen € co(N) se tenga

IT||co—r = sup ‘T (x ‘ = sup ‘anaT‘ = ||CLTH€1
lzfloo=1 lzllo=1 " ;N

Para ello seguir los siguientes pasos:

1-—

Usando el hecho que 1im ane(n) = z en ¢y(N), en donde (e(n)),en es la base canénica de
k—4o00

sucesiones, verificar que para todo x € ¢y(N) y todo T € (¢p(N))’ se tiene T'(z) = lim ana
k~>+oo

en donde al = T'(e(n)).

Sea g, = *+1 tal que al = e,|al]| si al #0y e, = +oo sino. Definiendo 2V € ¢o(N) por z,, = &,

para todo n < N y x,, = 0 sino, mostrar que [|[z" ] < 1.

1

Deducir que [|T|¢y—r > Z‘aﬂ
n=0
Obtener que (al),en € 1(N) y que se tiene ||a”||pn < [|T]co—R-

b) Mostrar que, reciprocamente, cada sucesién y € ¢!(N) define una forma lineal T}, € (co(N))’ tal que,
para todo = € ¢o(N) se tiene

1Ty lleo—r = llyller-

2. Se tiene (¢(N))" = ¢}(N).
a) Mostrar que para toda forma lineal T' € (¢(N))’ corresponde una tinica sucesiéon b = (bl),cn € £}(N)
tal que, para todo x = (x5 )nen € ¢(N) se tenga

|IT||c~r = sup ‘T x | = sup !anbT‘ = HbTHgl
lzllo=1 lzllo=1" N

Para ello seguir los siguientes pasos:

1-—

2 —

3 -

k
Mostrar que se tiene z = xgep+ lim Z($n—mo)e(n) endonde zg = lim z,yey=(1,1,1,1,...).
k—)—i—oon: n—-+00
Deducir que, para toda forma lineal T' € (¢(N))’ se tiene T'(x) = xoby + Z 0)bn, en donde

bp = T(eo) y b, = T'(e,) para todo n > 1.
Sea g, = +1 tal que bl = &,|bL| si bl # 0y &, = 400 sino. Consideramos una sucesién 2"V definida

porz, =¢c;lsin<Nyaz,= €0 ! sino. Verificar que se tiene

N +o0
[0 <1, w0 = tim w=cg, TGN =+ Y+t Y o
n=1 n=N-+1



+oo
y deducir que b8 + Z\b;‘f! <N lco—r-

n=1

+oo
b) Reciprocamente, si b € ¢1(N), mostrar que la aplicacién Ty(z) = by x h’rJIrl Ty + anbn en donde
n—-+0o0
n=1

x € ¢(N), define una forma lineal continua T} sobre ¢(N) tal que ||Tp|lc—r < ||b]|4-

Moraleja: Esto muestra que dos espacios distintos pueden tener el mismo espacio dual.

Ejercicio 9 — Isometrias y dualidad

Para 1 < p < 400 consideramos el espacio /P(N) de sucesiones a valores reales a = (a,)nen tales que

1/p
lallew = (Z yanv’) < +o0.

neN

Sea (el espacio de sucesiones finitas, es decir el conjunto de sucesiones a = (a,)nen que se anulan a partir de
cierto rango j € N.

1. Mostrar que £ es un subespacio denso de ¢?(N). Este resultado de extiende a ¢!(N) y ¢*°(N)?

2. Definimos la aplicacién

(','>I£FX€F — R

(a,b) +— Zanbn.

neN

a) Verificar que (-,-) es una aplicacién bilineal y que se tiene |{a,b)| < ||a||;||b]|;a con % + é =1.
b) Mostrar que la aplicacién (-, -) puede prolongarse al espacio /P x (1.
c) Sea T : {1 — (¢P)" definida por T'(b) = (a,b) con a € (P(N). Verificar que T es una aplicacién lineal
continua y mostrar que sup |{a,b)| < [|b]|¢a-
llallep=1
3. Sea (by)nen € #4(N) una sucesién cualquiera. Definimos a,, = by, |b,|972 si b, # 0 y a,, = 0 sino.
a) Obtener que (an)nen € #(N) y que (a,b) = ||b]|f,-
b) Utilizando el hecho que (a,b) < [|a||e|[b]|(gry ¥y la sucesién recién definida, mostrar que
16]|7 < HbH%prH(gp)/ y deducir que la aplicacién T es una isometria de ¢4(N) en (¢P(N))’.
4. Sea ¢ : P — R una forma lineal continua y definimos b, tal que b, = ¢(e(n)) en donde (e(n)),en es la
base canénica de las sucesiones.
a) Si (an)nen es una sucesion finita, verificar que esta sucesion puede escribirse a = Yy ane(n) y que
se tiene p(a) = >, oy @nbn. [ Qué relacién une by, y ¢?

b) Sea M un entero, notamos a%M) =bulbp|92sib, A0y n < M, a%M) = 0 sino. Utilizando la notacién

¢™) para decir que ¢, = 0 si n > M, mostrar que ¢(a™)) = [[b(*))17 v que a4 = Hb(M)H%p.
c) Mostrar que para todo ¢ € (P(N) se tiene |p(c)| < Allcller y que [[6?D]|9, = |p(a?))] < AHb(M)H%p.
Deducir que b € (4(N) y que p(a) = (a,b) para todo a € (P(N).

Hemos construido una isometria sobreyectiva de £7 en (¢7)’; de manera que podemos identificar el espacio dual
de /P al espacio de sucesiones ¢ con % + % =1



