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Leccién n°1: AMARUN 2024
El criterio de Serrin y ciertas generalizaciones.

1. Introduccion

Las ecuaciones de Navier-Stokes tienen como objetivo dar un modelo matemético que permita
comprender el comportamiento de la evoluciéon de fluidos Newtonianos, viscosos e incompresibles en
un cierto dominio del espacio. En efecto, si fijamos nuestro cuadro de trabajo en R?, y si consideramos
un fluido definido en todo el espacio, entonces las ecuaciones que describen la evolucién de la velocidad
del fluido (¢, x) y la presién asociada en el tiempo ¢ y posicién x estan dadas por:

Recordemos que i : [0, +0o[xR? — R? representa la velocidad, p : [0, +00[xR3 — R es la presién
asociada y @ : R? — R3 es el dato inicial. El objetivo de esta serie de lecciones consiste en presentar
una demostracién del resultado de Serrin en [6] sobre la regularidad local de las ecuaciones de
Navier-Stokes. En particular, veremos como, a partir de cierta informacién de integrabilidad local
sobre la velocidad, podemos demostrar que la solucién es regular.

Antes de enunciar el resultado principal de esta leccion, recordemos ciertos resultados importantes
alrededor de las ecuaciones de Navier-Stokes.

1.1. Ecuaciones de Navier-Stokes locales

Recordemos que estamos interesados en el comportamiento local de las soluciones de las ecuaciones
de Navier-Stokes, dicho de otra manera, la tnica informacion que poseemos sobre este sistema es
local. Esto no es un inconveniente dado que se puede ficilmente adaptar nuestro problema a este
cuadro de trabajo.

Para fijar las ideas, consideramos un conjunto acotado € C]0, +o0o[xR3, y estudiaremos el com-
portamiento de la solucién dentro de este conjunto. Asi, dado un campo vectorial @ que pertenece a
LPL2(Q) N L7HL(Q), diremos que 4 es una solucién débil de las ecuaciones de Navier-Stokes en € si
para toda funcién test ¢ € D(Q), con div(yp) = 0 tenemos:

<8t7j— AT+ (- V)i, ¢>D,w ~0. (1)

Ademds, dada una solucién débil @ , se puede construir una distribucién p € D'(2) que llamaremos
la presion asociada del sistema tal que (i, p) verifican las ecuaciones de Navier-Stokes.

Ahora para una mejor comprensién de los resultados que vamos a presentar, presentemos en primer
lugar un recordatorio de ciertas herramientas de base.

2. Espacios locales

Empezamos primero recordando ciertos espacios locales y varias propiedades. Definimos Lf oe(R™),
con 1 < p < 400, como el espacio de las funciones LP-localmente integrables, es decir

1
Ly (R") = {gp R" — R: </K \go(x)|pd:z:) " < +o00, para todo compacto K C R"} ,



ademas, si p = +o00, tenemos:

> (R") = {cp :R"™ — R : supess|p(x)| < 400, para todo compacto K C R”} ,
reK

el cual denota el espacio de las funciones localmente acotadas. Es facil ver que para 1 < p; < pgs < 400
tenemos las inclusiones:
LS. C L2 Cc LM C L.

loc loc

Es claro que, a partir de estas inclusiones, el hecho de pertenecer a Lj> es en realidad una condicién

muy fuerte dado que exige pertenecer a todos los espacios localmente integrables.

Estas definiciones se pueden generalizar para funciones vectoriales facilmente considerando
componente por componente y de manera similar para funciones definidas en [0, +o0co[xR"™. Estas
tltimas las denotaremos por (LYL%)j, con 1 < p,q < 400, para las funciones que son localmente
integrables en tiempo y espacio.

Recordemos ahora ciertas desigualdades importantes:

1. Desigualdad de Holder: si f € LP(Q2) y g € L4(Q2) tal que % + é =1, entonces fg € L'(Q) y se
tiene la estimacion siguiente:
1fgller < 1 Fllzellglize.

2. Desigualdad de Young: Para f € LP(QQ) y g € L%(Q2). definimos la convolucién de estas dos
funciones como f * g(z) = [ps f(z — y)g(y)dy. Entonces se tiene que:

1f *gller < [ fllzellgllze,
1,111
talque;—i—lfp—i—q.
Veamos rapidamente una aplicaciéon de las desigualdades previas:

Ejemplo 1 Sea V un potencial tal que para toda f € LP, tenemos que:

Vs fllze < Cllfllze,

con 2 4+1= % + %. Si buscamos r > 1 tal que para todo w € L" se tiene que (V x ww)w € L*(R3), se

puede mostrar que r = 1—78.

Finalmente, podemos enunciar los resultados principales de este mini-curso.

3. Ciriterio de regularidad local de Serrin

Como mencionamos al inicio de esta leccion, es posible obtener una ganancia de regularidad a
partir de ciertas hipodtesis adicionales sobre la solucién 4. Recordemos asi el siguiente teorema obtenido
inicialmente por Serrin en [5].

Teorema 3.1 Sea @ € L°L2(Q) N LIHL(Q), p € D/(Q). Si @ es una solucién débil de las ecuaciones
de Navier-Stokes en ) B
i =Au— (u-V)i—Vp+ f, div(d) =0, (2)

y si ademds, tenemos que U es acotado en 2, i.e.
i€ LPL (),
entonces para todo k € N y para todo ' C Q tenemos

@ € L(t — o2 [, H¥(B(xo, ) N L* (1t — o2 ], H¥72(B(xo, ).



Este resultado merece ciertos comentarios:

(i) Recordemos que nuestra hipétesis sobre la solucién estéd dada por
ie LLENLIHNQ),
y usando el criterio de regularidad de Serrin (Teorema 3.1), en realidad logramos obtener que
e LPHLNLZH2(Q),

con ' C Q. Asi, se puede ver claramente la ganancia de regularidad, respecto a la variable
espacial, en efecto pasamos de L L2 al espacio L{°H] y del espacio L?H} al espacio L?H?.

(ii) Es importante remarcar que la hipétesis adicional @ € L{°L3°(€2) es en realidad una hipdtesis
muy restrictiva y que no puede ser deducida a partir de las informaciones usuales de una soluciéon
débil. En efecto, dado que @ € L{°L2(Q) N L7HL(Q), por las inyecciones de Sobolev, tenemos
que H' c LS. Asi, podemos deducir que @ € LEL2(Q) N L2L5(2), 1o cual implica utilizando
interpolacién en espacios de Lebesgue:

2 3 3
ieLyLg(Q)  con —4-=o y 2<p<+o0, 2<q<6, (3)
p q
lo cual claramente, el par (p,q) = (00,00) no verifica. Dicho de otra manera, esta es una

verdadera hipétesis y no existe alguna razén particular para pensar que esta se satisface.

Asi, el objetivo de esta serie de lecciones es presentar una primera generalizacién de este resultado, la
cual estd dada como sigue:

Teorema 3.2 Sea @ € L°L2(Q) N LIHL(Q), p € D'(Q). Si @ es una solucidn débil de las ecuaciones
de Navier-Stokes en ) .
Ol = At — (u-V)d—Vp+ f, div(d) =0, (4)

y si ademds, tenemos que @ € LY LL(Q), tal que ]% + % < 1, entonces para todo Q' C Q, se tiene que
i€ Li*L(Qp)
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Leccién n°2: AMARUN 2024
Algunas estimaciones del nicleo del calor

Recordemos en primer lugar que nuestro objetivo consiste en mostrar que dada una solucién
débil (u,p) de las ecuaciones de Navier-Stokes, deducir que # es acotada en tiempo y espacio a
partir de cierta informacion adicional de integrabilidad. Para ello, la estrategia consiste en utilizar
las propiedades de regularizacion del nicleo del calor, por lo cual en esta leccién vamos a presentar
rapidamente varios resultados bien conocidos alrededor de la ecuacién del calor.

1. La ecuacion del calor
Consideremos por un momento la ecuacion del calor, la cual estd dada por:
ou = Au + f,
u(0,z) =0,

donde f es una fuerza exterior arbitrario suficientemente regular. En particular, vamos a considerar
un dato inicial nulo dado que en nuestro analisis, el dato inicial no tendra un rol primordial.

Asi, recordemos que la formulacion integral de este sistema estd dada por:

¢
u(t,z) = /0 bi_s * f(s) ds,

donde h;_s es el nicleo del calor definido como

2
|z

1 _ == .
W@ 4t sit > O,

he(z) =
0 sit<O0.

Presentaremos ahora varias propiedades importantes que nos permitan obtener una ganancia de in-
formacion para la solucion de la ecuacion del calor a partir de la informacion que poseemos sobre f,
de manera que podamos responder la siguiente pregunta:

Pregunta 1 Sea f € X donde X es un espacio funcional en tiempo y espacio. ;A qué espacio funcional
Y pertenece la solucion w? Dicho de otra manera, buscamos una estimacion del tipo siguiente:

t
uly = H JA

< CJlfllx-
Y

Para responder esta pregunta, vamos a limitar nuestro estudio, considerando simplemente que el
espacio X es en realidad un espacio de Lebesgue en tiempo y espacio, y veremos en efecto que por las
propiedades del niicleo del calor, es posible obtener una ganancia de integrabilidad de la solucién de
la ecuacién del calor. Para ello, comencemos con la siguiente proposicién que nos permite estudiar y
estimar las normas LP del niicleo del calor.

Proposicién 1.1 Si o € N3 es un multiindice y k € N, para todo 1 <p < oo yt >0, se tiene que

Hakpaht *MTMJF%@*%)_

otk = Ct

Lp




Prueba. Por simplicidad, estudiaremos simplemente el caso particular & = 0 y || = 1. Primero
veamos que se obtiene facilmente la siguiente estimacién:

Lz |z|

D% (x )y<0t3/2 e

Luego, si consideramos la norma LP(R3) con 1 < p < 400, se sigue que:

1z] _plzl?

3
; . . . - _ . 1
Asi, considerando el cambio de variable z = ; \/1: se sigue que dz = (—2 \/Z) dr y ademds |z| = 5~ \/E]x|,

a 1 2\[‘2‘ —|z 3
il < o [ s (M ) vt gz

1 1 3 2
— T LT 4% po—|2°p
Ct3p/2 e t2 /Rs|z| e dz

entonces:

3 3 2
= Ct 272t [ |zPe PPz,
R3

Luego, dado que / ]z\peﬂz‘zp dz < 400, se sigue que:
R3
o _3_1,3
[D%bell, < Ct727 272
<ottty

lo que concluye la prueba de la proposicién. |

Veamos asi como aplicar esta desigualdad a la ecuacién del calor en la siguiente proposicion:

Proposicién 1.2 Sean 1 < p,q < +oo y f € LI(R3). Entonces para todo r > 0 tal que Ly1= %—I—%
se tiene L s

D% % fllr < 2 207 £ o
Prueba: Es una aplicacion directa de la desigualdad de Young y la Proposicién 1.1. |

Veamos ahora como los resultados precedentes se aplican directamente al estudio de la ecuacién
del calor,

Proposicién 1.3 Sea f € LYLL(R3) tal que % + % < 1. Sea u la solucion de la ecuacion del calor

{8tu:Au+8f, Q)

u(0,z) = 0.
Entonces, para todo 1 < p; < q1 < +o0 tales que p < p1, ¢ < q1 y la relacion siguiente se verifique
2 3 2 3
“1+-4+-<—4—,
p 49 1 G
se tiene que u € LY' LI (R x R3).

Observacion 1.1 Observemos que, como por hipdtesis % —|—% < 1, podemos encontrar (p1,q1) tal que
la condicion (1.3).



Prueba. En primer lugar, dado que u es una solucién de la ecuacion (1), usando la formula de Duhamel
y las propiedades de convolucién, se tiene que:

t
u(t,z) = /0 hi_s x Of ds

t
—/ Dbi_s % fds
0

Utilizando la igualdad precedente, vamos a mostrar que existe 1 < p; < g1 < +oo tales que
uweIP'LER xR con —14+2+3 <2 4 3

En primer lugar, si estudiemos la norma L%, es facil ver que

t
lu(t, Yo < H / Dby + [ ds
0

La1
t

< / 19be_s % fllzor ds
0

Por la desigualdad de Young, con qil +1= % + %, se sigue que:

t
lu(t, Yl < /0 1001—el| 11| o ds.

Usando la propiedad del ntcleo del calor dada en la Proposicién 1.1, tenemos:

+3¢(
2

lu(t, Yo < /0 (t— ) 530D (s, ) 1o ds.

Si consideramos ahora la norma en variable temporal LP! se tiene que:

t _1,3n_1
el g < H / (t = ) 330D f(5, )| ds

1 § 1
= #2200 | e, Wzallze-

LP1

Asi, por la desigualdad de Young respecto a la variable temporal, observamos que:
31—
[l por g < £ T2 e | fll s

donde p% +1= % + %. Por lo tanto, con el fin de obtener que u € L' LE (0, T[xR3), observamos que
es suficiente encontrar r,7; > 1 tal que tenemos el control siguiente

7220 1 < o0 (2)

Notemos asi que

T
||t_% 1—l)||LT1 _/ =3T3 =0)r gy
0

y entonces para que esta integral converja, en particular es suficiente tener el control siguiente

1 3 1
—— 4+ -(1-- 1>0
(-5 + 50— +1>0,
lo cual es equivalente a tener que
2 3
4<—4-.
1 r

Ademas, dado que qil +1= % + % y p% +1= % + %, se sigue facilmente que

2 3 2 3

14+ -F+-<—4—.
p q b1 q1



Como por hipdtesis tenemos que % + % < 1, podemos encontrar (pi,q;) tal que la estimacion prece-

dente sea verificada, y entonces (2) se verifica. Asi, hemos mostrado en particular que u € L' L' lo
que concluye la prueba de la proposicion. |

Finalmente, remarquemos que a partir de cierta informacion de integrabilidad de la fuerza exterior,
estamos en la capacidad de recuperar una informacion de integrabilidad sobre la solucién de la ecuacién
del calor. En particular, hemos considerado una derivada en la fuerza exterior, y este hecho permite
observar el efecto regularizante del niicleo del calor y este caso particular serd 1til en el estudio de las
ecuaciones de Navier-Stokes, como veremos en la leccién siguiente.
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Leccién n°3: AMARUN 2024
Demostracién del criterio de Serrin - parte 3.

En esta leccién vamos a presentar la prueba del criterio de Serrin dado en [2] que recordemos en
el siguiente teorema

Teorema 1 Sea 2 CJ0, +oo[xR? un conjunto acotado en tiempo y espacio. Sea (i, p) una solucion
débil de las ecuaciones de Navier-Stokes en §Q, i.e., tenemos que

Qi =Ai—Vp—(@-V)i, V-i=0,
tal que @ € LPL2(Q) N L2HLXQ) y p € D'(Q). Si ademds se tiene que @ € LPLL(Q) con % + % <1,
entonces para todo Q' C Q, se sigue que @ € LYPLX(Y).

Para demostrar este teorema nos vamos a inspirar en [1].

Demostracién. Notamos en primer lugar que no tenemos ninguna hipdtesis sobre la presién p, la
cual es en principio simplemente una distribucién. Por tal motivo, no podemos deducir una ganancia
de informacién de la velocidad @ directamente de las ecuaciones de Navier-Stokes. Para ello, y dado
que nuestras hipodtesis son locales, para deshacernos de la presién vamos a seguir la estrategia habitual
y entonces, vamos a estudiar en un primer lugar la vorticidad, con el fin de aplicar las estimaciones
del ntcleo de calor obtenidas en la leccién anterior.

Asi, la demostracion se desarrolla en 2 etapas. Primero estudiaremos la vorticidad de @ y eventual-
mente veremos como deducir la ganancia de integrabilidad para i usando ciertas estimaciones elipticas.

Etapa 1: estudio de un problema sin presién. Dado que en primer lugar buscamos
deshacernos de la presién y que nuestro cuadro de trabajo es local, el argumento mas simple consiste
en aplicar el operador rotacional a las ecuaciones de Navier-Stokes. Veamos asi ciertas propiedades
interesantes de este operador.

Recordemos que el rotacional V x de una funcién vectorial ¢ estd dado por la expresion siguiente:

. axg Y3 — 8$3 P2
VX G = | Osep1 — Oy 3
8301 Y2 — arz ®1
Podemos verificar, utilizando identidades vectoriales basicas que
i) VxVp=0,

i) V x (& Vi) = div(dé ® @ — ¥ ® @), donde hemos denotado @ = V X .

Para una demostracion méas detallada de estas propiedades, referimos al lector a la serie de lecciones
del curso de verano del 2023.

Definiremos asi la vorticidad @ como V A @. Remarquemos que dado que @ € LZH1(Q2), se puede
ver facilmente que la informacién inicial que tenemos sobre la vorticidad es @ € L?L2(Q).

Por otro lado, observemos que como div(#) = 0, se puede mostrar que
—AT =V x .

Asi, a partir de la relacién precedente podemos ver que la informacién que obtenemos sobre w se la
puede inyectar en 4. En particular, veremos que si mostramos que W es acotada, entonces usando



estimaciones cldsicas de ecuaciones elipticas, la velocidad 4 también debe ser acotada.

Enfaticemos que inicialmente tenemos que @ € L?L2(f2), lo cual no es suficiente para deducir
que @ sea acotada, y es por ello que debemos pasar por un proceso adicional que nos permita ganar
informacién para la vorticidad. En efecto, vamos a deducir una ganancia de integrabilidad de
estudiando su dinamica.

Asi, si tomamos el operador rotacional a las ecuaciones de Navier-Stokes, se tiene que
V x (8t — At + i - Vii + Vp) = 0.
Luego, por las propiedades i) y i) del operador rotacional, se sigue que
Ol = AW + div(d @ W — & ® ). (1)

Observemos asi que la vorticidad verifica una ecuacién de tipo parabdlica, por lo cual usando el
hecho que @ € LY LL(Q), y las estimaciones del niicleo del calor dadas en la leccién pasada, podremos
obtener una ganancia de integrabilidad de . Sin embargo, remarquemos que dichas estimaciones
estan realizadas en un todo el espacio, y nuestras hipétesis son definidas solamente sobre un conjunto
acotado (). Entonces, no podemos estudiar directamente las ecuaciones precedentes, por lo que
debemos pasar por un proceso de localizacién.

Para ello, consideremos ¢ € Ci°(R x R3) tal que para Q' C Q, tenemos que ¢ = len Qy
sup(p) C Q. Definimos ahora la funcién W = ¢, y vamos a mostrar que W € L LX([0, T) xR?) para
cierto T' < 4+o00. Observemos asi que por las propiedades de la funcién test, se sigue inmediatamente
que W € L LY ().

Estudiemos ahora la funcién W. Notemos primero que esta funcion estd definida sobre todo el
espacio, por lo cual podemos aplicar las estimaciones de la ecuaciéon del calor. Deduzcamos asi la
ecuacion que verifica W. Para ello, usando relaciones bésicas de derivacién tenemos que

3
W — AW = 0,01 + 90y + At + 2 Y _ 0;(Dpspi) — AW
=1

= (O + Ap)w — 2 Z 0i(0;pW) + (O — AW)

=1

= (8o + Ap)W —220 di o) 4 o(div(T @ @ — @ @ @)).
=1

donde en la dltima linea hemos usado el hecho que @ verifica la ecuacién (1).

Luego, usando la formula de Duhamel se sigue que

/ ht5*<<aﬁo+m 523 00p) + pldiv(i e —ma)))ds, (2)

=1

donde b; representa el nicleo del calor. Asi, la idea principal consiste en aplicar las estimaciones de
la ecuacion del calor dadas en la leccién precedente con el fin de deducir que que cada término de la
expresion precedente es acotado.

Es claro que el término / hi—s * div(pW @ W — W ® U@)ds es el mas técnico a tratar y en realidad,

es suficiente estudiar solamente esta expresiéon, dado que podemos aplicar argumentos similares para
tratar el resto de términos. Notemos ademas que dicha expresion se la puede descomponer de la



siguiente manera: para todo 1 < 1,5, k < 3, tenemos
/ht_s * 00;(upwj)ds = /bt_s * 0j (purwj)ds — /f)t_s * (0j¢) (upwj)ds

= L/f%ms*wum%ds-/}hs*@%¢ﬂukwﬂd5
— (I)+(IT) (3)

Asi, nuestro objetivo es mostrar que los dos términos de la expresiéon anterior son acotados. Sin
embargo, dado que la informacién inicial que tenemos es @ € LYLL(£2), con % + 2 <1lyewe L?L2,
por lo cual no podemos deducir directamente que los términos (1) y (I1) son acotados. No obstante, si
es posible determinar indices 2 < p; < g1 + oo tales que los términos (I) y (II) pertenezcan a L' L.
Notemos que esto implicara que W e LP*L' lo cual representa una ganancia de integrabilidad dado
que inicialmente tenemos que W e L?L2. Posteriormente, iterando este proceso, podemos mostrar que
w pertenezca a LY°LI°.

Probemos asi la primera ganancia de integrabilidad y entonces mostremos que cada término en (3)
pertenece a L' L' para cierto 2 < p; < ¢1 < 00 que serdn definidos luego. Para ellos, remarquemos

2

que dado que @ € LYLY con 5+ % < 1lyw € L?L2, por la desigualdad de Hélder se sigue que

@i € LYLY, con
1

1 1 1 1 1
=—-4+= —=—+4+-. 4
a p+2 Y b q+2 )

Estudiemos ahora el primer término de (3). Tenemos entonces que estimar la cantidad siguiente:

H/ajbts * upw;ds

P1 ra1
LPrd

Consideremos en primer lugar la norma espacial L% . Por la desigualdad de Young, con q% +1= % + %,
se sigue que

H/@jht_s * pupw;ds

t
< / 10300l 2z | g | o ds.
L 0
x

Usando, las estimaciones del niicleo del calor dadas en la leccién 2, se sigue que

H/ajbt_s * purw;ds

t .
= / (t — 5) 27207 | pugw | pp ds
La 0 *

Luego, considerando la norma L{ en tiempo y la desigualdad de Young en tiempo, con p% +1= % + %
se sigue que

_1_3n_1
| [omersomuyas| <l D gl

Li’l Lzl
_3(_1

2(1 'r)HL;"I <
+o0. Dado que nuestro intervalo de integracion es [0, T, es suficiente que el par (r,71) verifiquen la
relacion siguiente

1
Asi, como il € L{LY, para que la cantidad precedente sea finita necesitamos que ||t~2

1 3 1
———=(1-- 1>0 5
(-5 - 50— +1>0, (5)
la cual podemos reescribir de la manera siguiente.
2 3
4 < — 4.
1 r

Ahora, usando el hecho que p% +1= % + % y q% +1= % + %, tenemos que

2 3<1 2 3
a b
1

Dado que % = % + % Y3 = % + %, se sigue que (5) es equivalente a considerar (p1,q;) tales que se

verifica la relacién siguiente

- ——<1l—=—- (6)



Observemos que dado que 1 — % — % > 0 por hipétesis, siempre vamos a poder encontrar un par (pi, q1)

. . . . _1l_3(_1
tal que p1,q1 > 2 que verifica la relacién anterior. Asi, se sigue que ||t~ 2 2(1-7) HL:l < 400, y entonces
el primer término de (3) pertenece a LY' L' ie.,

H/ajht_s * purw;ds < 400.

Lfl Lgl
Estudiemos ahora el segundo término de (3). Usando los mismos argumentos que el caso anterior
es facil ver que

H/bts * (0jp)upw;ds

_3-1
< 1720 @) uw; | g
it
t T

Nuevamente, para que la expresién anterior sea finita, necesitamos que

3 1 1
——(1==)> ——
S1=)> -
es decir,
3
3< —+ -
1 r

1

Nuevamente, usando el hecho que p% +1= % + é Yt 1= % + %, se tiene que

Dado que % = % + % y % = % + %, se sigue que (5) es equivalente a tomar (p1,q;) tales que se verifica
la relacion siguiente
- ——< :
2 ;o P q
Como 1 — % — % > 0 por hipdtesis, vamos a poder encontrar un par (p1,qi) tal que p1,q1 > 2 que
verifica la relacién anterior, y entonces tenemos que

/ht_s * (0jp)upwjds < +o00.

P1 741
Ll

Asi, hemos mostrado que existe p1,q; > 2 tales que cada término en (3) pertenecen a L' LE'. Usando
los mismos argumentos, se puede mostrar que la expresién dada en (2), pertenece a L' L' y entonces
tenemos que W e L*LE. Como p1,q1 > 2, esto representa una ganancia de informacién, y esto
termina la primera iteracién.

Notemos ahora que podemos iterar este proceso, considerando ahora como punto de partida el
hecho que @ € L' L', lo cual implicard que el lado izquierdo de la desigualdad (6), se vuelva més
pequeiio lo que nos permitird, eventualmente mostrar que W € L{° L.

Asi, hemos obtenido finalmente que para cierto Q' C €, tenemos que W € LPLX(Q). Sin
embargo, recordemos que nuestro objetivo es obtener esta ganancia pero para la velocidad .

Terminamos asi esta leccién recordando que W = V X @ y que tenemos la relacién:
—Ai =V x ().

Veremos asi, en la siguiente leccién la segunda etapa de la demostracion del Teorema 1, donde proba-
remos como deducir que @ € L{L° (") para cierto Q” C Q' usando la relacién previa.
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Leccién n°4: AMARUN 2024
Demostracién del criterio de Serrin - parte 2.

En esta ultima leccién vamos a culminar con la prueba del criterio de Serrin, que recordemos en
el siguiente teorema.

Teorema 1 Sea 2 CJ0, +0o[xR3 un conjunto acotado en tiempo y espacio. Sea (i, p) una solucion
débil de las ecuaciones de Navier-Stokes en €2, i.e., tenemos que

il =Ai—VNp— (@ V)i, V-d=0,
tal que @ € L°L2(Q) N LIHL(Q) y p € D'(Q). Supongamos ademds que @ € LPLL(Q) con 129 + g <1.
Entonces para todo Q) C Q, se tiene que @ € L LY (V).

Demostracién. Recordemos que la demostracion de este resultado se desarrolla en 2 etapas. La
primera etapa, dada en la leccion precedente, consistia en la ganancia de integrabilidad de la vorticidad
W = V A i, que resumimos en la siguiente proposicién:

Proposicién 1 Sea  C]0, +0o[xR? un conjunto acotado en tiempo y espacio. Sea (ii,p) una solucion
débil de las ecuaciones de Navier-Stokes tal que @ € LPL2(Q) N L2HL(Q) y p € D'(Q). Supongamos
ademds que @ € LYLL(QY) con % —1—3 < 1. Entonces para todo Q' =|c,d[xB" C Q =la,b[x B, se tiene

que 3 =V A il € LPLX(Y).

Estudiemos ahora como a partir de esta informacién sobre &, podemos deducir que @ € L°LX(Q)
para cierto Q" c V.

Etapa 2: estimaciones elipticas. En primer lugar, dado que div(#) = 0, es ficil verificar que
—“AT=Vx& en (1)

Asi, a partir de la relacién precedente podemos ver que la informacién que obtenemos sobre
@ se la puede inyectar en , usando estimaciones clasicas de ecuaciones elipticas. Enfaticemos que
inicialmente tenemos que & € L?L2(2), lo cual no es suficiente para deducir que # sea acotada. No
obstante, veremos como la informaciéon obtenida en la Proposicion 1, es dice que la vorticidad sea
acotada, nos permite deducir que @ sea acotada igualmente.

Para ello, utilizaremos la ley de Bio-Savart que recordamos en las siguientes lineas. Supongamos
por un momento que la relacién (1) se verifica en todo R?. En este escenario la ley de Bio-Savart nos
dice que podemos escribir la velocidad @ de la siguiente manera:

i = (~8)"(V x @),
cuya formulacién integral estd dada por

1
u(t,z) = / V X wdy.
R3 |2 — |

1

Es importante remarcar que dado que el operador (—A)~" es no local, no podemos aplicar la relacién
precedente a la ecuacién (1) dado que estamos trabajando en conjuntos acotados. Sin embargo, es
posible establecer una version local que introducimos en la siguiente proposicién.

Proposicién 2 ( Ley de Bio-Savart local) Sean @ una funcion tal que que u € LY(B) y Vu
Lq,(B) para algin 1 < q,q¢ < 0o con B CC R3 un conjunto abierto y acotado. Si para & =V A
verifica la relacion siguiente

1

S
se

—-Au=V xw en B.



entonces, para todo abierto B’ C B, y para todo x € B’, se tiene que

u(z) = ! 6(

47 B!

) ANwdy + A(z),
|z =yl

donde A(x) es una funcion arménica en B'.

Una prueba de este resultado se puede encontrar en [5, Teorema 12.5.] .
Regresando asi a la prueba del Teorema 1, dado que tenemos la igualdad
—Ad=V xd en Q=la,b[xB,

y como por hipétesis se tiene que @ € L L2 N L2HL(Q), podemos aplicar la ley de Bio-Savart local y
entonces existe una funcién armoénica A tal que para todo B’ C B, se tiene que

1 - 1 -
u(t,z) = / \Y < > AN&(t,y)dy + A(t, x). (2)
A | |z — y|
Ahora, con esta relacién de 4 a la mano, podemos mostrar finalmente que dicha variable es acotada. En

efecto, probaremos que cada termino de la expresién precedente pertenece a Lf";(B’ ). Para el primero,
dado que por la Proposicién 1 se tiene & € L{LS°(Y), entonces es facil ver que

1 - 1 N . - 1
L9 () nods] < Clotimem [ |7 ()],
47 B’ |a:—y| B’ |1’—y|
Ademas, es facil notar que
- 1 1
/ V()’dyg/ T dy < +00,
B |z -yl B |z =yl

1 - 1
/ V( >/\o7dy
A Jp o \lz =y

Estudiemos ahora el segundo término de la parte derecha de la expresién (2). Notemos que podemos
reescribir la funcién armoénica A de la siguiente manera

- R 1 - 1 .
A(t,z) =u(t,z) — e /B’ \Y <|:c — y|> Nd(t,y)dy.

Ahora, dado que por hipétesis tenemos que u € L$°L2(Q2) y como probamos que el segundo término
del lado derecho es acotado, en particular se sigue que

y se obtiene que

< Ollwllpge ree-

Lyl

Ae LPL2(Q).

Por otro lado, dado que A es una funcién arménica, usando las estimaciones de Schauder (ver [5,
Apéndice C]) se puede mostrar que para todo B” C B’, tenemos

- 1

Alt,z) = 187 J Aly) dy.

Luego, para todo (t,x) € Q" =]e¢,d[xB"” C V', se tiene que
|At,2)| < ClIA] e 2,
y entonces tenemos que A € L L (). Luego, usando la identidad (2), podemos concluir que
i € LL(Q),

lo que termina la demostracién del teorema, . |
Terminamos esta leccién presentando algunos comentarios sobre el Teorema 1:



(i) Como mencionamos en la primera leccién, el hecho de que la velocidad sea acotada implica una
ganancia en regularidad. Por lo tanto, es posible deducir que, para todo k € N, se cumple que

i€ LHF N L2HM2().

Observemos que, en realidad, la ganancia de regularidad se manifiesta inicamente en la variable
espacial, mientras que la regularidad en la variable temporal, dada por L y L?, permanece igual.
Esto se debe a la falta de informacién sobre la presién la cual es simplemente una distribucion.
Para més detalles sobre este fenémeno, referimos al lector a [4].

(ii) Por otro lado, recordemos que la hipétesis inicial sobre la solucién (#, p) esta dada por
@€ LPLENLIHND).
Por las inyecciones de Sobolev, sabemos que H L(R3) c LS(R3), lo que permite deducir que
i€ LL2(Q) N LILS(Q).
Utilizando un argumento de interpolacién en espacios de Lebesgue, se obtiene que

2 3 3
e LYLI(Q) con 5%—5:5 y 2<p<+o0, 2<qg<6. (3)
Asi se puede ver que la hipdtesis adicional @ € LYLL(Q), con % + % < 1, constituye una
restriccién significativa que no puede deducirse a partir de la informacién inicial de una solucién

débil.

Ademas, es importante mencionar que el caso limite 2 + 3 = 1, con ¢ > 3, también nos permite
deducir la regularidad de la solucién y fue demostrado en [8] y [9]. Sin embargo, las técnicas
utilizadas en la demostraciéon del Teorema 1 no permiten cubrir este caso. Finalmente, cabe
destacar que en el articulo [2] se demostrd, en particular, el caso ¢ = 3, donde se dedujo la
regularidad de la solucién, aunque la estrategia empleada para abordar este caso es mas delicada.
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