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1. Introduccion

El modelamiento numérico de EDPs se realiza a través de distintas técnicas matematicas de acuerdo al
tipo de ecuacion que se estudia. Existen varias particularidades a cada una de ellas, de tal manera que es
necesario presentar métodos adaptados a la estructura, dindmica y dimensién de cada clase de ecuaciones. A
manera general, entre los métodos deterministas mas usados para simular soluciones de EDPs se encuentran
los elementos finitos y volimenes finitos. Estos métodos, si bien aseguran un alto grado de precisiéon de la
solucién final, son muy rigidos para adaptarse a distintas soluciones y muy costosos de un punto de vista
computacional.

Por otro lado, existen métodos probabilisticos, como la regresiéon por procesos gaussianos (Gaussian
Process Regression, GPR, o también llamada kriging, en inglés), que permiten aproximar soluciones de
manera mas intuitiva y con calculos relativamente directos en comparacién a métodos basados en mallas.
Ademsds, son més flexibles desde un punto de vista de adaptabilidad y permiten obtener modelos de distinto
grado de fidelidad para los fenémenos de estudio. Dentro de las aplicaciones en ingenieria, pueden ser usados
inclusive en la cuantificaciéon de incertitudes, ya que existe acceso al célculo de covarianzas condicionadas
dentro de la estimacion.

Asi, el objetivo principal de este curso es presentar el cuadro matematico adecuado (principalmente
basado en la teoria de espacios de Hilbert a nicleo reproductor) para tratar problemas de aproximacién
de EDP, a través de un enfoque probabilistico usando regresién guassiana. El contenido de estas lecciones
se encuentra en la interfaz entre la teoria de probabilidades, analisis funcional y andlisis de EDPs. Las
principales referencias son [11, 2] (3], 4] [ [6].

En esta leccion, se presentan las definiciones y propiedades elementales sobre las funciones ntcleo y
los espacios de Hilbert a nicleo reproductor (RKHS). En la Leccién 2, se estudiaran propiedades de estos
espacios que permitiran establecer una equivalencia entre las funciones nicleo y los RKHS. De esta manera,
se podra manipular las propiedades de las funciones dentro del RKHS a partir de la definicion de la funcién
nucleo asociada. En la Leccién 3, se detallaran los métodos de regresiéon gaussiana dentro de estos espacios
para finalmente ejemplificar el uso de estas técnicas en el planteamiento de problemas de aproximacién
numérica de EDPs en la Leccién 4.

2. Preliminares

2.1. Espacios de Lebesgue y de Sobolev

Dentro del estudio de las EDPs es fundamental la nocién de integracién y diferenciabilidad. Por ello es
importante recordar la definicién de los espacios de Lebesgue y de Sobolev ya que permiten clasificar las
funciones de acuerdo a su nivel de regularidad, sin pedir que las funciones sean necesariamente continuas.

Para p € [1,+400|, considerando la medida de Lebesgue dx, se define el espacio de Lebesgue en un
conjunto Q C R? como

LP(Q) = { f:Q— RY medible } / |f(x)P dz < +o0 },
Q

es decir el espacio de funciones medibles p—integrables. Estos espacios son normados y completos bajo la nor-

1/p
ma || fl ey = </ |f(z)P dx) . El espacio L?(f) es ademas un espacio de Hilbert, dotado del producto
Q
interno definido por

)i = [ f@le) de, g€ 12(@),



Asi mismo, se pueden considerar condiciones no solamente sobre la funcién si no también sobre su
derivada (en sentido distribucional) de la misma. Se dice entonces que una funcién u localmente integrable
en ) admite una derivada distribucional o débil en la direccién de x; si se cumple la siguiente condicién :

existe g € L () tal que para todo ¢ € C2°() : / u(x)%gp(x) dx = —/ g(x)p(z) dz,
Q j Q

0
donde se dice que g es una derivada distribucional o débil de u, y la notaremos como J,;u 0 —u. Conside-

ox;
j
rando ahora un multi-indice @ = (ay -+ ay), la derivada distribucional de u con respecto a « (o de orden
«) viene definida con la condicién :

existe g € L () tal que para todo ¢ € C2°() : / w(z)0%p(x) do = (—1) / g(z)p(x)dz,
Q Q

olal
0xy---0xq
derivada en el sentido clasico (o derivada fuerte) de la funcién.

Una vez presentada la nocién de regularidad débil, se puede definir los espacios de Sobolev de orden
k € N y pardmetro de integracién p € [1, +oo[ como

donde notaremos 0% = . Por definicién, la derivada distribucional es tnica y coincide con la

WkP(Q) = { feLr) 0“f € LP(2) para todo multi-indice a tal que |o| <k } .

En el caso particular p = 2, estos espacios se denotan como H*(Q) = W*2(Q) y son espacios de Hilbert
con el producto interno definido por

(f, 9>Hk(Q) = <f7g>L2(Q) + Z (0%, aag>L2(Q)‘

la] <k

Dependiendo de la dimensién del dominio (e incluso su geometria), existe cierto grado de regularidad
que pueden tener estos espacios. En particular, cuando k& > d/p, se tiene la inyeccion de Sobolev sobre el
espacio de funciones continuas :

_ d
WkP(Q) c C™(Q), con m= {k - J .
Para revisar més resultados de inyecciones en otros espacios se puede revisar la seccién 9.3 de [7].

Estos espacios funcionales pueden generalizarse segiin la medida que se utilice en lugar de la medida de
Lebesgue, como se presenta a continuacién en la siguiente seccién.

Mas lecciones sobre los espacios de Sobolev pueden encontrarse en : |Curso de Verano Amarun 2021
(EDP), Curso de Verano Amarun 2013 (Espacios Funcionales).

2.2. Procesos gaussianos

Considérese un espacio de probabilidades (S, A, ]P’)H Una funcién medible a valores reales de la forma
X : § — R se dice que es una wvariable aleatoria (v.a.). A cada variable aleatoria se puede asociar una
esperanza, que viene definida como

E(X) = /S X(w) dP(w).

En el caso de que la variable aleatoria admita una funcién de densidad de probabilidad fx, se tiene que

E(X)= | zfx(x) dz,y para una funcién real g, se tiene que
R

E(g(X)) = /R o) fx (x) d.

LEl espacio muestral se denota como S, la o-4lgebra asociada como A, y la medida de probabilidad como P.
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En este sentido, se pueden considerar asi mismo espacios de variables aleatorias integrables con respecto
a su medida de probabilidad. Mas practicamente, definimos el espacio de variables integrables de orden
p €]1, +00[ como
LPP)={ X va | E(X[P)<+o0}.

Siendo asi, considerando dos variables aleatorias reales X e Y, tales que sus momentos de segundo orden
sean finitos, es decir tal que X,Y € L?(P), su covarianza viene definida como

Cov(X,Y) = E((X — ECO)(Y —E(Y))).
En particular, tenemos que la varianza de X viene definida como
Var(X) = Cov(X, X) =E ((X — E(X))?).

Seguidamente, un proceso estocdstico G = (G )zeq €s un conjunto de variables aleatorias indexado en
algin conjunto de indices, no necesariamente finito o numerable, que notaremos como 2 (usualmente en
aplicaciones, puede ser un subconjunto de RT, R, R? o incluso Rt x Rd).

Ademds, se dice que este proceso es un proceso gaussiano si para todo subconjunto finito de elementos
indices x1,x2,...,xN € Q, el vector aleatorio (Gy,, Gy, - .., Gz, ) €s un vector gaussiano, es decir un vector
que sigue alguna ley de probabilidad normal multi-variada N (i, X).

Para definir entonces completamente un proceso gaussiano, es necesario establecer un valor pa-
ra la esperanza de cada variable indexada en el proceso y el valor de la covarianza entre todas los
pares de variables indexadas. Asi, consideremos una funcién de esperanza (o media) p y una fun-
cién de covarianza K. Notaremos G ~ GP(u,K) al proceso gaussiano G tal que se cumpla que

w2 — R K:QxQ — R
r — lu“(x) = E(G$)7 y que (-ﬁU,y) — K(J?,y) = COV(GwaGy)v
es decir que para cada conjunto de indices x1,...,x, € € se tenga que
G961 H(Scl)
: ~N : , X |, con X=(K (xi7xj))1§i,j§n'
Gz, (xn)

donde también se suele notar pu(X) = (u(z1),...,pu(x,))Ty ¥ = K(X, X) para X = (x1,...,2,)7. En este
caso, la funcion de densidad de probabilidad del vector gaussiano estd definida por la formula

1 1
JorseGan (15 2) = exp < Z — (X)) TK(X,X)" (Z — (X >
1 | : (2m)™? det(K (X, X))1/2 5 L( (X)DTE (X, X)™ ( (X))]
para Z = (21,...,2,)7. Para que el proceso gaussiano esté bien definido, se puede observar que la funcién

1 no requiere de mas propiedades en particular. Sin embargo, para la funciéon K, es necesario pedir ciertas
otras condiciones a verificar de manera que las propiedades por definicién de la covarianza se mantengan. A
una funcién de este tipo la llamaremos funcién nicleo y su estudio sera sujeto de la siguiente seccidn.

M3és contenido sobre variables aleatorias puede encontrarse en : Curso de Verano Amarun 2013 (Proba-
bilidades, en inglés).

3. Funciones nicleo y espacios de Hilbert a nicleo reproductor (RKHS)

Definicién 1 (Funcién niticleo) Sea Q@ C R Una funcion K : Q x @ — R es una funcion niicleo (o
kernel, en inglés) si es simétrica y ademds semi-definida positiva (s.d.p.), es decir que para todo conjunto
de puntos x1,...,x, € Q la matriz K(X,X) sea s.d.p.

En la definicién anterior, para que la matriz K (X, X) sea s.d.p., se tiene que cumplir que

para todo 8= (B1,...,8.)T €R" : BTEK(X,X)B8 =YY BiBiK (i ;) > 0. (1)

i=1 j=1
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Ejercicio 3.1 Sea K la funcion de covarianza de un proceso gaussiano G = (G(x)),ecq ~ GP (1, K). Mues-
tre que K cumple las condiciones de una funcion niucleo, y que por lo tanto la Definicion [1| estd bien
planteada.

En el ejercicio siguiente se pueden verificar algunas propiedades ttiles de las funciones nicleo.

Ejercicio 3.2 Sean K y Ky dos funciones nicleo sobre Q2 x 0, muestre que :
1. para todo o € R", la funcion oKy es una funcion nicleo;
2. la suma K1+ Ko es una funcion nicleo;
3. la multiplicacion K1Ks es una funcion nicleo;

4. para todo mapa ¢ : D — Q, la funcion compuesta Ky definida por Ky(s,t) = K1(¢(s), #(t)), s,t € D,
es una funcion nicleo.

Ademsds, se puede extender la nocién de funcién nicleo para una funcién vectorial o matricial. En
particular, este tipo de funciones nicleo serdn de importancia al modelar variables como la velocidad o
aceleracion en varias dimensiones.

Observacion 3.1 (Recurso digital) Para comprender el comportamiento de las funciones nicleo y los
procesos gaussianos de una manera visual, y revisar algunos ejemplos de funciones nicleo comiunmente
utilizadas, se puede consultar el recurso digital en el enlace : Gortler et al. (2019). A Visual Exploration of
Gaussian Processes

Por otro lado, resulta muy 1til revisar la relacion entre una funcién nicleo y los espacios de Hilbert. En
realidad, una funcién de este tipo puede ser considerada como un precursor de un producto interno. Esto
ademas permite extender los resultados presentados para ntcleos de la forma K : 2 x 2 — R hacia nticleos
de la forma K : Q x  — R".

Observacién 3.2 Para toda funcion micleo K, es posible definir un espacio de Hilbert (H,(-,-)5,) y un
mapa Z : 2 — H tal que su producto interno satisfaga

K((IZ,y): <Z(x>7Z(y)>7-Lv x,y €.

Este mapa puede ser, por ejemplo, un proceso gaussiano. En la Leccién 2 se podra ver mas en detalle un
resultado que explora la equivalencia (en un cierto sentido) de la relacién entre funciones ntcleos y ciertos
espacios funcionales de Hilbert. Sin embargo, antes de ello, es necesario revisar algunas definiciones mas
precisas.

Definicién 2 (Ntcleo reproductor) Sea (H,(:,:)4) un espacio de Hilbert de funciones (a valores reales)
que tienen como dominio Q C R?. Se dice que una funcidn nicleo K : 2 xQ — R es un nicleo reproductor
(n.r.) de H si se cumple que para todo x € Q) :

1. la funcion marginal K(z,-) : @ — R pertenece a H; y que
2. para todo f € H : (f,K(x,-))y = f(x).

La propiedad 2. es llamada también como propiedad de reproducciéon de la funcion nicleo asociada a H.
Un espacio de Hilbert (M, (-,-),,) que admita una funcion nicleo es llamado un espacio de Hilbert a ntcleo
reproductor (o Reproducing Kernel Hilbert Space, RKHS, como cominmente conocido en inglés).

Asi, la relaciéon entre los elementos de un espacio de Hilbert y las funciones nicleo queda mas claramente
establecida a través de su relacién con el producto interno. Es decir, la evaluacién de una funcién del espacio
en un punto fijo puede accederse mediante la accién del producto interno en un elemento particular, el
cual se obtiene a través de una evaluacién parcial de la funcién nicleo. De esta manera, se trasladan las
propiedades de la funcién nicleo K a las funciones elementos del espacio de Hilbert H.

Finalmente, veamos una caracterizacién de los RKHS que nos sera 1til en su manipulacion.


www.doi.org/10.23915/distill.00017
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Proposicién 3.1 (Caracterizacién de los RKHS) Un espacio de Hilbert (H,(:,-),) de funciones (a
valores reales) con dominio en Q C RY es un RKHS si y solamente si se cumple que para todo = € Q, la
distribucion de Dirac §, es continua, con respecto a la topologia de H.

Demostracién. (=) Por las propiedades de definicién de un RKHS, se tiene directamente que gracias a
la desigualdad de Cauchy-Schwartz, para todo f € H y x € Q,

€0y )1 = (s K (s )) g < ()l (1 1l

y dado que ||K(z,-)||,, < 400, se tiene que la norma en el sentido de los operadores de d, sobre H es finita.
Por lo tanto, d, es continua en este sentido.

(«<=) Dado que el funcional lineal §, sobre H es continuo, por el teorema de representacién de Riesz,
existe un elemento, que notaremos como h, € H tal que éste representa la accién de §, a través del producto
interno, es decir para cualquier f € H,

<fa hx>H = <5337f> = f(:p)

Gracias a la unicidad de este elemento h, (el cual en realidad es una funcién) para cada uno de los x € €,
se puede definir una funcién K : Q x Q@ — R tal que K(z,y) = hy(y), con z,y € Q. Es directo verificar
ademas, nuevamente por la unicidad de h;, que la funcién candidata K es bien un nicleo reproductor de
‘H, y por tanto es un RKHS. |

Ejercicio 3.3 Sea (fn),cn una sucesion de un espacio RKHS (H,(-,-)4,) convergente en el sentido de la
norma de (H, (-,-)4,). Demuestre que esta sucesion converge puntualmente.

Algunos ejemplos de RKHS se presentan a continuacién.

Ejercicio 3.4 Muestre que todos los espacios de Hilbert de dimension finita son RKHS y, a partir de una
base ortonormal del espacio, encuentre una expresion para su nicleo reproductor.

Ejercicio 3.5 Para T > 0, considérese el espacio de Sobolev anclado

H&(O,T):{fGLQ(O,T) ‘ %feLZ(O,T) y que f(0)=0 }

1. Justifique el hecho de que para todo f € HE(0,T) se tiene que f(x) :/ di (y) dy.
0 X

T d d
2. Verifique si el espacio de Hilbert (H&(O,T), (-, '>H§(0,T)>f con <f>9>H3(0,T) = /0 %f(x)%g(a:) dz,

es un RKHS. En caso de serlo, explicite una funcion nicleo que sea nicleo reproductor de H&(O,T).

Ejercicio 3.6 Estudie si el espacio L*(R) es un RKHS.

A manera general, bajo ciertas condiciones de regularidad de la frontera de Q C R?, el espacio H*(R?)
es un RKHS cuando k > d/2 (véase la Seccién 1.3 de [0]).

Ahora bien, la caracterizaciéon que hemos visto permite definir un RKHS sin necesidad de considerar
explicitamente una funciéon nicleo, pues ésta puede ser definida directamente con el uso del teorema de
representacién de Riesz. Sin embargo, la interrogante natural que sigue : es posible definir un RKHS a partir
de una funcién nicleo ? Esto serd justamente lo que intentaremos responder en la siguiente leccién.
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Leccién n°2: Algunas propiedades de los RKHS AMARUN 2024

En la leccién anterior, se presenté la definicién de los espacios de Hilbert a niicleo reproductor o RKHS
(resumida en la condicién de que “ 0, € H 7, para todo x € H), asi como algunos ejemplos de estos espacios.
Se puso en evidencia ademas la funcion de “ntcleo reproductor” y algunas de sus propiedades.

En esta leccién, nuestro interés es estudiar algunas propiedades més profundas de estos espacios
funcionales. Primero, veremos los detalles de la equivalencia entre funciones nucleo y RKHS. Después,
presentaremos condiciones para caracterizar la regularidad (diferenciabilidad) de estos espacios.

1 Teorema de Moore—Aronszajn

Teorema 1.1 (Moore—Aronszajn) Sea K una funcion nicleo que toma valores en Q x . Existe un
unico RKHS, denotado como Hy, que posee a K como su respectivo nicleo reproductor.

Demostracion. La demostracion se la realizard de manera constructiva, es decir, definiremos un espacio
funcional a partir de la funciéon ntcleo, verificaremos que este espacio cumpla con las condiciones de un
RKHS y estableceremos su unicidad.
Consideremos el conjunto de funciones {K(z,-)},cq v estudiemos el conjunto Ho = span {K(z,-)},cq
n

de todas las combinaciones lineales de la forma Z%‘K (24,-). Definamos ahora una forma bilineal sobre
i=1

funciones de Hg de tal forma que podamos dotarlo de un producto interno. Consideremos para f =

n

Zai x’m yg_ZBJ 2]7' de HOv
i=1

i=1 j=1

Ejercicio 1.1 Muestre que la definicion de esta forma bilineal es independiente de las descomposiciones
lineales de f y de g, y por tanto esta bien definida.

Ejercicio 1.2 Muestre que esta forma bilineal satisface la propiedad de reproduccion de funciones del espacio
Ho, es decir que :

para todo f € Ho y para todo x € Q: (f, K(x,))y, = f(). (1)
En particular, se tiene para todo z,y € Q que (K(z,-), K(y,-))y, = K(z,y).
Ejercicio 1.3 Verifique que la forma bilineal (-, '>Ho es una forma simétrica y semi-positiva definida.

Ejercicio 1.4 Verifique que la desigualdad de Cauchy-Schwartz es vdlida para esta forma bilineal (la cual
se asume que no necesariamente es definida positiva en el sentido estricto), es decir que :

para todo f, g€ Ho = (f.9)s, < (fo S)o0e (9, 9)5he - (2)

Una vez que hemos vistas las propiedades precedentes de la forma bilineal (-, ~>H0, para ver que esta
forma es bien un producto interno, nos resta verificar que en realidad también es estricta definida positiva.
Consideramos entonces un f € Hg tal que (f, f)5,, = 0. Gracias a (1) y (2), tenemos para cualquier
y €9,
1/2 1/2 1/2
PO = 1 K| < O e (K )y K (o ile = (. Pt K (o) = 0, (3)

y por lo tanto f es la funcién nula, lo cual implica que (Ho, (-, >Ho) es un espacio dotado de producto
interno (-, )3, . Notaremos la norma inducida sobre Ho por este producto interno como ||-|5,, -



Ahora bien, una vez que hemos dotado a este espacio de un producto interno, podemos definir tomar la
clausura topolégica con respecto a (-, ),

Se puede verificar que la extensién por continuidad de la topologia inducida por (-, '>Ho es Unica, y por
tanto bien definida. Ademads, como se habia mencionado, el espacio Hy estd conformado por todas las
funciones f € Hy para las cuales existe respectivamente una sucesiéon (fy,) C Hp que converge en el
sentido de la norma, y por lo tanto también puntualmente, hacia f.

Finalmente, nos resta a ver que el espacio Hx cumple las propiedades de definiciéon de un RKHS, y que
en efecto es el inico RKHS con nicleo reproductor asociado K.

Primero, tenemos por definicién de H g, que este espacio es cerrado y completo para la topologia inducida
por el producto interno (extendido por continuidad a Hg). Por lo tanto, nos hace falta verificar, usando la
caracterizacién de los RKHS de la Leccién 1, que para todo x € €, los funcionales lineales §, son continuos
en Hg.

Sea f € Hy. Para cualquier x € 2, gracias a la propiedad de reproduccion de funciones en Hg dada por
(1) y a la desigualdad de Cauchy-Schwartz sobre Hg, se tiene que

neN

(B0 )] = [(F K (@Yo | < K ()21 1152 (5)

Dado que K(z,x) < 400 en todo x € (), se tiene entonces que el funcional lineal §, : Hy — R es
continuo. Por definicién de H g se tiene ademds la continuidad de la propiedad de reproduccién sobre todas
las funciones de Hy. En efecto, para una funcién f de H, existe una sucesién (fy,)nen en Ho que converge
a f en el sentido de la norma H”Ho Por continuidad de la extensién, se cumple para cualquier x € 2,

F)= Tim ful@) = Tm (K = K g
es decir que por los mismos razonamientos anteriores, (5) es vélida para f,g € Hg. Esto concluye la
demostraciéon de que K es por tanto el nticleo reproductor de Hy.

Finalmente, veamos que este espacio Hx es unico. Para ello, suponemos la existencia de otro espacio
RKHS ) tal que K sea su ntcleo reproductor. Por definicién y completitud de este espacio, tenemos que
Ho es denso también en H,.

Ejercicio 1.5 Muestre que para toda funcion h en Ho se tiene que

1Pllye = [P35, - (6)

Gracias al tltimo ejercicio, se tiene que la convergencia en ambas normas de los RKHS es la misma y
por lo tanto, todas las sucesiones de funciones en Hy que convergen hacia una funcién en Hy, convergen
también hacia una funcién en H’, que resulta ser la misma (por la convergencia puntual para todo = € Q).

Con esto se establece que Hx = H'y, y se concluye la demostracién del Teorema 1.1.
|

Gracias a este teorema, basta con definir y estudiar directamente una funcién nicleo para poder establecer
un espacio funcional con propiedades especificas que se pueda utilizar en problemas de modelamiento.

Ejercicio 1.6 La demostracion del Teorema 1.1 puede realizarse considerando una definicion mds general
del RKHS propuesto. En lugar de usar (4), definase a Hx como el conjunto :

Hi = { g : existe una sucesion de Cauchy (gn)nen en Ho tal que 1ir41_1 gn = g puntualmente },
n—-+0oo

y demuestre que :

1. toda sucesion de Cauchy (fn)nen en Ho que converge puntualmente a 0, converge también en el sentido
de la norma ||-[|3,, hacia 0 € Ho;



2. siendo f,g € Hi con respectivas sucesiones de Cauchy (fn)nen Y (9n)nen en Ho que convergen
puntualmente, la sucesion real (<f”’g”>Ho)neN también es convergente (esto mos permite definir
directamente un producto interno en el espacio H );

3. para todo g € H, la sucesion de Cauchy asociada (que converge puntualmente) converge también en
el sentido de la norma [|-||5,, hacia g.

Este andlisis complementario permite demostrar de una manera alternativa el Teorema 1.1, partiendo
esta vez de un punto de vista mds general en la definicion propuesta para el espacio Hy (véase el Teorema
3 de la Seccion 1.3 de [1]).

2 Regularidad de Sobolev de los RKHS

La regularidad de espacios funcionales es un concepto elemental en el estudio tedrico y numérico de las EDPs.
La ventaja que se tiene al modelar EDPs usando RKHS es que se puede dar cierto grado de regularidad a
los RKHS a partir solamente de la definiciéon de su nicleo reproductor.

Recientemente en [2], se demuestra una caracterizacién analitica para este tipo de regularidad en los
RKHS. En particular, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 2.1 (Regularidad de Sobolev) Sea Q un conjunto abierto de R% y K una funcion nicleo sobre
Q x Q. Se tiene que el RKHS Hy asociado a K es un subconjunto del espacio de Sobolev H™(SY), con
m € N, si y solamente si para todo multi-indice v tal que |a] < m, la derivada cruzada en el sentido de las
distribuciones' 0y 0, K pertenece a L?(2 x Q).

Para la demostracion de este teorema, es necesario un paso intermedio mediante una descomposicién de
Mercer del nicleo K y de sus derivadas. Este resultado es la herramienta central para poder caracterizar
la regularidad de las derivadas de una manera adecuada, por medio de funciones propias (o eigenfunctions,
en inglés) del niicleo, que a su vez permitirdn encontrar el vinculo directo con la regularidad en el RKHS.

Proposicién 2.1 (Descomposicién de Mercer para funciones niicleo) Sea K wuna funcidon nicleo
continua sobre 0 x Q y perteneciente a L*(2 x Q). Entonces, existe una sucesién de valores propios reales
no-negativos (Ap),cy ¥ una sucesion de vectores propios (¢n),cy, que constituyen una base ortonormal de
L2(Q), y son tales que

+o0o
para todo x,y € Q:  K(z,y) = Z An®n () D0 (y), (7)
n=0

en donde la serie converge en el sentido de L?(€2).

La demostracién de este resultado puede revisarse en [3] (véase el Teorema 2.30). Sin embargo,
nuestro interés radica principalmente en la descomposicién de las derivadas del nticleo como se presenta
a continuacion.

Proposicién 2.2 (Derivadas de una funcién nicleo) En el escenario de la proposicion anterior,
fijando m € N y un multi-indice o tal que |a| < m, la derivada distribucional cruzada 030y K pertenece a
L2(2 x Q) si y solamente si para todo n € N, la derivada 0%¢,, estd en L*(Q) y ademds

+oo
> A [10%nll72(q) < +oo. (8)
n=0
En este caso se tiene que
+o0
para todo v,y € 2 : 970, K(v,y) = Z An 0% P (2)0% b (y), 9)
n=0

en donde la serie converge en el sentido de L?(€2).

'La notacién 8% y 0y hace referencia a la derivada parcial con respecto a la primera y segunda variable de K, respectivamente.



Observacion 2.1 La demostracion de (8) no es trivial y se la puede consultar en [2] (véase la Proposicion
4.4). No obstante, asumiendo esta convergencia, la astucia importante para verificar la férmula (9) viene
dada gracias a la separacion de variables de la funcion nicleo que brinda la descomposicion de Mercer en
la. Proposicion 2.1.

En efecto, veamos que para todo n € N, tal que N\, # 0, la funcién 0%, pertenece a L*()). Para
ello, utilizaremos una caracterizacion variacional de la funcion ¢,. Para una funcion reqular de prueba
© € CX(Q) cualquiera, se tiene que por el teorema de Fubini e integrando por partes,

( | eut@ore da:)2<z | M@)o e oly) dody

< / 200K () o(x)p(y) dady
QxQ
< HagagKHm(QxQ) “90”%2(9)’

y por tanto

[ et do < Coalielgy eon Cua= (510805 K ) <00

lo cual implica que O%¢,, esta representada en un sentido distribucional por un elemento de L*().

Una vez vistas estas herramientas, se puede dar paso a la demostracién del teorema de regularidad de
Sobolev de los RKHS con la astucia de la separacién de variables de la funcién nicleo.

Demostracién (del Teorema 2.1). En esta leccidn, nos interesaremos solamente en la direccién (=).
Siendo m € N fijo, se tiene que para todo multi-indice « tal que |a] < m, las férmulas (7) y (9) de las
Proposiciones 2.1 y 2.2 son validas. Nuestro objetivo es poder utilizar estas férmulas para trasladar la
propiedad de regularidad desde la funcién nicleo hasta las funciones del RKHS H .

Para ello, considerando un elemento h € ), observemos la relaciéon de reproducciéon con respecto al
operador de diferencias finitas Ay, : Hxg — Hg definido como

Aplfl(x) = f(x+h) — f(z), f€Hk, v

Tenemos que para todo g € Hig v x € €,
Ah[g](x> = g(.%' + h‘) - g(x) = <f7K($+ h7 ) - K({L‘, ')>7—LK = <gvAlhK(xv .)>’HK s

en donde A} es el operador de diferencias finitas que actia sobre la primera variable de K. En este
sentido, si se consideran sucesivos operadores de diferencias finitas para hy, ..., h; € , notando Ay, ., =
Ah OAhQO...OAhj,

1

By 1)) = By ) K )y, = (F2 By K@),
A continuacién, para un f € Hx genérico, se tiene que nuevamente por la propiedad de reproduccién y
la desigualdad de Cauchy-Schwartz en H,

2

801t ey = [ Bt @ do < [ 171y |80 K)o (10)

Hi

en donde se puede notar que a su vez

e,

= < ;11,...,th($7 ')7 /hl,...,th('fc’ )>
= Ay, (A ,op, K] (2, 7)

Hi

—+o00
=3 A [Bs o 0 @)
n=0



Aqui, Ahl,...,hj actua en el segundo argumento de K y se considera la descomposicién dada por la formula
(9).

Finalmente, volviendo a la desigualdad (10), obtenemos que :

+oo
HAhl,...7hj[fH|iz(Q) < ||f”§-[K nE_:O)\TL/Q ‘Ahh-.-,hj[d)n}(x)lz dx

—+00
< e D A 1Bty [0l gy - a1 ?

n=0

dado que ¢, € H™(Q). Por la caracterizacién por diferencias finitas del espacio H™(£2), se puede concluir
que f € H™(Q) y que Hx C H™(Q). |

Observacion 2.2 El resultado del Teorema 2.1 sobre la reqularidad en los espacios de Sobolev H™()) puede
también generalizarse a los espacios de Sobolev W*P(Q) (véase la seccion 3 de [2]) .
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Leccién n°3: Optimizacion y RKHS en la regresion con procesos gaussianos AMARUN 2024

1. Introduccion

La regresion con procesos gaussianos o regresion gaussiana (GPR, por sus siglas en inglés) es una técnica
de estimacién para modelar relaciones entre variables en situaciones donde los datos observados son ruidosos,
escasos o cuando la estructura subyacente es compleja, como en el caso de las EDPs. En comparacién con
otros métodos tradicionales de regresion que asumen formas especificas para las funciones estimadas (como
lineal o polinémica), la GPR utiliza un enfoque basado en distribuciones de probabilidad normales. Esta
técnica es especialmente 1til en problemas de estimacién de incertidumbre, ya que no solo proporciona una
interpolacién puntual, sino también una medida de confianza asociada a cada prediccion.

Sus aplicaciones més extendidas abarcan campos como el aprendizaje automatico, optimizacion baye-
siana, geofisica, robética y bio—informatica [Il 2, B]. En esta leccién, se presentan las nociones clésicas de
definicién y estimaciéon a partir de GPR. Sin embargo, es preciso remarcar que su utilizacién dentro del
modelamiento de EDPs no requiere necesariamente de la utilizacién de observaciones reales de un fenémeno
asociado a la ecuacion. Los avances més recientes tienen como objetivo intervenir justamente dentro de la
aproximacion de soluciones de EDPs en un sentido de simulacién numérica de fenémenos fisicos.

2. Regresion con procesos gaussianos

Antes de revisar los conceptos asociados a la GPR, algunos resultados importantes de recordar sobre las
variables aleatorias normales que nos seran de utilidad vienen dados en los siguientes ejercicios.

Ejercicio 2.1 Sean X, Z dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas en una distribucion normal
multivariada. Muestre que se tiene entonces la equivalencia entre los siguientes puntos :

1. X y Z son variables aleatorias independientes entre si;

2. Cov(X,Z)=0.

Ejercicio 2.2 Sean X, Z dos variables aleatorias. Verifiqgue las siguientes propiedades con respecto a la
esperanza condicional :

1. B(Z|2) = Z;
2. E(E(X|2)) = E(X);
3. si X y Z son variables independientes, entonces E(X|Z) = E(X).

El objetivo de esta leccion es formular la GPR desde un punto de vista de teoria de probabilidades y otro
desde el anilisis funcional, los RKHS y la optimizacién. Asi, estudiando la relacién entre estos dos enfoques,
se establecera un camino suficiente para plantear los problemas de modelamiento de EDPs en la siguiente
leccion.

2.1. Enfoque probabilistico

Sean X y Z dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas en una distribucién normal multivariada

X x Var(X) Cov(X,Z2)
(2) ~ 2 ((2) =) o 2= (i St 2
Suponiendo que se tiene acceso a la variable Z, es decir que sus realizaciones se pueden medir o que
pueden ser objeto de una variable auxiliar dentro de un proceso de modelamiento, nuestro interés es de poder



simular la variable aleatoria E(X|Z). Mds precisamente, vamos a querer encontrar una férmula explicita para
E(X | Z = w) cuando se conoce el valor de w € R. Este procedimiento es posible gracias a la hipdtesis (1)),
como se detalla en la Proposicion Sin embargo, si no se tiene esta condicién de normalidad para X y
Z, el célculo de la esperanza condicional puede ser significativamente complicado, y en varias aplicaciones,
se lo realiza de manera numérica.

Observacion 2.1 Siendo {X1,...,Xn} un conjunto de variables aleatorias, cuyos valores de realizaciones
pueden ser medidos. Para establecer una formula de regresion cldsica, se puede revisar de igual manera
el valor obtenido de la esperanza condicional de Y conociendo las variables Xq,...,Xn. Si en lugar de
considerar a B(Y | X1, ..., Xn) como la proyeccion deY sobre X1, ..., Xy en el sentido de L*(P), se considera
la proyeccion sobre el espacio de funciones obtenidas a partir de combinaciones lineales afines de X1, ..., Xn,
se obtiene que

EL(Y|X1,...,Xn) =B+ BTX =B+ > BiXi,
=1

donde 8; € R, i =0,1,..., N, son coeficientes que representan la proyeccion de 'Y en este espacio funcional.
Esta proyeccion se la notard como Er,, y no siempre coincide con la esperanza condicional usual.

La siguiente proposiciéon describe explicitamente a la esperanza condicional de X, conociendo Z, en el
caso de variables normales distribuidas conjuntamente.

Proposiciéon 2.1 Sean X, Z dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas en una distribucion nor-
mal multivariada, segin el enunciado . Considerando E(X|Z) la proyeccion de Y sobre la variable Z, en
el sentido de L*(P), se tiene que :

E(X|Z) = ux + Cov(X, Z) - Var(Z) ™' - (Z — pz) . (2)
Noétese que E(X|Z) es una variable aleatoria, de tal manera que, para un valor fijo w € R,
E(X|Z = w) = px + Cov(X, Z) - Var(Z) ™ - (w — puz)
es un numero real. Siendo asi, verifiquemos la férmula .

Demostraciéon de la Proposiciéon . Definamos la variable aleatoria ¥ = X — ¢Z, donde c € R es
determinista. Nuestro interés es conocer el valor de ¢ para que esta variable no sea correlacionada con Z.
Para ello, se debe cumplir que, por la bi-linealidad de la covarianza,

0=Cov(Y,Z) = Cov(X, Z) — cVar(Z).

De manera que podemos fijar ¢ = Cov(X, Z) - Var(Z)~! (en el caso no trivial que Var(Z) # 0) y afirmar
que Y y Z son no correlacionadas y conjuntamente distribuidas en una distribucién normal. Por ello, gracias
a los Ejercicios y son variables independientes y se tiene que E(Y|Z) = E(Y). Finalmente, por la
linealidad de la esperanza condicional,

E(X|Z) =E(Y +c¢Z|Z)

Y|Z)+ cE(Z|Z)

Y)+cZ

X—cZ)+cZ

X)+c(Z-E(2))

= ux +Cov(X,Z) - Var(Z)™' - (Z — pz) .

Como corolario de esta férmula de esperanza condicional, se tiene la formula denominada de regresion
gaussiana utilizada en las aplicaciones de métodos basados en funciones nticleo.



Corolario 2.1 Sea G un proceso gaussiano indexado en 2 y distribuido segin GP(u, K). Para x,y € Q y
w € R, se tiene que la esperanza de G(x) condicionada en que G(y) = w estd dada por

E(G(2)|G(y) = w) = p(x) + K(z,y) K (y,9) " (w — p(y)). (3)

En este punto es importante notar que una vez que se fija la variable aleatoria G(y) = w con un valor
real w € R, la funcién h : Q — R definida por

h(z) = E(G(2)|G(y) = w), =€,

pertenece al RKHS H i asociado a la funcién niicleo K si y solamente si la funcién media g también pertenece
a este espacio Hx. Nétese también que si x = y, se obtiene exactamente la condiciéon de interpolacion

E(G(y)|G(y) = w) = w.

Ahora bien, en un caso méas general, dado el vector Y = (y1,..., yn)T de puntos de  y el vector de
valores reales W = (wq,...,wy)". Para cualquier z € 2, se tiene que la esperanza de G(z) condicionada
en G(y;) = w;, para todo i = 1,..., N, viene dada como una generalizacién de la férmula en un sentido
matricial :

E(G(x)] GY) =W ) = pu(z) + K(@,Y)K(Y,Y)" (W = u(Y)), (4)

en donde K(z,Y)T = (K(z,9j))<;cn ¥ #(Y) = (u(y;j));<;<n son vectores columna y K(Y,Y) =
(K (Yi:¥5))1<i j<n € un matriz de orden N x N.

Esta notacién puede entenderse también como una extensién del operador de covarianza hacia valores
matriciales

E(G(z)] G(Y) =W ) = E(G(x)) + Cov(G(z), G(Y)) Var (G(Y)) 1 (W — E(G(Y))),

donde, mas explicitamente, se tiene que

G(x) g (2?) x B /5 ((zi))
(69) = v (7) m) - Mk
G(yn) w(yn)

con

Cov(G(yn),G(z)) Cov(G( ) G(y1)) Var(G(yn))
K(]I,(L‘) K(xayl) K(x7yN)
_ K(yi,z) Kyuy) - Ky,ywn)
K(?JN'7 ) K(yN; v1) - K(yN,‘yN)

Observacion 2.2 Haciendo un alcance a la Observacion se puede verificar que el el caso de con-
siderar variables normales conjuntamente distribuidas, las definiciones planteadas de E(G(z)|G(Y)) y
EL(G(x)|G(Y)), si coinciden. En efecto, de manera similar a la férmula ({), se tiene que

N
E(G(@)|G(Y)) = fo+ Y _BiGly;), con o= p(x) — K@, Y)K(Y,Y) u(Y),

Jj=1

y con B; = (K(z,Y)K(Y, Y)*l)j como la j—ésima componente del vector fila K(z,Y)K(Y,Y)™!, para
j=1,...,N.



Asimismo, se pueden plantear incluso condiciones que dependan de un operador lineal aplicado al proceso
gaussiano. Por ejemplo, siendo £, un operador lineal que actiia sobre el indice del proceso gaussiano G, se
tiene que

Cov(G(z), L,G(y)) = E'y Cov(Gz,G(y)),
en donde E;J esta vez es un operador lineal que actual con respecto a la segunda variable del operador de
covarianza.

: . . : d .
De esta manera, considerando por ejemplo un operador diferencial £ = e (donde x hace referencia a
x

d
la variable indice del proceso gaussiano G), se tiene que la distribucién conjunta de G(z) y —G(y) viene

dada como 9 de
Gz 2 K(z,z —K(z,y
(déx)m) N (Migy)) 1o [(( e
dx dx or (y,2) O ByK(z’y)
en donde (;1 y 8—y son dos operadores lineales que hacen referencia a las derivadas parciales con respecto a la

primera y a la segunda variable de K, respectivamente. En este sentido, se muestra en evidencia la relacién
entre los elementos del proceso gaussiano y las propiedades de regularidad de su funciéon de covarianza
asociada. Asi, el manejo de las propiedades de una variable de interés se traslada a la definicién particular
de cada funcién ntcleo y de la forma de las condiciones que intervienen en la esperanza condicional.

2.2. Enfoque funcional : Teorema del Representante

Ahora bien, el interés principal de usar la GPR para modelar ecuaciones diferenciales es justamente el
acceso a formulas explicitas de calculo que se pueden obtener como aquellas dadas en la Proposicién y
el Corolario El objetivo en esta seccion sera de estudiar su relaciéon con problemas de optimizacién en
RKHS.

Consideremos una variable de interés u : 2 — R, para la cual conocemos un conjunto de puntos
D = {(x1,y:)}., € Q x R en los cuales se tiene que

u(z;)) =vyi+e, i=1,...,N,

con € ~ N (0, ), modelado como un error de observacién normal. Dada una funcién nicleo K : Q@ x Q@ — R
que define un RKHS denotado como H g, nuestro interés es encontrar una funcién dentro de dicho espacio
funcional que minimice el funcional objetivo dado por la férmula

N
Ipa(u) =Y (ulxi) = yi)* + Mfull3q, - (5)
=1

)

La respuesta a esta interrogante viene dada en el siguiente teorema y muestra ademas que el problema de
optimizacion en un espacio funcional de dimensién infinita puede estar representado por un problema de
minimizacién solamente sobre RY.

Teorema 2.1 (del Representante) Dada la informacion D = {(x;, yi)}ij\il C OxR, A >0, y una funcion
niucleo K : Q x Q — R, con RKHS asociado Hy, se tiene que

in J = min Jp, 6
B T2l = 1 T ) )

donde el funcional Jp ) se define como en , Y JADT,\ se define a partir de Jp ).

Demostracion. La estrategia para transformar el problema de minimizacion en Hg de @ en un problema
en dimension finita es usar las propiedades de representacion de las funciones en H i para separar el funcional
Jp,\ en varias partes.

En este sentido, consideremos el espacio vectorial V' = span { K (-, wl)}l]i 1 C Hk. Este espacio es cerrado
en el sentido topoldgico con respecto a la norma |||,y se tiene la descomposicién de Hx como

He=VeaVT,



con VT, el complemento ortogonal a V' en Hy el sentido de su producto interno. Asi, toda funcién u € Hx
puede ser descompuesta comou=h+gcon heV ygeVT,
Ahora, gracias a la propiedad de reproduccién del RKHS y a la ortogonalidad de VT, se tiene que para
cada punto z; € Q,i=1,..., N,
g9(zi) = (9, K (-, xi)>7—[K =0.

Y ademads, nuevamente por ortogonalidad,
2 2 2
ullzg,e = 1Pl5 e + lgll7, -
Esto nos permite observar que
N
2 2 2 2
o) = 3 (i) + g = 9:)* + A (100 + 19l ) = Toah) + Aol -
i=1

y por lo tanto, el problema de optimizacién puede ser separado,

n J - ’(JhA2):’Jh i Al|gll2, = min Jp A(h
min (1) pin, pA(h) + Algll3, min pA( )+;ﬂg1VnT 19113, min pA(h),
heV, geV'T

siendo representado por un problema en un espacio de dimensién finita.

Para finalizar la demostracién, hace falta ver que el funcional Jp ) restringido a V' tiene en efecto una
forma reducida correspondiente al problema del lado derecho de @ Para ello, denotemos X = (x1,...,2n)7
eY = (y1,...,yn)T y con la misma notacién matricial para K que la seccién anterior, se tiene que un
elemento h € V puede escribirse como

N
h=Y zK(,z;)=K(X)z
j=1

para algin z € RV. Re-escribiendo el funcional Jp,x en términos de z, usando una vez mas las propiedades
de reproduccion de Hp,

N
Tpa(h) =Y (i) — yi)* + MIhll3,,

i;l

=Y (K(@i, X)z = y:)* + MK (- X)z3,
i=1

= (KX, X)z-Y) (KX, X)z—=Y)+ X 2TK(X,X)z

= Jpa(2)

con j;,/)\ actuando sobre RY en lugar de V. |

Para caracterizar un minimo de este funcional, podemos usar una condicién de nulidad de su derivada
total.

Ejercicio 2.3 Sea J : RY — R el funcional definido por J(z) = (Az —Y)T (Az —Y) + X - 2T Az, donde
A € RVN es una matriz simétrica, Y € RN y XA € R. Verifique que su derivada total (o derivada en el
sentido de Fréchet) viene dada por

DJ(2)B=2[(A+N)z—-Y|TAB, para z,§ € RY. (7)

De esta manera, para un elemento minimal Z € R”, la condicién de que DJ?;,)\(E)ﬂ = 0 para todo

B € RV es equivalente a que la matriz DE(?) sea la matriz nula. De acuerdo con la férmula , se tiene
que

DJpA(2) = 2[(K(X,X)+ M) Z—Y]TK(X,X) =0
— Z=(K(X,X)+ )Y



Se concluye entonces que el funcional Jp ) tiene un minimo dado por

o~

h=K(,X)Z=K(X)(KX,X)+\) Y, (8)

el cual es similar a la férmula de regresién gaussiana sobre las condiciones ﬁ(wz) = y;. En efecto, si se
considera A = 0, las condiciones de interpolacién h(x;) = y; son estrictas y la férmula coincide con
la férmula de esperanza condicional para un proceso gaussiano centrado. Asi, podemos observar a la
esperanza condicional como un elemento minimal de un problema de optimizaciéon sobre un RKHS.

Observacion 2.3 En la prdactica, la inversion de la matriz K(X,X) + X es mds simple computacional-
mente que la matriz K(X,X), en particular si existen puntos x; y xj con con valores muy similares. Esto
tiene una explicacion en el modelamiento de la regresion : al permitir un error de observacion, no es nece-
sario que la interpolacion pase exactamente por la condicion, flexibilizando ast la definicion de la esperanza
condicional y regularizandola (de ahi que el pardmetro A suela denominarse también como pardmetro de
regularizacion ).

Desde un punto de vista de optimizacion, el pardmetro A determina el nivel de importancia de la norma
[l3, dentro del del problema de minimizacion. De manera que ademds de requerir las condiciones de
interpolacion, también se busca un elemento dentro el espacio funcional que tenga una reqularidad minimal.
Esto puede relacionarse con la reqularidad del espacio RKHS segin lo estudiado en la Leccion 2.

En la siguiente leccién podremos valernos de la formula para plantear problemas de minimizacién en
RKHS cuyos elementos minimales sean aproximaciones de soluciones de una EDP.
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Leccién n°4: Modelamiento de ecuaciones lineales y no-lineales AMARUN 2024

En esta leccién, se presentan ciertas estrategias de modelamiento de EDPs usando la teoria presentada
en las lecciones anteriores sobre los RKHS y la GPR. Esta presentacién no es una revisién exhaustiva de los
métodos que existen para simular EDPs usando GPR pues éstos han estado en continuo desarrollo durante
los ultimos anos.

1. Modelamiento de EDPs lineales con GPR

Recientemente, existen trabajos como [I], que presentan condiciones necesarias y suficientes sobre una
funcién nucleo para obtener RKHS asociados que satisfagan en cierto sentido (usualmente en el sentido de
una solucion débil) una EDP lineal.

Considérese una funcién de interés u :  — R sobre un dominio Q C R¢. Se pide que esta funcién
satisfaga una EDP lineal homogénea de la forma :

7]
Lu)=0, donde L= ) CV% (1)

[v|<n

para todos los multi-indices v tales que |y| < n y coeficientes ¢, € C(Q). Una solucién débil de esta
ecuacién viene definida como @ (perteneciente a un espacio funcional adecuado, de manera general Li (2))

tal que

ol

para toda ¢ € C2°() : /Qﬂ(x) Z (—1)"”% (cy(z)p(x)) dx=0.
IyI<n

Esta solucién débil puede ser interpretada como una realizaciéon de un proceso gaussiano a condicién
de que la funcién de covarianza de este proceso satisfaga la condicion débil. En efecto, se tiene el siguiente
teorema.

Teorema 1.1 En el contexto de la ecuacion y considerando un proceso gaussiano G = (G(x)),cq con
funcion de covarianza K : Q x Q@ — R tal que o : @ — K(z,2)"/? pertenece a L}, (), entonces se tiene
la equivalencia entre las siguientes afirmaciones :

1. las realizaciones de G satisfacen la EDP en un sentido débil :

P(L(G) =0 en el sentido de las distribuciones ) = 1;

2. para todo x € Q, se tiene que L(K(-,x)) =0 en el sentido débil.

La demostracién de este teorema se la puede revisar en [I] (ver la Proposicién 3.5). De esta manera, una
vez que se fija un conjunto de observaciones u(z;) = y;, i = 1,..., N, se puede acceder a una férmula de
reconstrucciéon de v usando GPR a partir de K, como se reviso en la leccién anterior.

Tomando el ejemplo particular de [I], considérese la ecuacién de onda sobre = R3 x [0, oc[, con ¢ > 0 :

2
C—Qwu(x,t) — Au(z,t) =0, (z,t) € Q,
u(w,0) = wole), (e, 0) = w(x), @R

para u la variable de interés escalaIEI en (x,t), up y vo, condiciones iniciales que pueden venir dadas en un
sentido distribucional. La solucién general en el sentido distribucional de esta ecuacién puede expresarse de
manera compacta como

Uz, t) = (Fy +vo) () + (F * uo) (),

Lcomo por ejemplo, la presién de un gas o el desplazamiento con respecto a una referencia vertical



Oct . , . .
donde F} = — 57, COn O¢y la medida esférica sobre la esfera centrada de radio ct.

Asi, la definicién de una funcién nicleo que verifique la ecuacién de ondas en el sentido débil viene dada
por

K((z,1), (y,5)) = | (Fy @ Fy) % K5 + (Ft ® F) x Kl}

donde se considera que ug y vg vienen modelizadas como procesos gaussianos centrados de funciones de
covarianza K1 y Ko, respectivamente. Con la definicién de este nicleo, y dado un conjunto de observaciones
{X,T,Y} = {(:ci,ti,yi)}i]\il tales que u(x;,t;) = vy;, ¢ = 1,..., N, donde u es una solucién regular de la
ecuacion de ondas, la formula

i(z,t) = K((z,t), (X, T)K((X,T),(X,T))"'Y

permite reconstruir la velocidad u a partir de los datos observados { X, T, Y} = {(z;, t;, yz)}fi ,- En particular,

~ 0 . .
por el Teorema se pueden estimar u(+,0) y au(, 0) como reconstrucciones de ug y vp.

Para profundizar mas en el estudio de EDPs lineales usando técnicas de GPR, se puede revisar [I] (ver
Seccién 1).

2. Modelamiento de EDPs no-lineales con GPR

En contraste con los avances realizados para las EDP lineales, las estrategias de modelamiento para
EDPs no-lineales son més limitados. Sin embargo, existen trabajos que han permitido sentar un buen punto
de inicio para explorar técnicas de modelamiento asociadas.

A continuacién, se presenta el caso de una ecuacion eliptica. La generalizacion de este método hacia otro
tipo de EDP no-lineales puede revisarse en [2].

2.1. Una ecuacién eliptica

Para un dominio regular acotado Q C R?, consideremos una EDP de la forma

{—Au(a:) + h(u(z) = f(z), z€Q

u(x) = g(x), x € 0N @)

donde u : 2 — R es la variable de interés; h : 1 — R es una funcién no—lineal continua; f es un término
independiente continuo, y g es una funcién de condiciones de frontera en 0f).

La estrategia es encontrar una solucién aproximada de la ecuacién a través de un problema de
optimizacion con restricciones en puntos de colocacién den la EDP sobre un RKHS. En otras palabras, sean
K una funcién nicleo (regular) K : Q x Q@ — R con RKHS asociado H, {a:z}fi”l C 2 puntos de colocacion
en )y {fk}fj:agf C 0f2 puntos de colocacién en la frontera 9€). Se tiene entonces el problema de optimizacién

—Au(x;) + Au(z;) = f(z;), i=1,...,Nq

v ~ . (3)
u(xk) —g(a:k), k= 1,...,Nag

min |u3 sujeto a
uEH i Hi

donde la regularidad del RKHS (y por ende de la funcién niicleo K) depende del grado de la EDP en estudio.

A diferencia de una gran cantidad de EDP lineales, no siempre existen soluciones débiles de EDPs no—
lineales disponibles para poder aproximar un minimo local de un sistema como (3. Por ello, es necesario
simplificarlo de manera que se pueda hacer uso de las herramientas de las anteriores secciones para poder
formular un sistema de optimizacién més directo. En este caso se pedird que Hyx € C?Q N C(Q), lo cual
puede satisfacerse directamente a través de condiciones de regularidad en K para enseguida usar el teorema
de regularidad de Sobolev presentado en la Lecciéon 3 en conjunto con inyecciones de Sobolev en espacios de
funciones continuas.

En este sentido reformulemos en el sistema

, , 2

min min ||u 4

N (4)
2eRNo & & ()



donde
u(Tg) = 2k, para k=1,...,Naq,
i) = w4, A
ulzs) = wn para 7 =1,...,Nq, (4)
—Au(z;) = way,
(

{wh—i—h wi ;) = f(x;), parai=1,...,Nq, ®)

zp = g(Z:) para k=1,...,Npq.
Ejercicio 2.1 Verifique que los sistemas de optimizacion Y son sistemas equivalentes.

De esta forma, considerando el problema de optimizacién interior del sistema , es decir, dados W €
R2*Na v » ¢ RNoa fijos, considerando

min ||u sujeto a UTi) = Wi
wedn | ”H ] (i) Lis para i=1,..., Nq, ’

vemos que de manera similar a las férmulas obtenidas por el Teorema del Representante en la Leccion 3, se
puede obtener condiciones sobre el elemento minimal de este problema, tal que, para x € €2, este elemento
venga dado por

() = K (2, Xq) K (Xq,Xg) Y, (5)
donde
Z1 K(iU,%l) T
51 .
. ZNaq K (2,TN,q)
_)~( e 7 w1,1 K(a;, xl)
XQ:<Xa§>: mgfn CY=(m)=1 |, K(Xq)= : :
& W1,Ngq K (mvan)
QU271 AyK(x,ZL‘l)
TN, } )
W2,Nq Ay‘K (x’ stz)
K (55897)}89) K (XOQaXQ) AyK <X8Q7X9>
R (XgX5)=| K XQ,)?BQ) K (X0, Xq)  AK (Xa,Xo) | =
ALK (XQ,)~(39> ALK (Xa,Xa) AuAK (Xq, Xo)
K(fl,fl) K(.’El,f]\fa“) K(Ehlj) K(gl,beﬂ) —AyK(El,iLj) "-—AyK(.’ALfl,(L'NQ)
K(gNamil) K(%NamiNan) K (‘%NaQ’xl) e K (ENaQ’xNQ) _AyK (‘%NBQ’xl) T AyK (iNameQ)
K(z1,71) -+ K(x1,Tn,,) K(z1,21) - K(z1,2Nn,) —AyK(z1,21) - — AyK (21, 2N,)
K(J;NQ“‘:EI) K(xNQvgNau) K(anvxl) K(mle'Nn) —AyK (xNval) = AYK (anﬂan)
—A K (x1,T1) -+ — AgK(21,TN,,) —ALK(z1,21) -+ — AgK(z1,2N,) A AYK (z1,21) - AgAyK (21, TN, )
7AmK(.TNQ,.’f1) 7AxK($NQ7§NaQ) 7AxK(ZL‘NQ,ZL‘1) 7AxK(J?NQ,.7}NQ) AmAyK(.YZNQ,]}l) ALAyK(anvaQ)

donde A, y A, hacen referencia al operador laplaciano actuando sobre la primera y segunda variable de K,
respectivamente. Esta expresion permite observar que el elemento minimal es justamente

G(sz) = Zk, para k= 1,...,NaQ,
ﬂ(m) =E G(HJ) G(HJZ) = W1i,i, para 1= 1, oo ,NQ, y
—AG(CL‘Z) = w27i,

la esperanza condicional en los puntos de colocacién sobre el dominio y la frontera, donde G = (G()),cq
es un proceso gaussiano centrado de funcién de covarianza K.




Ejercicio 2.2 En el contexto anterior, describa explicitamente la forma de la distribucion normal conjunta
del vector gaussiano

(G(LL’), G(%1)7 G(xl)v _AG(«TI) )T‘

Ejercicio 2.3 Considérese una funcion nicleo reqular K : Q1 x 0 — R y considérese un proceso gaussiano

d
G ~ GP(u, K), indexado en x € Q, tal que G(z), d—G(a:) € Hgi para todo x € Q. Siguiendo las demos-
x

traciones Y razonamientos presentados en las Leccion 3 y en el presente leccion, encuentre y justifique la
expresion explicita de
d d
E( G@) | Go) 5-Gly), +-G:
(6@ |6 Lo, 166 ).

para y, z € Q fijos.

Una vez que se ha encontrado la férmula , se puede observar que
~12 = —1

y por lo tanto, se puede simplificar el problema de optimizacién de manera que, para M = Ny + 2Nq,
se obtiene el problema

min YK (Xg, Xq) 'Y

sujeto a {yi = g(fﬂ para k= 1, e ,Nag,
Y eRM

Yit Noo+No + P (YitNog) = f(zi), parai=1,..., Nq.

el cual es un problema de optimizacién en un espacio euclidiano RM con restricciones, donde h es una funcién
continua. Con esta formulacion, se puede atin méas reducir la dimensién del problema de manera que

s (i)

min (g (Xon), ¥, f(Xa) = h(V)) K (Xg, Xq) ! v : (6)
YeR™YQ ~
f(Xa) = 1Y)
donde usamos la notacién
N 9(71) N f(z1) — h(y1)
g <X39> = : . f(Xa)—Rh(Y) = :
g (EEN@Q) f(xNQ) - h(gNQ)

A diferencia de los sistemas estudiados en la Leccién 3, este sistema depende significativamente de la
no—linealidad de h. Por lo cual, para poder encontrar una solucién numérica, es necesario plantear una
estrategia de optimizacién adecuada, como variantes del algoritmo de Gauss-Newton (véase [2]).

En la practica, se puede usar la férmula de reconstruccién de la solucién de la EDP para realizar
un estudio numérico segtn la forma e interés de aplicacién. De igual manera, este enfoque basado en GPR
permite acceder a valores de incertiud de esta estimacion dada la informacién en los puntos de colocacion, lo
cual permite a su vez desarrollar andlisis sobre la cuantificacién de incertitudes (uncertainty quantification
o UQ, en inglés) de la EDP. No obstante, nétese que esta estrategia de modelamiento requiere una alta
regularidad de la funciéon K puesto que se accede a valores puntuales de la misma.

Observacion 2.1 La extension de esta metodologia a casos generales de EDP no—lineales sigue el plantea-
miento de sistemas de optimizacion con restricciones en puntos de colocacion (véase la seccion 3 de [2]).
Este enfoque ademds es similar al usado para aproximar soluciones de EDPs en un contexto de aprendizaje
automdtico por redes neuronales (véase [3] sobre Physics-Informed Neural Networks o PINNs, en inglés).
Sin embargo, en ese caso a pesar de ser técnicas estadisticas que otorgan resultados satisfactorios, no se
tiene un marco matemdtico completo con respecto a su estudio, lo cual es una ventaja de los enfoques basados
en GPR a través de la teoria de RKHS. Las lineas de investigacion actuales se enfocan en como disenar las
funciones nicleo K de manera que el RKHS asociado integre la mayor cantidad de informacion fisica de
la solucion de la EDP (por ejemplo, condiciones de divergencia nula, periodicidad, escalamiento o incluso
turbulencia, véase [{)]).
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