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Leccién n°5: Modelos de dispersion poblacional basados en difusién

En esta leccion se presenta una sintesis histérica de los modelos de difusién en biologia y, a partir de ella,
se abordan dos marcos de analisis: la bisqueda de estados estacionarios y la de ondas viajeras. Se pone especial
atencién en este ultimo enfoque aplicado a la ecuacién de Fisher— KPP, con énfasis en la reduccion a EDO para
la caracterizacién de perfiles y velocidades de propagacién. Para la orientacién general y varios detalles técnicos
seguimos [8, 1].

Breve contexto historico

En 1951, Skellam estableci6 una conexién fundamental entre el movimiento aleatorio de las moléculas y el de los
organismos en un medio continuo. Su idea bésica fue la siguiente: si una poblacién se reproduce a tasa constante
« y sus individuos se dispersan de forma aleatoria, entonces la densidad poblacional P(x,t) puede describirse
mediante una ecuacion de difusién con crecimiento
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donde
» D >0 esla tasa de disfusion (andloga al coeficiente de difusién),
= « > 0 es la tasa de reproduccién exponencial,
» P(x,t) denota la densidad de individuos en la posicién x y el instante t.

Para entender mejor cémo se expande la poblacion, restringimos el analisis a una dimension espacial x € R.
Suponiendo una inoculacion puntual en x = 0 a tiempo ¢t = 0 con un total de Py individuos, la solucién de (1) es
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Un aspecto sorprendente de esta expresion es que las curvas de equipoblacion
P(z,t) = P; (constante)

se alejan de la fuente original con velocidad lineal asintética. De hecho, resolviendo P(&,t) = P para grandes t se
obtiene

i(t) ~ 2vVaD t, (3)

lo que implica que el contorno de la regién colonizada crece a velocidad constante 2v/aD.

Este resultado explica por qué Skellam pudo ajustar datos reales —por ejemplo, los contornos de dispersién
de la rata almizclera en Europa Central entre 1905 y 1932— y comprobé que la raiz cuadrada del drea colonizada
crecfa linealmente con ¢ (ver Figura 1).

Desde entonces, las ecuaciones de tipo difusion—crecimiento se han ampliado para incluir efectos de competen-
cia, depredacién y capacidades de carga logisticas. Un ejemplo cldsico es el modelo de Ludwig et al. (1979) para
el gorgojo de los abetos: , ,
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donde K es la capacidad de carga, H es la semisaturacion en la respuesta funcional y £ cuantifica la mortalidad
por depredacién [7].

En la misma linea, y para subrayar la amplitud de fendmenos que pueden capturarse con marcos de difu-
sién—reaccién, surgen varios referentes histéricos. Para poblaciones microbianas, los modelos de Keller—Segel (1970,
1971) incorporan difusién aleatoria y taxis quimico, explicando patrones de agregacién guiados por gradientes de
senal [4, 5]. En ecologia de poblaciones, Gurtin y MacCamy (1977) propusieron una difusién dependiente de la
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Figura 1: Dispersion de ratas almizcleras en Europa central a lo largo de 27 afios, descrita por Skellam (1951) como
un proceso de dispersién aleatoria. (a) Contornos de equipoblacién: curvas de nivel de p(x,t) para la densidad
minima detectable. (b) Raiz cuadrada del area encerrada por estos contornos en funcién del tiempo ¢, que evidencia
un crecimiento lineal conforme al modelo de crecimiento-dispersién de la ecuacién (1). Fuente: Skellam J.G. (1951)
[9].

densidad que incrementa con el hacinamiento, dando lugar a soportes espaciales finitos y frentes con expansién
controlada [3]. En genética de poblaciones, los trabajos de Fisher (1937) y de Kolmogorov—Petrovskii-Piskunov
(KPP) (1937) mostraron que la difusién acoplada a crecimiento logistico genera ondas viajeras con velocidad
minima de invasién [2, 6]. Muchos de estos modelos no tienen solucién cerrada en toda su generalidad, pues suelen
ser sistemas acoplados de EDP, a menudo no lineales. En lugar de abordar el problema completo, se emplean
técnicas de EDOs para estudiar dos clases de soluciones: (i) estados estacionarios, que son distribuciones inde-
pendientes del tiempo, y (ii) ondas viajeras, es decir, perfiles que se desplazan a velocidad constante sin deformarse.

Ejemplo 1. Estado estacionario.

Para encontrar las soluciones estacionarias, partimos de una EDP evolutiva y fijamos 9;(-) = 0. Asi, el sistema
en tiempo continuo se reduce a EDOs en la variable espacial. Apliquemos este procedimiento al modelo de dis-
persién dependiente de la densidad de Bertsch et al. (1985), en el que el flujo de cada especie es proporcional al
gradiente del total
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donde u y v son las densidades de dos poblaciones que interactiian entre si y ki,ks > 0 son coeficientes de
sensibilidad al hacinamiento. Este mecanismo predice fenémenos de segregacion: si las especies ocupan regiones
disjuntas al inicio, tienden a permanecer separadas.

Para este ejemplo, el estado estacionario es un par (u, v) con u; = v; = 0. Entonces la ecuacién (5) queda

D[t 0y (u+v)] =0, Du[v 0z (u +v)] =0, (6)
luego integrando una vez se obtienen las constantes de flujo
u0z(u+v) = Ch, vOz(u+v)=0Cy C,02€R (7)

A partir de (7) se distinguen tres situaciones.



Caso 1: ) = Cy = 0. Se tiene u(u+v)y; =0y v (u+v), = 0. Surgen dos tipos de soluciones:

(i) Soluciones segregadas: u=0, v=Kys o v=0, u=Kj,

(ii) Soluciones miztas: (u+v); =0 = u+v =K, estoes, u=K — v,

con K, K1, Ko > 0 constantes.

Caso 2: C1 #0 y Cy =0 (o simétricamente C7 = 0, Cy # 0). Entonces v (u + v), = 0 = o bien v = 0 (y caemos
enelcaso 1) o (u+v); =0= u= K — v (de nuevo caso 1). Por tanto, las soluciones esencialmente no nuevas se
reducen al caso 1.

Caso 3: (1 #0 y Cy # 0. Ni u ni v pueden anularse. De (7),

G Gy O
(u—i—v)x—?_v = U_CQU

C:
Sustituyendo en (u + v), = =2 obtenemos la EDO
v

(1—}—2;)%:02.

Integrando,

B Cs B Cy 1/2
/Udv—m$+Cte - U(x)—<2$m+[(> R

y, por proporcionalidad,
u(z) = g; v(z).

Observacion 1 Los perfiles anteriores se han presentado en un dominio unidimensional no acotado; en dominios
finitos, su existencia y forma dependen de las condiciones de frontera. Ademds, pueden construirse soluciones por
tramos del tipo u =0 o v = 0, separadas por puntos de transicion, que particionan el dominio en regiones donde
predomina una u otra especie, configuracion conocida como segregacion.

Ejemplo 2. Ecuacién de Fisher y solucion del tipo onda viajera.

El modelo de Fisher (1937) describe la propagaciéon de un alelo ventajoso en una poblacién con difusién
aleatoria y crecimiento logistico. Sip: R x [0,00) — (0,1) es la frecuencia del alelo, su dindmica en una dimensién
viene dada por

pt:Dpxx"i'ap(l_p)v (8)

donde D > 0 es la difusividad y o > 0 mide la intensidad de la seleccién. El interés del modelo radica en que
genera frentes de invasion biolégicamente realistas.
Para encontrar una solucién de tipo onda viajera, buscamos soluciones que se desplazan con velocidad constante
v > 0 manteniendo la forma:
p(z,t) = P(2), z =z — vt.

Luego, se tiene que

dp dp d?p
Ozp = —, Op = —v —, Orap = ——
P P Yz P= a2
Sustituyendo en (8) obtenemos la EDO de segundo orden
dp d?pP
—v—=D— P(1-P).
v Tz TaP( ) (9)
Introduciendo S := — dP/dz, el problema se reduce al sistema auténomo de primer orden
dP dsS « v
—=-5 —=—=P1-P)—=5. 10
dz ’ dz D ( ) D (10)



Las nulclinas son S = 0y S = 2P(1 — P); sus intersecciones (P,S) = (0,0) y (1,0) representan los estados
homogéneos. El andlisis lineal arroja los jacobianos

P o0 -
0,00 = a/D —v/D)’ L) =\ —a/D —v/D)’

de donde se deduce que, si v > 2v/aD, el punto (0,0) es un nodo estable y (1,0) es un punto silla. En ese régimen
existe una trayectoria heteroclinica que conecta (1,0) con (0,0), lo que corresponde a un frente de onda viajera
P(z) que transita de 1 a 0 con velocidad v (véase Fig 2).

Figura 2: Forma de la onda viajera. P(z) — 1 cuando z — —oco y P(z) — 0 cuando z — +o00. Se indica el sentido
y la velocidad de propagacion.

En resumen, el método de onda viajera convierte la EDP (8) en el sistema (10), cuyo retrato de fase permite
establecer condiciones sobre v para la existencia de frentes bioldégicamente relevantes.
Para formalizar las soluciones de tipo onda viajera, partimos de la siguiente ecuacién reaccién—difusion escalar

U — Uy = f(u), t>0, zeR, (11)

con no linealidad f de clase C* que admite dos estados homogéneos u = 0y u = 1 (tipicamente f(0) = f(1) = 0).
Un ejemplo paradigmaético es el caso de Fisher /KPP, f(u) = u(1—u), que modela invasién genética o proliferacién
con difusién aleatoria.

Definicién 1 Se llama onda viajera a una solucidn de (11) de la forma
u(t,z) =v(x — ct) = v(z),

que se desplaza con velocidad constante ¢ € R sin cambiar de forma. En el contexto de invasion, diremos que la
onda conecta los estados 1 y 0 cuando

v(—o0) =1, v(400) = 0. (12)
De la Definicion 1, se tiene la siguiente ecuacion, la cual describe la velocidad de la onda ¢ y el perfil de onda

—v"(z) — cv'(z) = f(v(z)), z€R,
(13)
v(—o0) =1, v(400) = 0.
Si v resuelve (13), también lo hace v(- + a) para todo a € R. Cuando v es monétona (decreciente en el caso
1 — 0), cruza cada valor de (0,1) exactamente una vez. En particular existe un tnico x tal que v(zg) = %
Trasladando el perfil, #(z) := v(z + 2), obtenemos otra solucién con #(0) = 1.

Integrando (13) en (—L, L) y haciendo L — oo (ndtese que v’'(+00) = 0), se obtiene
o
c= / f(v(2)) dx. (14)
—o0
Por otro lado, multiplicando (13) por v'(z) y usando (3v'2)' = v"v/, resulta

d

(v/(m)Q)/ +cv(2)? + %F(v(x)) =0, F(u) := /Ou f(s)ds. (15)

N | =



Integrando en R y usando v/(+o00) = 0, se deduce

1
"(z)? = = s)ds
C/Rv(x) de = F(1) = /0 f(s)ds, (16)

en concordancia con (14) mediante el cambio s = v(z). Ademds, la igualdad (16) nos indica en el caso de la
ecuacién de Fisher/KPP y para soluciones con 0 < v(z) < 1y f(:) > 0, las dos igualdades anteriores implican que
¢ > 0. Esto significa que el estado v = 1 invade.

Una cuestiéon que surge ahora es saber cuales son las propiedades de steady states implican que se puede
conectarlos por medio de una onda viajera. Por ejemplo, en el caso de Fisher/KPP el término de reaccién cumple
f(0) >0y f'(1) < 0: el estado u = 0 es inestable, u = 1 es estable y, en consecuencia, existe una onda viajera
que conecta 1 con 0 y se propaga con velocidad ¢ > 0. La literatura ofrece numerosos ejemplos y variantes (véase,
por ejemplo, [8]).

Ejemplo 3. Modelo Fisher/KPP con temperatura de ignicién

Consideremos ahora un ejemplo més complejo que consiste en una variante del modelo de Fisher—- KPP con
temperatura de ignicién, donde el término de reaccién sélo se activa cuando la densidad supera un umbral 6 € (0,1).
Para ello sea p > 0 y consideremos la siguiente funcién no lineal a trozos

0, 0<u<i,
flu) = (17)
wl—w), 0<u<l,

Lema 1 Para f dada por (17), existe una unica solucion (c*,v) de (13) tal que v es decreciente y estd normalizada
por v(0) = 6.

Demostracién. Multiplicando (13) por v’ e integrando en R,

+oo ) ) +00 , B v=0 _ 1 W
c/ (V'(z))" do = / f(v(@)) V' (z) do = /:1 f(v)dv = /0 f(u)du = 5 (1-6)*>0, (18)

—00 —00 v
de donde se concluye ¢ > 0.

Para < 0 (v > ), se tiene que f(v) = u(1 —v). Con w =1 — v se obtiene cw’ + w” — pw = 0. El polinomio
caracteristico A\? + ¢\ — j = 0 tiene raices

—cE /2 +4pu
2 )

Ai(c) = Ay(c) > 0> A_(o),
y la solucién que decae al —oco es
v(x)=1—(1—-10) expAi(c)z, z <0. (19)
En cambio, para z > 0 (v < 6), se tiene f(v) =0, luego cv' +v”" =0y
v(x) = 0 exp —cx, x>0, (20)

usando v(+o00) =0y v(0) = 6.
Luego en x = 0, tenemos que la continuidad de v" en 0 impone

V' (07) =2 (0") <= —(1—-0)\;(c)=10c, Ay (c) = %(—c +A+ 4u) . (21)
Como d—)\+(c) = -1+ %4 < 0 para ¢ > 0, la ecuacién (21) determina de manera unica una velocidad
¢ ct+4u

¢* > 0. Con ¢ = c*, (19)—(20) definen un perfil v € C*(R) que cumple (13), v(—00) =1y v(+00) = 0.

Ademsds v'(x) < 0 para z # 0, luego v es estrictamente decreciente. Si existiera otro perfil con v(0) = 6 que
conecte 1 con 0, deberia satisfacer de nuevo (21), que fija el mismo ¢* y determina las constantes, lo que prueba
la unicidad del perfil. [ |

Observacién 2 FEn ignicion, la velocidad minima c* estd determinada por la dindmica a ambos lados del umbral
x =0 (no sdlo por la cola hacia +0); es un frente empujado.



Ejemplo 4. Modelo de Fisher /KPP con velocidad minima de onda

Como otro ejemplo analitico, para 6 € (0,1) y u > 0, considérese la funcién continua a trozos
w(l—0)u, 0<u<é,
0

fu) = (22)

Lema 2 Para f dado por (22), existe una velocidad minima ¢* = 2\/u(1 — ). Para todo ¢ > ¢*, hay una tinica
solucion (¢,v) de (13), normalizada por v(0) = 60 y con v decreciente.

Demostracién. Trabajamos con el perfil v de la onda viajera, que satisface
—v"(z) — e/ (z) = f(v(z)), xz € R,

con v(—o0) =1, v(+00) = 0y v(0) = 0. Por la identidad integral

oo
c= / f(v(z)) dz >0,
—0oQ
la velocidad debe ser positiva.
Para 2 < 0 tenemos v > 6y, por lo tanto, f(v) = pf(1—v). Si w := 1—wv, la ecuacién se vuelve w”+cw'—pf w =
0. El polinomio caracteristico A2 4+ cA — uf = 0 tiene raices

—cd /2 +4ub
PV 2C R R
La tnica solucién que decae cuando x — —o0 es
v(x) =1—(1—-0) exp{Aiz}, z <0. (23)

Para z > 0 se cumple v < 0y f(v) = u(1—60) v, de modo que v resuelve v’ +cv' + u(1 —6) v = 0. El polinomio
caracteristico A2 + ¢\ + u(1 — ) = 0 tiene dos raices negativas

—c =+ 2 —4u(l1—6
et VI a1=0) _

= 0-
[+ 5
La familia de soluciones que decae cuando z — +00 es
v(x) = Oexp{p_x} + alexp{ua} —exp{u_x}), x>0, (24)

para un parametro a € R. Obsérvese que v > 0 en [0,00) si y sélo si a > 0.
Como f es continua a trozos, el perfil debe ser C' en z = 0. La continuidad de v ya estd incorporada en
(23)—(24) mediante v(0) = 6. Igualando derivadas en & = 0 obtenemos la relacién de compatibilidad

—(1=0)As(e) = Op_()a + a(s(c) — p—(c))- (25)
Haciendo explicitas las raices

—c+ /2 +4ub
2 9

At(c) =
la igualdad (25) se reescribe como
~(1=0)|—c+ V@ + 40| = e+ /& = 4u(1 = 0)| + 20/ — 4u(1 - 0),
¢ (1=0)V/ +4p0 +6+/c2 —4u(1 — ) = 2a/c? — du(1 - 6).

Para todo ¢ > 24/u(1 — 6) el miembro izquierdo de la relacién de empalme es estrictamente positivo (la verificacién
se deja como ejercicio; pista: use /2 + 4uf > ¢ y compare términos con /¢ — 4u(1 — 6)). En consecuencia, existe
un unico a > 0 que satisface dicha igualdad. Con este valor de a, las expresiones (23)—(24) determinan un perfil



v positivo, continuo y estrictamente decreciente, con empalme C! en = 0 —esto es, v/(07) = v'(07)— y que
cumple v(—o0) =1y v(+00) = 0.

En el caso limite ¢ = 24/u(1 — ), las raices caracteristicas coinciden p = p— y el decaimiento cuando
x — 400 es del tipo z exp{u_x} (en lugar de exp{u_z}). Este umbral fija la velocidad minima

" i=2/pu(l—0).

Para todo ¢ > ¢*, la construccién anterior proporciona una tunica solucién normalizada por v(0) = 6, con v
decreciente.

Para el caso critico ¢ = ¢*, se deja como ejercicio al lector probar la unicidad de la solucion. |
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