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Leccién n°4: Decaimiento exponencial de la solucion fundamental Septiembre 2022

En esta leccién demostraremos el decaimiento exponencial de la solucién fundamental I';, del operador de
Schrodinger L = —A +V, cuando V' € RH,, /5, usando la funcién maximal de Fefferman-Phong-Shen. Ademds,
demostraremos rigurosamente que en las bolas de radio 1/m, el operador de Schrédinger se comporta muy cerca-
namente al Laplaciano.

1. Decaimiento exponencial de la solucion fundamental

Escribimos nuevamente el Teorema 3.1 de la Leccién 3. Recuérdese que la funciéon maximal de Fefferman-
Phong-Shen fue definida en la seccién 3 de la Leccién 3, y la solucién fundamental ha sido definida en la seccién
4 de la Leccién 2.

Teorema 1.1 ([She99]). Sea n > 3, V. € RH, 5, y I'r la solucién fundamental del operador de Schrédinger
L =—-A+4YV. Entonces, existen constantes €1,e2,C > 0 tal que para todo x,y € R",
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En la Leccién 3 discutimos por qué los resultados de decaimiento exponencial a priori con respecto a la distancia
de Agmon p(z,y,1/u) pueden en realidad no dar ninguna informacién de decaimiento exponencial con respecto
a la distancia Euclideana |x — y|; ésto es precisamente lo que ocurre cuando V' es muy degenerado, es decir, muy
cercano a 0 mucho tiempo. Sin embargo, la suposiciéon V' € RH,, j» implica que V' es no degenerado en un sentido
muy fuerte, y en este caso, debido al Lema 4.1 de la Leccién 3 sobre las propiedades de la funcién m, se puede
demostrar que
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cuando la distancia |z — y| es grande. Entonces, aunque no se puede decir que p(x,y, m?) es puntualmente equi-
valente a la distancia Euclideana |z — y|, si que es controlada por poderes racionales de la distancia Euclideana,
y ésto es suficiente para concluir que decaimiento exponencial con respecto a p(z,y, m?) es también decaimiento
exponencial en la distancia Fuclideana.

Por el otro lado, como en (1) tenemos desigualdades por arriba y por abajo de decaimiento exponencial de la
solucién fundamental, entonces vemos que la distancia de Agmon p(z,y, m?) controla muy de cerca el comporta-
miento real de la solucién fundamental I'y,, pero nétese que ésta no es la distancia de Agmon con respecto a la
funcién paisaje, p(x,y,1/u). Sin embargo, en la Leccién 5 veremos que, médulo constantes multiplicativas, estas
distancias son de hecho las mismas.

Ahora demostramos el decaimiento exponencial por arriba de la solucién fundamental; es decir, demostramos
la segunda desigualdad en (1). No demostraremos en estas lecciones la primera desigualdad en (1); para su de-
mostracioén, véase [She99] o [MP19].

2. Demostracién de la segunda desigualdad en el Teorema 1.1

Antes de pasar a la demostracién, vamos a introducir notacién que simplificara la argumentacién luego. Ya
hemos visto en las lecciones anteriores que usamos los simbolos ¢ y C' como constantes “universales”, cuyo valor
exacto no nos interesa tanto como si nos interesa sus dependencias sobre las variables importantes en el problema.
Ahora, si f,g > 0 son funciones, decimos que f < g si existe una constante C' tal que f < Cg. Andlogamente
definimos también f 2 g. Escribimos que f = g si se tiene que f < gy que f 2 g. Por ejemplo, el Teorema 3.2 de
la Leccién 3, el cual demostraremos mafiana, dice que 1/u~m?si V € RH, 5.



Tenemos que demostrar que

C
Pu(e,y) < o mme ™), paratodo z,y €R™. (2)

Para hacerlo, el primer paso es hacer uso de la siguiente proposicién importante.

Proposicién 2.1. Sea v € VV&)E(R”\B) una solucion débil a la ecuacion —Av+ Vv =0 en R"\B, y ¢ € C°(R")
con ¢ =0 en 2B. Sea g € CY(R") tal que g > 0 y |[Vg(z)| < Cm(x) para todo x € R"™. Entonces existe ¢ > 0 y
C > 0 tal que
m?(x)|vp|*e*9 da < C/ v?|V¢|?e* du.
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Se tiene que tener en mente que “g(x) = p(z,yo, m?)”, aunque por razones técnicas no se puede literalmente
escoger g de esta forma, y se tiene que aproximar p(z,yo, m?) por funciones acotadas y suaves. En esta leccion,
no nos preocuparemos de este detalle de aproximacion, y pretenderemos que podremos escoger g = p(x, 3o, m?).

La demostracion de la Proposicién 2.1 es cercana a la demostracion del Teorema 2.1 de la Leccién 2 sobre
el decaimiento exponencial de soluciones de Poisson al operador de Schrodinger con respecto a la distancia de
Agmon p(x,y,1/u). Pero, en este caso, se utiliza el principio de incertidumbre de Fefferman-Phong (Teorema 4.1,
Leccién 3) en vez del principio de incertidumbre de la funcién paisaje (Proposicién 5.2, Leccién 1), y se utilizan
las propiedades de la funcién m (Lema 4.1, Leccién 3), en vez de las propiedades de la funcién paisaje. Queda
como ejercicio obtener la proposicién, siguiendo el esquema aqui planteado.

Ahora nos enfocamos en demostrar la desigualdad (2). Fijamos xg,yo € R"™, con xy # yo. De hecho, sin pérdida
de generalidad, escogemos yy = 0 (ejercicio: jpor qué se puede hacer ésto sin pérdida de generalidad?). Primero,
notemos que si |zg| < C/m(0), entonces

p(x0,0,m?) < C;
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dejamos esta simple observacién como ejercicio también. Entonces, si |z| < C'/m(0), tenemos que e p(x0,0.m%) 1,
y consecuentemente,
C 1 2
FL(l”O,O) < — A — —p(x0,0,m )‘
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Ahora nos concentramos en el caso mas genérico e importante: el caso de que z¢g > C/m(0). Si C es lo suficiente-
mente grande (y siempre podemos escoger C' de esta forma), entonces podemos asumir sin pérdida de generalidad
que

B(xg,2/m(z9)) N B(0,2/m(0)) = @.

Escribamos r = 1/m(0). Como I'f(-,0) satisface la ecuacién —AT'z(-,0) + V(-)I'L(-,0) = 0 en R™\{0}, podemos
aplicar la Proposicién 2.1 con v(x) = I'(z,0), g(z) = p(x,0,m?), y una funcién ¢ € C°(B(0,2M)\B(0,7)) para
algiin M > 4r. Nétese que M puede ser arbitrariamente grande, y nos damos la libertad de escogerlo. De hecho,
pedimos de ¢ que tenga las siguientes propiedades:

0<é¢<1,  inR"
[Vo(z)| < %7 for x € B(0,2r)\B(0,r),
IVo(z)| < £, for z € B(0,2M)\B(0,M).

Una funcién como ¢ se conoce como una funcion de corte; es una técnica muy popular en andlisis utilizar funciones
de corte para localizar estimados globales.

Entonces, a partir de la Proposicién 2.1 y las propiedades de la funciéon de corte ¢, tenemos que

C
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<|z|<L2r
C
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Como el estimado anterior es correcto para M arbitrariamente grande, como la constante C no tiene dependencia
alguna en M, y como (ejercicio)

sup
M>4r

/ ]I‘L(x,O)|2dx’ < 400,
M<|z|<2M



al enviar M — oo en la desigualdad (3) y asumiendo que p(z,0,m?) < C, veremos que

C

e |FL(x,0)\2625‘)(x’0’m2) dx — 0, cuando M — oo,
M<e|<2M

lo que implica que
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Hay un problema técnico con este argumento, y es que la desigualdad p(x,0,m?) < C no es correcta para todo
x € R™. Sin embargo, si usamos g(z) = gn(z) = min{p(z,0,m?), N} en vez de g(x) = p(x,0,m?), entonces sf
tendremos que gy (z) < N; luego, se podra enviar N — oo usando el Lema de Fatou para recuperar el estimado (4).
Dejamos como ejercicio ver estos detalles. Continuando ahora, usamos que p(z,0,m?) < C cuando = € B(0,2r) y
el simple estimado |I'(x,0)| < 1/|xz|"~2 para ver que

1 2C g < ¢ vl "Lt

2 2 2ep(x,0,m?) g L o
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C
= pn—2" (5)
Escribamos R = 1/m(zp). Como B(zo,R) C {z € Q : |z| > 2r}, entonces el estimado (5) en particular

implica que

rn—2'
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Entonces,
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Usando el estimado de Moser (véase, por ejemplo, [HL11, Capitulo 4]), y las definiciiones de R y r, vemos que
T (z0,0) < C{m(wo)m(0)} 2" e—cr(z00m?), (6)
Para finalizar, usamos lo siguiente: si |x — y|m(x) > 2, entonces
p(x,y,m*)Rtt > {1+ |z — y|m(2)}. (7)
Asumiendo este resultado, es ficil ver que

|zo|m(x0) + |zo|m(0) < Csemp(fco,omﬂ).

El resultado se tiene ahora cuando se combina este estimado con (6), asumiendo que (7) es correcto. Dejamos la
demostracién de (7) como ejercicio (pista: usar la definicién de p y las propiedades de m en el Lema 4.1 de la
Leccién 3).

3. Comparacion entre I';(z,y) y I'_a(z,y) cuando |r — y| es pequeno

El siguiente estimado nos dice que en las bolas de radio 1/m, la solucién fundamental del operador de Schrodin-
ger I'1, se comporta muy de cerca a la soluciéon fundamental del Laplaciano T'g.

Lema 3.1. Sea xz,y € R", n > 4. Supongamos que |v —y| < 1/m(y) y que V. € RHy para ¢ > n/2. Entonces

Cllz —ylm(y)y* "«

‘FL(.%‘,y) - Fo(xvy” < ‘l‘ — y‘n,Q

(8)

El resultado también es correcto para n = 3, pero en este caso hay que reemplazar el exponente 2 —n/q en (8)
por un exponente ¢ € (0, min{1,2 —n/q}).
Demostracion. Tenemos la siguiente férmula:

To(z,y) =Tr(z,y) —|—/ Lo(z, 2)L'L(z,9)V(2) dz. (9)

n



Para ver formalmente por qué es correcta esta férmula, nétese que por definicién de la solucién fundamental, se
tiene que —Alg = d,,, —AI'y, +VI' = §,, y restando estas identidades, vemos que

~A(y—TL)=VTy,

por lo que usando la formula de representacién para las soluciones al operador (—A)~!, concluimos la férmula (9).
Dada esta identidad, solo debemos demostrar que

| [ Do oV de < Clle — ylm(y)* i

B |z —y|n2

Usando el estimado exponencial sobre I';, que demostramos en la seccién anterior, se tiene que

e—eP(zy, mQ)V( ) dz
Lo(z, 2)I'(z dz‘ <C 10
| poearuteny L "
Para continuar con nuestro anélisis, tenemos que romper la integral en tres partes: Escribamos r = |z — yl|, y

entonces, como

R" = B(:c,r/Q)UB(y,r/Q)U {zeR": [z —a|>r/2, [z—y| >r/2},

definimos las integrales
e_Ep(Zvyvm2)V(z) dz
Il = / n—2 n—2"
B(ar/2) 12 — 2" 22 — 9]

e=ePEYMIY (2) dz
I2 = n—2 n—2"
(wr/2) 12— 2"z =y

/ e=ePzum) Y (2) dz
I3 :=
{

zER™:|z—x|>1/2, |z—y|>r/2} |Z - 55‘”72’27 - y|niQ7

y consecuentemente, podemos re-escribir el estimado (10) como

) /n To(z, 2)T(z, )V (2) dz

< C{Il + I —l—]g}.

Ahora estimaremos cada una de las integrales Iy, Is, e I3 por separado. Empezamos con I. Primero, como ejercicio
dejamos las siguientes dos desigualdades (la primera es muy fécil, para la segunda hay que usar el hecho de que
V € RH, y las propiedades del espacio RH,, ¢ > n/2)

C V(z)d Cc 1
Il S n—2 / <Z) niQ S n—2 pn—2 / V(Z) dz.
r B(z,r/2) ‘Z - .%" r r B(z,r/2)

Ahora escribamos R := 1/m(x), nétese que R =~ 1/m(y), usando el Lema 2.4 de la Leccién 3 y la definicién de m,

tenemos que
C /rN\2-n/e 1 C /r\2n/q
< — S < —
h=im (R) Rn-2 /B(I,R) V()dz < 5ms <R) ' (1)

Véase que el estimado final en (11) es precisamente el que intentamos demostrar (una vez que escribimos lo que r
y R son por definicién), por lo que ya hemos terminado con la integral I;. Nos preocupamos ahora de la integral
I5; sin embargo, es un ejercicio muy fécil ver que ésta se controla con casi el mismo argumento que nos permitio
controlar la integral I;. El resultado final para la integral I es:

C 2-n/q
I < W(L’U - y|m(y)) :

Nos falta estudiar la integral Is. De hecho, estimaremos I3 rompiéndolo en dos partes mas: nétese que

—Ep(z,y,m2) d
I3 S C/ ‘ 2‘:_(42) :
RM\B(yr/2) 12— Y

V() d ~oCamV (2) d
< C/ (2)2;;4 * C/ : QnEf) © = I31 + I32.
5<]z—y|<2R |Z - y| |z—y|>R/2 |Z - y|




Dejamos como ejercicio obtener el siguiente estimado para la integral I3; (argumentar como lo hicimos para la
integral I):
C 2-n/q
g (e ylm)) "
31 S z — y[n—2 | ylm(y)

Nos falta I3z, en el cual ahora nos enfocamos. La idea es romper R™\ B(y, R/2) en anulos y usar el decaimiento
exponencial. Vemos que

—E(Cj)

> e~ePzvm*)V (2) dz > e
=Y [ <CY i | V(2)d
Z 2 T > @R i)

JR<|z—y|<29 TR j=1

X —e(ed) P ) ; C
< CZI TRE TR T < Zl GGl < s
Jj= =

ol) "

lo cual concluye la demostracién del estimado (8) cuando reunimos los estimados para I, I2, I31, e I32. O

Referencias

[Cha20] D. Chamorro. Espacios de Lebesgue y de Lorentz, volume 3 of Coleccion de Matemdticas Universitarias.
Amarun, 2020.

[Grald] L. Grafakos. Classical Fourier analysis, volume 249 of Graduate Texts in Mathematics. Springer, New
York, third edition, 2014.

[HL11] Q. Han and F. Lin. Elliptic partial differential equations, volume 1 of Courant Lecture Notes in Mathema-
tics. Courant Institute of Mathematical Sciences, New York; American Mathematical Society, Providence,
RI, second edition, 2011. 3

[MP19] S. Mayboroda and B. Poggi. Exponential decay estimates for fundamental solutions of Schrodinger-type
operators. Trans. Amer. Math. Soc., 372(6):4313-4357, 2019. 1

[She99] Z. Shen. On fundamental solutions of generalized Schrodinger operators. J. Funct. Anal., 167(2):521-564,
1999. 1

[Ste86] E. M. Stein. Oscillatory integrals in Fourier analysis. In Beijing lectures in harmonic analysis (Beijing,
1984), volume 112 of Ann. of Math. Stud., pages 307-355. Princeton Univ. Press, Princeton, NJ, 1986.



	Decaimiento exponencial de la solución fundamental
	Demostración de la segunda desigualdad en el Teorema 1.1
	Comparación entre L(x,y) y -(x,y) cuando |x-y| es pequeño

