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Introducciéon

A partir de la invencién del calculo diferencial por Newton y Leibniz en el siglo XVII, se modelizan los fenémenos
fisicos por medio de ecuaciones que hacen intervenir las variaciones (es decir las derivadas) de ciertas cantidades
observables (es decir funciones). Cuando todos los objetos considerados en el sistema fisico dependen de una
sola variable y cuando se consideran derivadas en esta variable, las ecuaciones obtenidas se denominan ecuaciones
diferenciales ordinarias (E.D.O.). Este tipo de ecuaciones ha sido estudiada por varios matematicos durante varios
siglos y atn existen problemas abiertos relativos a las propiedades de las soluciones de estas ecuaciones. Cuando
el fenémeno fisico observado depende de dos o més variables y cuando se consideran derivadas en estas diferentes
variables, entonces las ecuaciones resultantes se llaman ecuaciones en derivadas parciales (E.D.P.) y esta es una
rama muy activa en la investigacién de las matematicas. Antes de empezar a trabajar con ecuaciones en derivadas
parciales, es necesario recordar algunas técnicas usuales en ecuaciones diferenciales ordinarias pues algunas de
estas técnicas seran indispensables para estudiar las E.D.P.s.

1. Dos ejemplos simples como punto de partida

(i) Consideremos la ecuacién diferencial ordinaria

o(t) = 1. (1)

Lo primero que deseamos saber es qué funciones verifican esta identidad. En este caso sencillo vemos direc-
tamente que las funciones ¢ (t) =t+2y p2(t) = t+3 (y més generalmente las funciones de tipo ¢(t) = t+c¢
con ¢ € R) verifican esta ecuacién. Este ejemplo muestra que, sin mayores informaciones, esta ecuacién
diferencial tiene una infinidad de soluciones y esta situacién es bastante incomoda pues si bien estamos en
capacidad de encontrar soluciones de esta ecuacion, jcudl de todas ellas es la que nos interesa?

En este ejemplo vemos sin embargo que existe una sola solucién que verifica ¢(0) = 2. Obtenemos de esta
manera un problema de valor inicial (también llamado problema de Cauchy) que podemos escribir



y que admite una tnica solucién ¢(t) =t + 2.

— Vemos entonces que no basta con escribir la ecuacién (1) para obtener un problema bien planteado.

(ii) Sea ahora el problema de valor inicial

(1) = fe(t) = o(t)?,

2
90(1) =-1, ( )

que admite una tnica solucién dada por ¢(t) = —t~!. El problema aqui estd dado por el hecho que esta
funcion ¢ no esta definida en el punto ¢ = 0, a pesar de que el segundo miembro f es una funcién continua
(regular) en todo su dominio de definicién.

= Vemos entonces que todo resultado de existencia es necesariamente de naturaleza local y que para obtener
resultados globales serd indispensable ser més precisos. En particular, este ejemplo muestra la importancia
del dominio de resolucién de las ecuaciones diferenciales.

2. Definiciones y notaciones generales

Sea x = (21, ..., ) € R™ un vector del espacio euclideo en dimensién n > 1y definimos |z| = /2% + - -+ + 22.

Si © es un abierto de R™ (no necesariamente acotado) y si f : £ — R es una funcién, diremos que

» [ es acotada en Q si || f|lco = sup|f(z)] < +oo,
z€eQ)

» f es de clase CF(,R), con k € N, si || f|lcr = Z | D ]|, con & = (v1, ..., ay) € N un multi-indice y con
o<k

*f

n
0
la notacién || = Zaj y D*f(z) = m(w) El caso CY corresponde a las funciones continuas.
=1 o

= f pertenece al espacio de funciones holderianas C%*(€2), con 0 < s < 1, si f es una funcién continua que

verifica
[ fllcos = [Ifllco + sup Sup’f(iﬁ) - fg:v + )|
0£ye zeQ ]y|

< +o0,

» f es lipschitziana (o pertenece al espacio de Lipschitz Lip(£2)) si f es continua y verifica

W lluip = Ifllco + sup_supllE =S+
0£y€eQ z€Q Y|

“+o0.

Recordamos dos resultados que relacionan el proceso de derivacién y de integracion en una variable.

Teorema 1 (primer teorema fundamental) Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua, entonces la
funcion determinada por la expresion

Flz) = / " e

es derivable sobre el intervalo |a,b[ y para todo x €la,b] se tiene F'(x) = f(x): es decir que F es una
primitiva de f.

Teorema 2 (segundo teorema fundamental) Sea f : [a,b] — R wuna funcion continua, si ¢ es una
primitiva de f, entonces tenemos la identidad:

b
(/f@Mmzwm—¢m»

Retomaremos el estudio de ciertas propiedades de las funciones méas adelante.



3.

Teoremas de existencia y unicidad

En todo lo que sigue, I serd un intervalo (no necesariamente acotado) de la recta real R, 2 serd un subconjunto

abierto (no necesariamente acotado) de R™ y f : I x @ — R™ serd una funcién continua.

Par

Nos interesamos en estudiar las ecuaciones diferenciales de primer orden de la siguiente formas:

(1) = 5t 0(0) Q

en donde ¢ : R — Q es una funcién de clase C! en la variable t.

a poder estudiar este tipo de ecuaciones diferenciales es necesario fijar un poco de terminologia.

Definicion 1

e Una solucién del problema (3) estd dada por la pareja (J, @) en donde J C I es un intervalo de la
recta real y donde o : JJ — Q es una funcion funcién de clase C* que verifica la ecuacion (3) en todo
punto del interior de J.

o Si(tg,xo) € I x 8, resolver el problema de Cauchy asociado consiste en encontrar una solucion (J, )
del problema (3) que verifica to € J y tal que p(to) = 0.

T = f(t (1)),

¢(to) = zo-

(4)

e Si(J,p) es una solucion del problema (3), diremos que esta solucion es global si se tiene que J = I.

o Sean (J1,¢1) y (Jo,92) dos soluciones del problema (3). Diremos que la solucion (Jz2,@2) prolonga la
solucion (Ji,¢1) si se tiene J; C Jo y si para todo t € Jy se tiene p1(t) = pa(t).

e Una solucion (J,¢) es maximal si no admite ninguna prolongacion.

Con esta definicién podemos enunciar nuestro primer resultado de existencia.

Teorema 3 (Cauchy - Lipschitz) Sean «, 8 dos reales positivos y sea (to,xo) un punto de R x R™.
Definimos el conjunto Q@ C R x R™ por

Q={(t,x) eRxR": |t —ty| <, |x—mo|<p}.
Sea f: Q — R™ una funcion y sea M > 0 tal que se tenga la acotacion siguiente sobre todo punto (t,x) € Q:
[f(t,z)] < M.

Si ademds suponemos que existe una constante C > 0 tal que | f(t,x)— f(t,y)| < Clz—yl, para todo (t,x) € Q
y todo (t,y) € Q, entonces la ecuacion diferencial

9200) = 7t (1),

admite una unica solucion (J, @) que verifica:

» ¢l intervalo de existencia J de la solucion es una vecindad del punto to: J = [tg — T,to + T], con
T = min{a, %}

» esta solucion resuelve el problema de Cauchy (4) asociado al dato inicial (to,zg) y se tiene o(tog) = .

» para todo s € J se tiene que (s,p(s)) € Q.




Observacién 1

Si la funcion f es acotada y lipschitziana en la sequnda variable, entonces este resultado nos proporciona la
existencia y la unicidad de la solucion en la vecindad Q: se trata de un resultado local.

El tiempo de existencia T depende del tamano de la vecindad Q) y de la constante M, pero no depende de la
constante Lipschitz de la funcion f.

Este resultado nos dice que existe una tUnica solucion, pero veremos que no proporciona ningun meétodo
prdctico para encontrarla. Los diferentes métodos de resolucion seran estudiados posteriormente.

Demostracion.

Empezamos estudiando la existencia de la solucion.

—

1

Empezamos observando que si la funcién ¢(t) verifica ‘fl—f(t) = f(t,¢(t)), entonces esta funcién verifica el

siguiente problema integral:
t

p(t) = zo + t f(s,¢(s))ds,

y estos dos problemas son equivalentes gracias el primer teorema fundamental del cdlculo. Nétese ademas
que la funcién ¢(t) esté bien definida.

Vamos entonces a construir una solucién de este problema integral.

Sea T = min{a, %} Definimos para todo k£ > 1 una sucesién de funciones ¢y : J — 2 de la siguiente
forma:
@o(t) = o,
t ()
pr(t) =zo+ [ f(s,or-1(s))ds  conk =1yt —to| <T.

to
En particular, cada funcién ¢ también esta bien definida.

Verifiquemos que para todo k € N y para todo tiempo s tal que |s — to| < T se tiene que (s, pr(s)) € Q.

e si k=0 se tiene que (s, po(s)) € Q,
e Supongamos que se tiene esta propiedad para k — 1 y mostremos que esta propiedad se mantiene en
k = 1. Estudiamos entonces:

Foplends| < M —w) < T <m0 = ©

to

lon(t) — @o(t)] <

de donde se deduce que (s, ¢i(s)) € Q para todo k > 1.

e Esto muestra que para todo k € N, la sucesién (s, px(s))ren pertenece al conjunto Q.

Mostremos ahora que la sucesién (¢ (t))ren €s convergente para un cierto t fijo tal que [t — tg| < T'. Para
ello estudiamos la cantidad |¢x(t) — @x—1(t)| y tenemos:

Ck*l ’t _ tO ’k
k!
Para mostrar esta desigualdad procederemos por induccién. En efecto, se tiene esta estimacién cuando k£ = 1

por los calculos precedentes realizados en (6), de manera que podemos suponer que se tiene esta acotacién
para k — 1 y vamos a verificarlo para el valor de k y para ello escribimos:

k() — pr—1(t)] < M E>1.

t

rt) = pr ()] = ‘<$0+ tf(s,sok_l(s»ds)—(xw f(g,wk_Q(s»dS)‘

tt F(5, 0r1(5)) — £, 0ra(s))ds
t
F(5, 9rr(s)) — £(5, pra(s))] ds,

to

IN



recordando que la funcién f es lipschitziana en la segunda variable obtenemos

t

lor(t) — ep1(t)] < C t | or—1(8) — pr—2(5)| ds,

usamos ahora la hipdtesis de induccién para obtener

t k-1 ‘S . to‘k_l Ckfllt N t()’k Ck—17k
t)—pr_1 ()| < C M d M <M .
lpr(t) — pr-1(t)| < \ =1 s < x < o

A

— Con esta estimacién notamos que se tiene la convergencia uniforme de la sucesién (¢x)gen en el intervalo
[to — T,to + T] = J hacia una funcién ¢, continua, y tal que |@(t) — @o(t)| < B.

—> Dado que pr — ¢ y que la funcién f es lipschitziana en la segunda variable, se tiene para todo s € J que
f(s,0r(s)) — f(s,¢(s)) uniformemente.

—> Podemos entonces pasar al limite en (5) para obtener
t
o(t)=xz0+ [ f(s,0(s))ds con [t —to| <T.
to
Hemos entonces construido una solucién del problema: ¢ es una funcién de clase C! tal que ¢(tg) = z¢ y tal
d
que 7 (t) = f(t, ¢(t)).

Ahora es necesario estudiar la unicidad de la solucion.

= Supongamos que @ es una funcién que verifica la ecuacién %‘f(t) = f(t,¢(t)) y es tal que @(tg) = x¢ y ademds
es tal que para todo s € J se tiene (s,@(s)) € Q. Por lo anterior tenemos entonces que ¢ se escribe de esta

forma .

o(t) =x0+ [ f(s,0(s))ds con |t —to| <T.
to

— Tenemos entonces

lp(t) =@ < [ [f(s,0(s)) = f(s,0(s))lds

to

Dado que la funcién f es lipschitziana se obtiene

— Si notamos ¢(t) = |p(t) — @¢(t)|, vamos a necesitar el siguiente lema:

Lema 1 (Gronwall) Sea ¢ : [a,b] — RT una funcién continua y sea c € [a,b]. Si existen dos constantes
positivas A y B tales que
t
/ o(s)ds
Cc

P(t) < AePlt—el para todo t € [a,b].

o(t) <A+ B , para todo t € [a,b],

entonces se tiene la mayoracion

Aplicando este resultado con A = 0, obtenemos que ¢(t) = |p(t) — ¢(t)| = 0 para todo ¢t € J, de donde se
obtiene la unicidad de la solucion.



Terminamos la prueba del teorema con la demostracién del lema de Gronwall.

Prueba del Lema 1. Supongamos ¢ > ¢y definamos F'(t) por medio de la expresién F(t /
Tenemos en particular que F' € C! y que ¢(t) < F(t) para todo t € [c,b] y ademds se tiene F'(t ) < B¢(t) < BF(t).
A partir de estos hechos se deduce

d

= ( —Btp(t )) e Bt (F’( ) — BF(t)) <0, para todo t € [c, b],

y entonces se tiene e B F(t) < e B¢F(¢) = Ae~ B¢ de donde obtenemos que ¢(t) < F(t) < AeB(t—).

Para el caso cuando t < ¢, definimos G(t) = A + B/ #(s)ds. Se tiene que G € Cl, ¢(t) < G(t) y

t
G' = —B¢ > —BG de donde se obtiene %(eBtG) > 0, lo que implica que eB'G(t) < eB°G(c), es decir que
se tiene ¢(t) < G(t) < AeBle—h), [

El teorema de Cauchy-Lipschitz nos proporciona la existencia y la unicidad de soluciones de ecuaciones dife-
renciales ordinarias bajo la hipotesis que la funcién f es lipschitziana.

Es posible relajar esta hipdtesis y suponer que la funcion f es solamente continua, pero en este caso se pierde
la, unicidad.

Teorema 4 (Arzela-Péano) Sea (tp,z9) € R x R" y sean «, [ dos reales positivos.
Definimos el conjunto Q@ C R x R™ por

Q={(t,x) eRxR": |t —to| <, |x—mo|<p}.

Sea f : Q — R™ una funcion continua y sea M > 0 tal que se tenga la acotacion siguiente sobre todo punto
(t,x) € Q:
[f(t,z)] < M.

Entonces la ecuacion diferencial

1) = 1t 0(0)

admite una solucion (J,¢), no necesariamente unica, en donde J = [tg — T,to + T] con T = min{«, %} Y
tal que p(ty) = xp.

Observacién 2 Si relajamos la hipdtesis de lipschitzianidad de la funcion f y solo suponemos que esta funcion
es continua, podemos aun obtener una solucion de la ecuacidn diferencial %f(t) = f(t,o(t)), pero perdemos la
unicidad.

Ejemplo. Consideremos el siguiente problema de Cauchy:

dy 2
= 3t
dt ?
v(0) =0

La funcién ¢3 es continua, pero no es lipschitziana, de manera que podemos esperar obtener una solucién, pero no
se puede esperar tener la unicidad. En efecto: ¢(t) = 0 es una solucién sobre J = R de esta ecuacién diferencial y
@(t) = t> también es una solucién de esta ecuacién diferencial sobre .J.

Observacion 3 Con estos dos resultados vemos que, inclusive en el caso relativamente simple de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, hay que tener mucho cuidado al estudiar la existencia y la unicidad de las soluciones.



Este problema se amplifica cuando se estudia las ecuaciones en derivadas parciales en donde a veces el simple
hecho de estudiar la existencia y/o la unicidad puede ser un problema muy complicado.

Moraleja: antes de lanzarse en teorias complicadas, en métodos de resoluciéon y en otras aventuras, es
indispensable asegurarse que los objetos de los cuales se trata de decir algo ezisten.

4. Métodos de Resolucion

Ahora que hemos visto con los dos teoremas anteriores las condiciones necesarias para obtener la existencia
de soluciones de cierto tipo de ecuaciones diferenciales ordinarias, vamos a hacer un recuento rapido de algunos
métodos de resolucién.

Nuestro objetivo aqui no es el de hacer una descripcién completa de las E.D.O., sino més bien de recordar un
par de técnicas que seran utilizadas posteriormente al estudiar las ecuaciones en derivadas parciales.

4.1. Ecuaciones lineales homogéneas de primer orden

Sea I un intervalo de la recta real y sea @ : I — R una funcién continua. Consideramos la ecuacién
diferencial ordinaria

#'(t) + a(t)p(t) = 0.

La solucién de esta ecuacién estd dada por las funciones ¢ : I — R que se escriben de la forma ¢(t) =
Ae=4®) en donde A € R y donde la funcién A(t) es una primitiva de la funcién a(t).

En efecto, se tiene
O tap=0 (go'Jrago)eA:O — (pet) =0 <= MeR:pet =X <= MeR: p=Ar""
Observacién 4

s Notese que al no haber especificado un valor inicial, lo que se obtiene es una infinidad de soluciones para-
metradas por el indice \ € R.

» La existencia de las soluciones estd asegurada por el teorema de Cauchy-Lipschitz pues la funcion f es de
la forma f(t,(t)) = a(t)p(t) y es por lo tanto lipschitziana en la sequnda variable.

4.2. Ecuaciones lineales de primer orden con segundo miembro

Muy a menudo es necesario estudiar ecuaciones de la forma
¢ (t) + alt)p(t) = b(t), (7)
donde a,b : I — R son funciones continuas.
La solucién de este tipo de ecuaciones sera construida como la suma de la solucién g de la ecuacién homogénea
¢'(t) + a(t)e(t) =0,
con una solucién particular ¢ de la ecuacién (7).
Para ello utilizaremos el siguiente método:

—> Sea g una soluciéon no nula del problema homogéneo.

—> Buscaremos una solucién particular del problema (7) de la forma ¢ = vy en donde v : I — R es una
nueva funcion.



— Tenemos

¢ 4+ap=>b <= (vo+v0) +aypo=b < o =0,

se obtiene entonces v/ = % de donde se deduce « por primitivacién.

= De esta manera hemos obtenido la solucién particular ¢ = vy buscada.

= La solucién final de la ecuacién diferencial con segundo miembro es entonces ¢ = g + @.

Este método se conoce como el método de la variacion de la constante.

Observacién 5

4.3.

» De la misma manera que en el caso homogéneo, al no haber especificado un valor inicial, existe una infinidad
de soluciones de este problema con sequndo miembro.

» La ecuacion (7) también se puede escribir de la forma
@' (t) = f(t, (1)),

donde f(t,p(t)) = b(t) — a(t)p(t). Estamos en el marco del teorema de Cauchy-Lipschitz pues esta funcion
es lipschitziana en la sequnda variable.

Ecuaciones lineales homogéneas de segundo orden

Sea I un intervalo de la recta real y sean a,b € R dos reales no nulos. Consideramos la ecuacion diferencial
ordinaria

O () 4 ag' (t) + bp(t) = 0.

A esta ecuacién asociamos la ecuacién caracterfstica r?> + ar +b = 0, conr € K, notaremos su
discriminante A = a® — 4b.

La solucién de esta ecuacién esta dada por las funciones ¢ : I — R que son dos veces derivables tales que:

= si la ecuacion caracteristica admite dos soluciones 71 y 79 distintas, entonces

() = Me™t + Xoe™ con \; € K,parai=1,2.

» si la ecuacién caracteristica admite una sola solucién (—a/2), entonces

o(t) = (Xt +p)e~2t,  con A\ p e K.
» si la ecuacién caracteristica no admite solucién (A < 0), entonces
o(t) = e~ 2t ()\ cos(V—A/2t) + psin(v—A/2 t)) ,

con A\, pu € K.

4.4. Ecuaciones lineales inhomogéneas de segundo orden

Si el segundo miembro es de la forma P(x)ef® donde P es un polinomio de grado n y k € R, entonces se
tiene:

= Si k no es solucién de la ecuacién caractéristica, entonces se buscaran soluciones del tipo Q(w)ek‘” ,
donde deg(Q) = deg(P),

= Si k es una raiz simple de la ecuacién caractéristica, entonces se buscaran soluciones del tipo Q(m)ek‘”,
donde deg(Q) = deg(P) + 1,

= Si k es una rafz doble de la ecuacién caractéristica, entonces se buscaran soluciones del tipo Q(x)e*?,
donde deg(Q) = deg(P) + 2.




La solucion general de las ecuaciones de segundo orden inhomogéneas, serd entonces la suma de la soluciéon
homogénea con la solucién obtenida por el método anterior.

4.5. FEcuacion de Bernoulli

Estas ecuaciones son de la siguiente forma.

Si A,B,C : I — R son funciones continuas, el problema consiste en resolver la ecuacién diferencial

A®)¢'(t) + B(t)p(t) + C(H)¢" (1) = 0, (8)

cona#0ya#l.

©'(t)
«(t)"

1—

— para ello consideramos el cambio de variable y(t) = ¢ ~%(t), de manera que y/(t) = (1 — «)

A

= al dividir la ecuacién (8) por ¢ y usando este cambio de variable se obtiene la ecuacién

1
l1—«a

At)y'(t) + B(t)y(t) + O(t) = 0,

que es una ecuacion lineal de primer orden.

— Vemos con esta pequena leccién introductoria que inclusive en las ecuaciones diferenciales ordinarias existen
problemas de:

= existencia de soluciones,
= unicidad de soluciones,
y que la solucién de estos dos problemas no necesariamente proporciona un método sencillo para resolver la ecua-

cion.

= Todos estos problemas también apareceran al estudiar las ecuaciones en derivadas parciales.



