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Ejercicio 1 — Principio de Dirichlet

Sea u : Rn −→ R una función regular que se anula al infinito aśı como todas sus derivadas (notaremos este
espacio por S(Rn)) y sea L una funcional definida sobre este tipo de funciones. Diremos que la derivada de L en
el sentido de Fréchet, con respecto al vector h ∈ S(Rn) está dada por

L(u + h)− L(u) = 〈L′(u), h〉+ o(‖h‖), con ĺım
h→0

o(‖h‖)
‖h‖

= 0.

Consideremos la funcional

L(u) =
1

2

∫
Rn

|∇u|2dx,

en donde u : Rn −→ R es una función regular que se anula al infinito.

1. Verificar que se tiene la identidad
1

2

∫
Rn

|∇(u + h)|2dx− 1

2

∫
Rn

|∇u|2dx =

∫
Rn

(−∆u)hdx +
1

2

∫
Rn

|∇h|2dx.

2. Deducir que L′(u) = −∆u.

Ejercicio 2 — Acción Lagrangiana y ecuación de Euler-Lagrange para la ecuación de ondas

Consideramos la acción Lagrangiana L(u) =

∫
R

∫
Rn

−1

2

(
∂tu
)2

+
1

2
|∇u|2dxdt.

1. Calcular L(u + h)− L(u).

2. Deducir que L′(u) = ∂2
t u−∆u.

La ecuación de Euler-Lagrange L′(u) = 0 asociada a la acción Lagrangiana L es la ecuación de ondas.

Ejercicio 3 — Traslación en el tiempo

En el marco del ejercicio anterior, consideramos la transformación Tε(u)(t, x) = u(t + ε, x).

1. Mostrar que se tiene L(Tε(u)) = L(u).

2. Comprobar que T0(u) = u y que ∂εTε(u)|ε=0 = ∂tu.

3. Recordando que gracias al ejercicio anterior se tiene L′(u) = ∂2
t u−∆u, obtener que

L′(u)∂εTε(u)|ε=0 = ∂t

(
1

2
(∂tu)2 +

1

2
|∇u|2

)
−

n∑
i=1

∂i(∂tu∂iu)

4. Recordando que las funciones u son regulares y se anulan al infinito, deducir que se tiene la identidad∫
Rn

L′(u)∂εTε(u)|ε=0dx =

∫
Rn

∂t

(
1

2
(∂tu)2 +

1

2
|∇u|2

)
dx.

5. Calcular (∂ε[L(Tε(u))])|ε=0
y utilizando la primera pregunta, obtener que esta cantidad es nula.

6. Obtener que la cantidad

E(u) =

∫
Rn

(
1

2
(∂tu)2 +

1

2
|∇u|2

)
dx,

es constante en el tiempo.

La cantidad E(u) es la enerǵıa del sistema asociada a la ecuación de ondas, y vemos que esta cantidad se conserva
en el tiempo.
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Ejercicio 4 — Traslación en el espacio

En el marco del Ejercicio 2, consideramos la transformación Tε(u)(t, x) = u(t, x1, ..., xk + ε, ..., xn).

1. Mostrar que se tiene T0(u) = u y L(Tε(u)) = L(u).

2. Comprobar que el multiplicador ∂εTε(u)|ε=0 asociado a esta transformación es ∂xk
u.

3. Obtener la identidad

L′(u)∂εTε(u)|ε=0 = ∂t(∂tu∂xk
u)− ∂tu(∂t∂xk

u)−
n∑

i=1

∂2
xi
u∂xk

u.

4. Por medio de cálculos adicionales, expresar esta cantidad como la suma del primer término y diferentes
funciones escritas como divergencias.

5. Obtener que la cantidad ∫
Rn

∂tu ∂xk
udx

es conservada en el tiempo. A esta propiedad se la conoce como la conservación del momento.
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