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1. Introducciéon

El objetivo de esta leccién es hacer una rapida introduccién a las ecuaciones de Navier-Stokes en todo el espacio
R3.

Antes de entrar en el estudio de estas ecuaciones conviene fijar las siguientes notaciones y definiciones:

e De ahora en adelante trabajaremos con funciones vectoriales @ = (uy,ug;u3) : R® — R3, donde w; :
R? — R para i = 1,2,3, y conviene fijar la siguiente notacién: dado un espacio funcional (E, || - ||g) (con
||z — [0, +00[ una norma o semi-norma definida sobre E) diremos que la funcién vectorial @ = (u1, ug, us)
pertenece al espacio E, lo que notaremos como u € FE, si solo si u; € E para i = 1,2,3. Se tiene ademaés

3
il = |l s
=1

e Dadas dos funciones vectoriales @ = (uq,ug,u3) y ¥ = (v1,v2,v3) definimos su producto tensorial @ ® ¥ como
la matriz
U1v1r U1v2 uUiv3
URUT= | ugvy ugvy U3
u3v1r U3v2 UuU3v3

e Dada una funcién vectorial 4 = (u1,u9,us) y el operador gradiente V definido por 6@ = (O1p, Oap, D3),

=

definimos el tensor de derivadas V @ @ como la matriz

81161 81u2 61U3
V®u=|0wu Ouz 0Oous
63U1 33UQ 63u3

e Dado un espacio funcional (E, | - ||g) y dos funciones vectoriales , ¥/, se tiene 4 ® ¥ € E si y solamente si

3
u;v; € E para todo 4,j = 1,2,3, y se tiene ademés ||4 ® U||g = Z |uivi || E-

ij=1
De igual manera se tiene V®@ieEsi y solo si Qju; € E para todo 7,5 = 1,2,3, y se tiene ademds
3
IVeile =Y 0wle
ij=1



2. Presentacion de las ecuaciones de Navier-Stokes

Las ecuaciones de Navier-Stokes son un sistema de ecuaciones en derivadas parciales que describen matemati-
camente el movimiento de los fluidos viscosos a través del estudio de su campo de velocidad. Estas ecuaciones se
escriben de la siguiente forma:

Ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles:
Oyt = vAT — (- V)i —Vp+ f, div(@) =0, div(f)=0, v >0, sobre]0,T[xR3, Q
1
U(O, ) = ﬁo, div(ﬁo) = 0.

En estas ecuaciones la velocidad del fluido % : [0,T[xR?> — R3 y la presién de fluido p : [0, T[xR?® — R
son las incdgnitas mientras que la fuerza exterior que se ejerce sobre el fluido f : [0, T[xR3 — R3 y la velocidad
del fluido en el tiempo t = 0: iy : R> — R3 son los datos del problema.

Describamos rapidamente cada termino de estas ecuaciones:

e La derivada con respecto al tiempo de la velocidad
o = (atUb 615“27 8tu3)7

describe la evolucion del fluido en el transcurso del tiempo: como dato del problema conocemos la velocidad
del fluido en el instante t = 0:
(0, ) = o,

y entonces queremos conocer la velocidad del fluido en un tiempo ulterior ¢ €]0, T'[: @(t, -). Se tratan entonces
de ecuaciones de evolucion.

e El término de difusion de estas ecuaciones estd dado por
VAU = v(Auy, Aug, Aug),

donde v > 0 es la constante de viscosidad del fluido. Este término de difusién modela la propagacién (o
difusion) del fluido cuando este se derrama y la constante de viscosidad v > 0 es un pardmetro que mide la
intensidad con la que el fluido se derrama. Por ejemplo, la miel es mas viscosa que el agua y por lo tanto
tiene mayor resistencia al derramamiento.

Desde el punto de vista matematico la palabra difusion se entiende en el sentido de la ecuacién del ca-
lor: si escribimos
ou = vAu,

obtenemos la ecuacién del calor.

Dado que nos interesamos unicamente en un estudio matematico de las ecuaciones de Navier-Stokes y
no es un estudio fisico de estas ecuaciones supondremos de ahora en adelante v = 1.

e El término de transporte de estas ecuaciones viene dado por

3 3 3
(u . V)u = E ujc‘)jul, E ’U,jajUQ, E ujé)jug y
j=1 J=1 j=1

y este término modela el movimiento (o desplazamiento) del fluido. Este término da el cardcter no lineal a
las ecuaciones de Navier-Stokes y ahora explicaremos (rdpidamente) por qué este término vuelve dificil el
estudio de estas ecuaciones. Recordemos que la ecuacién de transporte lineal se escribe como

dit = (B - V)i, (2)

\V]



y esta ecuacion describe la forma en que se mueve el fluido con respecto al campo de velocidad B que es un
dato del problema (2).

En el caso de las ecuaciones de Navier-Stokes, la ecuacién de transporte asociada se escribe como
ol = (u - V),

y tenemos ahora una ecuacién no lineal. Esto significa que la forma en que se mueve el fluido depende de la ve-
locidad del mismo fluido y esto hace dificil el estudio (matematico y fisico) de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Dado que las ecuaciones de Navier-Stokes poseen un término de transporte y un término de difusién se
tratan de ecuaciones de transporte-difusion.

e El gradiente de presién esta dado por el término

Vp = (01p, O2p, O3p),
y este término describe las fuerzas internas de repulsion entre la moléculas del fluido.

e Como ya se menciond, toda fuerza externa que actia sobre el fluido, como por ejemplo la gravedad en el
caso de una cascada de agua o las hélices de un barco en el agua, estd descrita por el término

—

f=(f1, f2, f3),

que es un dato del problema.

e Finalmente, la condicién de divergencia nula de la velocidad del fluido, dada por la ecuacién
3
dZU(ﬁ) = Z&Zul = 0,
i=1

describe el cardcter incompresible del fluido: el espacio ocupado por una cantidad del fluido en un instante
de tiempo t; puede cambiar de forma al instante de tiempo ty pero no cambia de volumen. El agua es un
ejemplo de fluido de fluido incompresible mientras que el aire es un ejemplo de un fluido compresible.

= FEn este curso consideraremos siempre fluidos incompresibles y veremos ademas cémo la condicién de diver-
gencia nula (div(#) = 0) es de gran utilidad desde el punto de vista matematico. Actualmente, hay una parte
muy activa en la investigacién sobre las ecuaciones de Navier-Stokes donde se estudia (mateméticamente) las
propiedades de estas ecuaciones pero en el caso de fluidos compresibles cuando no se dispone de la hipdtesis
div(@) = 0.

= Por otro lado, para simplificar los calculos que haremos de ahora en adelante, supondremos que la fuerza
exterior f es también una funcién vectorial a divergencia nula:

=

div(f) = 0.

Sin embargo, es importante sefialar que todos los resultados que expondremos sobre las ecuaciones de Navier-
Stokes que expondremos en este curso son totalmente validos en el caso mas general cuando la fuerza f no
es a divergencia nula.

Una consecuencia importante de la hipétesis de incompresibilidad del fluido (div(@) = 0) es la siguiente: recorde-
mos que en las ecuaciones de Navier-Stokes (1) se tienen dos incégnitas que son la velocidad del fluido (¢, z) y su
presion p(t, z). Veremos a continuacién que gracias a la ecuacion div(i) = 0 estas dos incégnitas estan fuertemente
relacionadas.

En efecto, supongamos por un momento que @ y p son solucién de las ecuaciones (1), supongamos ademds que las



funciones @ y p son suficiente regulares. Puesto que u y p verifican las ecuaciones (1) al tomar el operador div(-)
a cada lado estas ecuaciones se tiene

div (@4i7) = div (vAG — (@ - V)i — Vp + f)

y entonces escribimos

=

4 (div(@)) = vA(div(@)) — div((@ - V)@) — div(Vp) + div(f).

Observemos ahora que, como div(i) = 0 entonces se tiene dy(div(@)) = 0 y vA(div(d)) = 0. Ademds hemos

=

supuesto div(f) = 0 y entonces en la identidad anterior se tiene
0 = —div((@ - V)@) — div(Vp),
y como se tiene div(ﬁp) = Ap, entonces podemos escribir
Ap = —div((@ - V)@). (3)

Esta informacion es muy importante pues nos dice que las incégnitas de las ecuaciones de Navier-Stokes: 4 y p,
estdn relacionadas por la ecuacién (3). De manera més precisa, en esta ecuacién podemos observar que si cono-
cemos la velocidad 4 entonces obtenemos directamente la presién p dada como una solucién de la ecuacién de
Poisson lineal y no homogénea (3).

Ahora que hemos presentado (muy réapidamente) las ecuaciones de Navier-Stokes incompresibles, en la siguiente
seccion enunciaremos algunos resultados cldsicos sobre sobre la existencia de soluciones de estas ecuaciones.

3. Principales resultados sobre la existencia de soluciones

Se quiere resolver el siguiente problema tambien conocido como problema de Cauchy para las ecuaciones de
Navier-Stokes:

Problema 1 Dados los siguientes datos:
o Un tiempo Ty > 0 (en donde también podemos tomar Ty = +00),
e una fuerza exterior f : [0, To[xR® — R3,
e Un dato inicial iy : R? — R3,

Se quiere encontrar un tiempo 0 < Ty < Ty y dos funciones i : [0,T1] x R — R3 yp: [0,T1] x R? — R
tales que el par (i, p) verifique las ecuaciones de Navier-Stokes (1).

Si se tiene T7 = Ty decimos que la solucién (@, p) es global en tiempo mientras que si se tiene 71 < Ty deci-
mos que la solucién (i, p) local en tiempo.

Exponemos a continuacién (en orden cronoldgico) un muy breve panorama general de los principales resultados
que se conocen hasta el momento cuando se quiere resolver el Problema 1. Es importante sefialar que unicamente
enunciaremos estos resultados y no insistiremos en ningtn detalle técnico. En este sentido no se trata de un estudio
riguroso sino mas bien divulgativo.

3.1. Soluciones clasicas (1911)

La existencia de soluciones clasicas de las ecuaciones de Navier-Stokes esta dada basicamente por los trabajos
del matemético sueco Carl Ossen publicados en el afio 1911 y se tiene el siguiente resultado:



Teorema 1 (Soluciones clasicas) Sea Ty > 0 y sean los datos f y Uy tales que:

=

e para todo multi-indice [a] < 2 la funcidn 9°f es continua sobre [0, Ty[xR3 y div(f) = 0,

o sup  sup(Ll+|z|)[0ef(t,x) < +oo,
t€[0,To[,z€R3 [a]<2

e para todo multi-indice [a] < 2 la funcion 0%y es continua sobre R? (es decir iy € C2(R3)) y div(iiy) =
0,

e sup sup |(1+ |z|)|0%tp(z)| < +oo.
z€R3 [a]<2

Eziste un tiempo 0 < Ty < Ty (suficientemente pequeno) y (4, p) una dnica solucion de las ecuaciones de
Navier-Stokes (1) tal que

e para todo multi-indice [a] < 2 la funcion % es continua sobre [0, Ty [xR3

o sup  sup (1 + |z|)|0%u(t, z)| < +oo,
te[0,Ty [,z€R3 [a]<2

para todo multi-indice [a) < 2 la funcion d%p es continua sobre [0, Ty[xR3,

. sup sup (1 4 |z])|0%(t, x)| < +o0,
te[0,T) [,zeR? [a]<2

la funcidn Oyt es continua sobre [0, T)[xR3.

= En este primer resultado podemos observar que se tratan de soluciones cldsicas en el sentido que todas la
derivadas que se consideran aqui arriba son derivadas en el sentido clésico.

= En el ano 1911, donde se publicé este resultado, aun no se habia desarrollado la teoria de soluciones débiles
(y derivadas débiles de una funcién) por lo que este teorema fue demostrado usando herramientas clasicas
del calculo diferencial.

= La solucién que se obtiene (i,p) es tnica y las funciones i y p son de clase C! con respecto a la variable
temporal y de clase C? con respecto a la variable espacial.

= Es muy importante notar que en este resultado se tiene una solucién local en tiempo definida sobre el inter-
valo de tiempo [0, T7[. Se tiene entonces la siguiente dicotomia:

B Dado el tiempo Ty > 0 existen soluciones clasicas pero en un tiempo muy pequeno 0 < 717 < Tp.

B Si queremos construir soluciones clasicas definidas para todo tiempo t € [0,7p[ (es decir soluciones
globales en tiempo) entonces, en el estado actual de nuestros conocimientos, necesitamos que los datos
del problema (f, ) sea pequenos:

sup sup (14 |2|")[05 f(t.2)| <oy sup sup (1 +[a]")[a5 f(t, )| < o,
te[0,To[,z€R3 [a]<2 te[0,To[,z€R3 [a]<2

donde g9 > 0 es una constante suficientemente pequena.

= El problema de construir soluciones clasicas globales en tiempo y sin controlar el tamano de los datos ( f, o)
es hasta la actualidad un problema abierto.



= Tampoco sabemos si existen datos (f, ) tal que la solucién (i, p) asociada a estos datos presente una
explosion en tiempo finito y entonces no sea solucién global en tiempo.

3.2. Soluciones débiles (1934)

En el ano 1934 el matemdtico francés Jean Leray publica un revolucionario trabajo sobre la existencia de
soluciones débiles de las ecuaciones de Navier-Stokes. En su memoria intitulada “Fssai sur le mouvement d’un
fluide visqueuzr emplissabt ’espace” J. Leray introduce dos nociones fundamentales que abrieron la puerta al
estudio moderno de las ecuaciones en derivadas parciales:

B la nocién de derivada débil (que J. Leray llamé quasi-derivada) y la nocién de espacio de Sobolev (lo que
actualmente conocemos como el espacio H!(R?)).

B la nocién soluciéon débil de una ecuacion en derivadas parciales.

Con estas herramientas completamente innovadoras para la época Jean Leray muestra la existencia de soluciones
débiles globales en tiempo de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Enunciaremos este resultado en su version moderna usando como herramientas de base los espacios de Lebes-
gue y de Sobolev introducidos en las lecciones precedentes y para ello conviene fijar la siguientes definiciones: sea
una funcién vectorial @ : [0, Tp] x R? — R? entonces:

e Dados los parametros 1 < p,q < +oo se tiene @ € LP([0, Tp], LY(R?)) si y solo si

1

</0TO 185(15,.)”%pdt)§ _ </0To (/RS |¢(t,x)|q>5dt> b e

cuando 1 <p<+o0oy 1< g<4o0;y

sup |[F(t, )|l za < +oo0,
tE[O,T()]

cuando p = +o0 y 1 < g < 4o00.
e Dados los pardmetros 1 < p < 400 y s € R se tiene @ € LP([0,Ty], H*(R?)) si y solo si

T -
(/ Hso(t,-)H”sdt> < +oo,

sup [|G(t, )| s < +o00,
tE[O,T()]

cuando 1 < p < +o0; y

cuando p = +o0.

Se tienen las mismas definiciones cuando en lugar de un espacio de Sobolev no homogéneo H* (R3) con-
sideramos un espacio de Sobolev homogéneo H*(R3) con s € R.

Teorema 2 (Soluciones débiles) Sea Ty > 0 y sean los datos f y iy tales que:
o e L2([0,To] H'(R?) y div(f) = 0,
o iy € L3(R3) y div(iiy) = 0.

Entonces existen dos funciones @ € L([0,Tp], L*(R*))NL3([0, Tp), H (R%)) y p € L*([0, Ty], H_%(]R?’)) tales
que:

e ¢l par (u,p) es una solucion débil de las ecuaciones de Navier-Stokes (1),

e la velocidad U verifica ademds la siguiente desigualdad de energia: para todo tiempo t € [0, Ty] se tiene:

—

t t
Hﬁ(tv ')HL2 + 2/(; H’II(S, )Hi]lds < HUOHL2 + QA <f<t7 '>7ﬁ(t7 ')>H*1><H1dt- (4>




= En este resultado observamos que a partir de los datos ( f, ip), que no son regulares como en el Teorema 1
pues se tiene f € L2([0, Ty], H 1 (R3)) y iy € L*(R3?), se puede construir una solucién débil de las ecuaciones
de Navier-Stokes, es decir, la solucién (i, p) verifica estas ecuaciones pero en el sentido de las distribuciones
y no en el sentido cldsico como en el Teorema 1.

= Es muy importante senalar que se obtienen soluciones débiles globales en tiempo sin ningtn control suple-
mentario sobre los datos (f, ) y esto se debe a la desigualdad de energia (4): a partir de esta desigualdad
y usando la de desigualdad de Gronwall se tiene la siguiente estimacién: para todo t € [0, Tp]

t To
e Moa 2 [ fits, s <™ (Nl + [ 170 ar)

Observemos que la cantidad a la derecha de esta estimacién no depende del tiempo ¢ y esto induce un
t

control uniforme de la cantidad a la izquierda: ||u(¢,-)| 2 + 2/ ||(s, ‘)”i‘pd& lo que impide que haya una
0

explosién en tiempo finito de la norma de la velocidad @ en el espacio L>([0,T], L?(R?)) y en el espacio

L2([0,T], H'(R?)) para todo tiempo 0 < T < Ty.

En efecto, para todo tiempo 0 < T < Ty podemos escribir
T oo 2
sup [t < (ol + [ 176wt
te[0,T] 0

donde observamos que la norma ||| 1 ((o,7],.2(r3)) esté bien controlada.

De igual manera, para todo tiempo 0 < T < Ty podemos escribir

T To
2 /0 li(t, |13t < o (nﬁoHLz T /0 Hf(t,-)H%—ldt> 7

y entonces la norma |||, . ((0,7], Fr(r#)) €std bien controlada.

= Toda solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes que pertenece al espacio L>([0, Tp], L*(R3))NL2([0, Ty), H' (R?))
y que verifica la desigualdad de energia (4) es llamada solucion débil de Leray.

= El Teorema 2 no nos proporciona ninguna informacién adicional sobre la unicidad de las soluciones débiles
de Leray y esta pregunta es hasta la actualidad un problema abierto para las ecuaciones de Navier-Stokes
en tres dimensiones.

= El Teorema 2 tampoco nos proporciona ninguna informacién adicional sobre la reqularidad de las soluciones
débiles de Leray: dada la fuerza f € L%H 1 (que es un dato del problema) sabemos que la solucién @ asociada
a esta fuerza verifica @ € L{°L2 N L} H} y observamos que ganamos regularidad en variable espacial al pasar
del espacio L?H ;' al espacio L{°L2 N L?H]. Pero si tomamos ahora una fuerza mas regular, por ejemplo
f € L?H? con s > 0, entonces, en el marco general de las soluciones débiles de Leray y sin ninguna hipnosis
suplementaria, no sabemos mostrar que estas soluciones verifican @ € L HSH N L2 HH2,

= En este marco, el estudio de la regularidad de las soluciones débiles de Leray es un area activa de la
investigacion actual sobre las ecuaciones de Navier-Stokes.
3.3. Soluciones Mild (1964)

Empecemos por explicar rapidamente la idea de solucién mild. Volvamos a las ecuaciones de Navier-Stokes en
su forma diferencial introducidas al inicio de esta leccién en la formula (1).

= La idea de base para construir soluciones mild de las ecuaciones de Navier-Stokes es que estas ecuaciones en
forma pueden escribirse de manera equivalente como una formulacién integral.

Para explicar més en detalle esta formulacion integral de las ecuaciones de Navier-Stokes necesitamos introducir
dos herramientas de base: el proyector de Leray y la ecuacién del calor.



El proyector de Leray

Recordemos que la velocidad @ y la presién p (que son las incégnitas des las ecuaciones de Navier-Stokes) estén
relacionadas por la ecuacion (3) y si se tiene la velocidad @ entonces se tiene directamente la presién p usando esta
ecuacién. En este marco, para simplificar el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes, conviene deshacerse del
término ﬁp y obtener asi una ecuaciones equivalentes pero en donde intervenga unicamente la velocidad 4 como
incognita. Esto es posible gracias al proyector de Leray P que definimos a continuacién:

Definicién 1 (Proyector de Leray) Sea @ € S(R?). El proyector de Leray P se define como
1

P(§) = ¢ — - V(div(@)), (5)

donde el operador ﬁ se define en variable de Fourier como ﬁ¢(£) = ﬁ&f): para ¢ € S(R3).

Veamos ahora las principales propiedades del proyector P que se deducen directamente de la expresion (5):

1) Si div(g) = 0 entonces se tiene P(F) = J y vemos de esta manera que el proyector de Leray preserva los
campos vectoriales a divergencia nula.

2) Si g = ﬁqﬁ, es decir la funcion vectorial ¢ estd dada por el gradiente de una funciéon ¢, entonces por la
expresién (5) podemos escribir

—

P(§) = B(V6) = Vo — L V(din(T)) = Vo — L V(A6) = Vo - ¥ (i(Acb)) P )

Observamos asi que se tiene P(V¢) = 0.

3) Para 1/7 = 1/7(t, x) una funcién suficientemente regular en variable temporal y espacial se tiene
P (a) =0, (P(W)),
y ademds, para todo multi-indice a € N? se tiene
P (080) = 02 (P(5)) .

4) Resulta a menudo muy 1til escribir la accién del proyector de Leray sobre una funcién en variable de Fourier.
Entonces, para todo & € R? se tiene:

== E®E >
RO - (-5 ) 3o, (®
donde I3 denota la matriz identidad de dimensién 3 x 3. Observamos de esta manera que, en variable Fourier,
£®¢

la accién del proyector de Leray se escribe como la multiplicacién por la matriz Is —

€17

5) La expresién (6) nos permite deducir facilmente que el proyector de Leray es un operador lineal y continuo
en los espacios de Sobolev. En efecto, la linealidad del proyector P se deduce directamente de la formula (6)
y de la linealidad de la transformacion de Fourier. Veamos ahora que se trata ademaés de un operador lineal
y continuo en los espacios de Sobolev H*(R3) y H* (R?) para todo s € R. Observemos que por la expresién
(6) se tiene la estimacién puntual

Fae|=| (1 - o) )| <1501 +| 5t Be)| < 1501+ 156 < 2000

y entonces podemos escribir

—

P(g)

P = ([ a+1ePy <s>]2d§)5 <([oa~ !62)5(2\75(5))2615); < 2)gl-

Siguiendo estos mismas estimaciones se tiene ||P(5)|| 5. < 2|5l j75-



6) Finalmente observemos que P es un operador no local: en la expresién (5) que define el operador P inter-

1
viene el operador AV este operador no local. En efecto, en variable de espacio este operador estd dado

o(y)

1 1
por N o(x)=c / | ’dy, y observamos que para calcular la funcién ——¢ en un punto z € R3 ne-

1
cesitamos los valores de la funcién ¢ en todo punto y € R3 y esto define el cardcter no local del operador A

Ahora, en las ecuaciones de Navier-Stokes (1), aplicando el proyector de Leray P a cada lado de esta identidad
entonces se tiene (formalmente)

P(9,) = P(AT) — P((il- V)a@) — P(Vp) + P(f),

y por las propiedades 1), 2) y 3) tenemos la siguiente ecuacién de Navier-Stokes en donde la velocidad i es la
Unica incégnita:

—

Oyt = Nii — P((@- V)@ + f, div(@) =0, div(f) =0, sobre]0,T[xR3, -
7
6(0, ) = ﬁo, div(ﬁo) = 0.
Recordemos ahora que la ecuacién del calor no homogénea de escribe como

Ol = A + G, (8)

donde la funcién ¢ denota una fuente de calor externa, y entonces podemos observar que la ecuacién de Navier-
Stokes (7) se trata de una ecuacién que tiene la misma estructura que la ecuacién del calor (8) cuando escribimos

g=-P((@-V)a)+ f.

De esta manera, dada la similitud entre las ecuaciones (7) y (8), para estudiar la existencia de soluciones de la
ecuacién (7) es entonces natural estudiar primero la estructura de las soluciones de la ecuacién del calor (8).

La ecuacién del calor

Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3 (Ecuacién del calor) . Sea Ty > 0. Sea § : [0,Ty] x R® — R3 una funcion tal que § €
CL([0,Ty],C%(R3)) que ademds supondremos a soporte compacto en la variable espacial. Sea iy : R — R3
un dato inicial tal que iy € C N L®(R?). Sea ademds el nicleo del calor hy definido para todo t > 0 y todo
x € R3 por

1 =2
hi(z) = ——e . (9)
(4mt)2
Entonces la funcién
t
it ) = by i) + [ By * s, 2)ds, (10)
0

verifica @ € CL([0,Tp], C3(R3)) y es la unica solucién del problema de Cauchy para la ecuacion del calor

{ Oyt = At + g, sobre |0, Ty[ <R3,

ﬁ(0> ) = 1.

En este teorema prestaremos particular atencién a la estructura que tiene la solucién u(t,z) dada en la for-
mulacién integral (10).



Soluciones mild de las ecuaciones de Navier-Stokes

Recordemos que si en la ecuacién del calor (8) escribimos el término § como § = —P((@ - V)@) + f entonces
obtenemos las ecuaciones de Navier-Stokes (7). Este hecho y la formula (10) motiva a buscar soluciones de las
ecuaciones de Navier-Stokes de la forma

t A

@t ) = hy % Go(x) + /0 ho—s) * (—P((ﬁﬁ)ﬁH f) (s, 2)ds,

las cuales reescribimos como

—

Q(t, ) = hy * Bo(x) + /0 t hie—s * f(s,7)ds — /0 th(t_s)* ([P((ﬁﬁ)a)) (s, )ds. (11)

En este formula observamos que la solucién @ se escribe (formalmente) como una solucién de un problema de
punto fijo. En efecto, si notamos

—

t
hy * o () +/ hi—s) * f(s,x)ds = 7,
0

el termino que solo depende de los datos gy y f, y si notamos

t
/ hii—s) * (P((ﬁ- V)J)) (s,z)ds = B(@, ),
0
la forma bilineal que solo depende de la solucién w; entonces la solucién @ dada en la formula (11) se escribe como
U =Ty — B(u, ).

Esta formulacién de la solucién 4 como problema de punto fijo sugiere utilizar el siguiente resultado para construir
tal solucion:

Teorema 4 (Principio de contracciéon de Picard) Sea (E, | - ||g) un espacio de Banach. Sea vy € E
yB:ExE — E una forma bilineal y continua sobre E: existe una constante Cp > 0 tal que para todo
i,v € E se tiene |B(4, V)| g < Cplld|| |7

1
Si Uy € E verifica ||[Up]|lg < con 0 <6 < T entonces existe i € E solucion del problema
B

i@ = Uy — B(il, ).

Ademds, la solucion U es la unica solucion en la bola ||i||p < 2§ y se tiene una dependencia continua con
respecto al dato inicial: si Wy € E es otro dato que verifica ||Wo||p < 6 y si W € E, con ||W||g < 26, es la
solucion del problema W = Wy — B(wW, W) entonces se tiene

1

I I
17 = @l < 751170 — Folle

Tenemos ahora todas las herramientas para explicar la idea de solucién mild de las ecuaciones de Navier-Stokes:

= Llamamos solucién mild # de las ecuaciones de Navier-Stokes (1) a toda solucién dada por la formulacién
integral (11) que se obtiene mediante el principio de contraccién de Picard, dado en el Teorema 4, en un
espacio de Banach (F, || - |g) adecuado que verifique las hipétesis del principio de contraccién de Picard.

En el ano 1964 los matematicos japoneses Hiroshi Fujita y Tosio Kato publicaron el siguiente resultado sobre la
existencia de soluciones mild se las ecuaciones de Navier-Stokes en los espacios de Sobolev.
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Teorema 5 (Soluciones mild) Sea Ty > 0 y sean los datos f y o tales que:

o fe L*([0,T0), LA(R®)) y div(f) =0,
® 1y € Hl(RS) Y div(ﬁo) =0.

Eziste un tiempo 0 < Ty < Ty (suficientemente pequerio) y una funcion @ € C([0,T1], H(R3)) N
L2([0, Ty], H*(R?)) que es la unica solucion mild de la ecuaciones de Navier-Stokes (1):

—

Q(t, ) = hy % To(x) + /0 t hi—s) * f(s,7)ds — /0 th(t_s)* (P((ﬁﬁ)a)) (s, )ds.

Si comparamos este resultado con la existencia de soluciones de Leray dada en el Teorema 2 tenemos las si-
guientes observaciones:

= En el Teorema 5 necesitamos que los datos ( f, ip) sean mas regulares (en variable espacial) que en el Teo-
rema 2: ahora se tiene f € L?L2 en lugar de f € L?H,1; iy € H'(R3) en lugar de iy € L*(R?).

= Con esta informacién sobre los datos, ( foilo) € LAL2x H!, se tiene que la solucién mild @ € C([0, Ty], H(R3))N
L2([0, T, HQ(R?’)) es més regular (en variable espacial) que la solucién de Leray @ € L*([0, Tp], L2(R3)) N
L%([0, Ty, H(R?)) dada en el Teorema 2.

= En el marco del espacio de Banach C([0, T1], H'(R*)) N L2([0, T3], H?(R?)) se verifican todas la hipétesis del
principio de contraccién de Picard y la solucién mil es construida por este principio de contraccién, mientras
que en el marco del espacio de Banach L°([0, Ty], L*(R%)) N L2([0, Ty], H'(R?)) (donde se construyen las
soluciones de Leray), en el estado actual de nuestros conocimientos, no sabemos verificar si la forma bili-

¢
neal: B(u,4) = / hi—s) * (]P’((z_[ V)ﬁ)) (s,x)ds, es continua en este espacio y entonces no podemos aplicar
0

directamente aqui el principio de contraccién de Picard.

= En otras palabras, las soluciones de Leray no se obtienen directamente por medio del principio de contraccién
de Picard, sino como el limite de una familia de funciones que son soluciones de ecuaciones de Navier-Stokes
aproximadas.

= El hecho de que las soluciones de Leray se obtengan como el limite de soluciones aproximadas hace que
perdamos informacion sobre la unicidad de las soluciones de Leray, mientras que la solucién mild dada en el
Teorema 5 es tnica.

= Al contrario de las soluciones de Leray dadas en el Teorema 2, la solucién mild obtenida en el Teorema 5 es
local en tiempo y se tiene la siguiente dicotomia:

B Dado el tiempo Tj > 0 existe una solucién mild @ € C([0, T1], H'(R*)) N L2([0, T1], H?(R?)) pero en un
tiempo muy pequeno 0 < T < Tp.

B Si queremos construir una solucién mild definida para todo tiempo t € [0,7p[ (es decir una solucién
global en tiempo) entonces, en el estado actual de nuestros conocimientos, necesitamos que los datos
del problema (f,p) sea pequenos:

Hi[*%dt < 58,

To
ol gy <z v [ IFie

donde g9 > 0 es una constante suficientemente pequena.
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El problema de existencia global en tiempo de la soluciéon mild y sin ningtin control suplementario sobre los datos
( f, lp) es hasta la actualidad un problema abierto. En este marco, se tiene algunos resultados parciales muy in-
teresantes conocidos como criterios de explosion: la idea es suponer que la solucién mild @ explota en un tiempo
finito 0 < T™ < Ty, es decir suponemos que la solucién 4 no es global en tiempo y que solo existe hasta el tiempo
maximal 7%, y se estudia entonces de qué manera explota la solucién (¢, ) cuando t — T™*.

Teorema 6 (Criterios de explosién para las soluciones mild) Sea Ty > 0 y sean los datos f y o
como en el Teorema 5. Sea 0 < T* < Ty el tiempo maximal de existencia de la solucion mild: para todo
tiempo 0 < T < T* la funcién @ € C([0,T], H'(R3)) N L2([0,T], H%(R?)) es una solucion mild de las
ecuaciones de Navier-Stokes. Si T* < T, entonces:

1) lim
T—T*

ﬁ(Tf)HHl = 400, ¥

T*
2) /0 lii(t, )2, adlt = +oo.

Expliquemos rapidamente este resultado. Sabemos que @ € C([0,T], H'(R3)) N L2([0, T], H2(R?)) entonces se
tiene en particular @ € C([0, T], H'(R?)). Adem4s se tiene

[a(T, g = N1G(T) |2+ (16T )l -

Se puede mostrar que el primer término de la norma ||%(T’,-)|| ;1 estd controlado por los datos iniciales:

Ty
[T, | < &P (na'oni,l + [Tt ~>||i2dt), (12)

y entonces el punto 1) del Teorema 6 nos dice que si T* < Ty entonces la solucién ezplota en el tiempo T™ en el
sentido que el segundo termino de la norma ||@(T, -)||g1: ||@(T,-)|| 1, explota cuando T tiende a T*.

Estudiemos ahora el punto 2) del Teorema 6. Sabemos que para todo 0 < T' < T* se tiene @ € L?([0, T], H*(R?))
y el punto 2) del Teorema 6 nos dice que si T < Ty entonces la solucién mild @ ya no pertenece al espacio

L2([0,T*], H2(R?)).

Supongamos que T < Ty. Este criterio de explosién reposa en la siguiente estimacion: para todo 0 < T < T
To T || = 2 % T || = 2 %
i, R Py £,)||2,, dt )12 o dt
|@(T, )%, < e <||u0||%{1 +/ 17, .)||%2dt> oo () 120t (S (et 7 (13)
0

donde nos concentramos en el exponente del termino exponencial a la derecha:

" alt. V2 : " ai(t. 2 :
(/0 H <t,>HH1dt) (/0 i, >HH2dt> .

Se puede mostrar que el primer término de esta cantidad estd siempre controlado por los datos del problema:
r 2 T 2 oo 2
[ nitoBua < e (1l + [ 17 Raar). (14)

T*
y vemos entonces que si / ||(t, -)Hipdt < 400 se tiene una contradicciéon. En efecto, si suponemos que esta
0

cantidad estd bien definida entonces por las estimaciones (13) y (14) se tiene que la cantidad ||@(T,)||%,, estd bien

controlada para todo tiempo 0 < T' < T™ lo que contradice el punto 1) del Teorema 6.

2
H1
Para finalizar este corto estudio de las soluciones mild de las ecuaciones de Navier-Stokes se tiene la siguiente
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observacién: dados los datos (f, @) € L2L2 x H} por las estimaciones (12) y (13) podemos observar que la solu-
cién mild @ € C;H} N L%Hg asociada a estos datos pertenece también al espacio L{°L2 N L%HQC1 que es el espacio
funcional donde se construyen las soluciones de Leray. Esta observacion sugiere comparar las soluciones de Leray
que notaremos por iy, con las soluciones mild que notaremos por ;s y se tiene el siguiente resultado:

Teorema 7 (Unicidad fuerte-débil) Sea T > 0 y sean los datos f y Uy como en el Teorema 5.

e description Sea iz, € L=([0, Ty, L*(R3)) N L2([0, To], H*(R?)) una solucién de Leray de las ecuaciones

—

de Navier-Stokes asociada a los datos (f, i) y dada por el Teorema 2.

e Sea el tiempo 0 < Ty < Ty y sea @y € C([0,T1], H'(R®)) N L2([0, T1], H(R?)) la solucién mild de las

=

ecuaciones de Navier-Stokes asociada a los datos (f,ty) y dada por el Teorema 5.

Entonces se tiene la identidad @y, = iy sobre [0,Ty] x R3.

Observamos de esta manera que si consideramos los datos suficientemente regulares (f,iy) € L?L2 x H} de
donde se tiene (f, o) € L?H,  x L2, entonces la solucién de Leray (solucién débil) asociada a estos datos coincide
con la solucién mild (solucion fuerte), asociada a estos mismos datos, en el tiempo en que esta solucién existe.

= Es importante insistir en el hecho que se tiene este resultado de unicidad bajo la hipdtesis sobre los datos
(f.ilo) € L2L2 x H!. Si consideramos datos menos regulares (f, ) € L2H; ' x L2 entonces por el Teorema
2 podemos asegurar la existencia de soluciones de Leray t pero no podemos asegurar la existencia de una
solucion s asociada a estos datos.

= En el caso de los datos ( f, ilp) € L?L2 x H! es interesante observar que por el Teorema 7 se sabe que hasta el
tiempo 77 > 0 la solucion @ de las ecuaciones de Navier-Stokes es unica y regular en el sentido que pertenece
al espacio C([0, Ty], HY(R3)) N L%([0, T1], H?*(R?)) pues se tiene @ = i)y

= Luego, a partir del tiempo 71 > 0, hay una pérdida de informacién sobre la unicidad y la regularidad de la
solucién pues para todo t € [T1, Ty| se tiene @ = @y, € L>([[T1, To[, L*(R3)) N L2([Ty, To[, H*(R3).
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