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1. Introduccién

Recordemos que en la leccién anterior hemos introducido el criterio de regularidad local de Serrin para las
ecuaciones de Navier-Stokes, el cual recordemos en el siguiente teorema:

Teorema 1.1 Sea (4, p) una solucidn débil de las ecuaciones de Navier-Stokes con una fuerza exterior f en Q, tal
que @ € LPL2(Q.(t,z))NLIHL(Qr(t,2)), p € D'(Q)(t,x)) y f € LIL2(Q.(t,7)). Si tenemos que i € L LX(Q,),
entonces para todo 0 < p < r tenemos

ue L™ (]t - p27t[7 Hl(B(a}(),p))) nr? (]t - p27t[7 H2(B((130, P)))

Hablemos primero de la estrategia a seguir para demostrar este teorema. La idea consiste en utilizar ciertas
estimaciones de la ecuacién del calor, con el objetivo de obtener una ganancia de regularidad de la solucién.
Sin embargo, notemos que dado que no tenemos, a priori, ningin control sobre la presion asociada p la cual en
principio es solo una distribucién, vamos a buscar una manera de deshacernos de este termino. Para ello, la idea
comun es estudiar la vorticitad de la velocidad para lo cual necesitas recordar ciertas herramientas basicas

2. El rotacional de un campo vectorial

Sea f :R? — R3 un campo vectorial. Recordemos que el rotacional de f estd dado por

o Oaf3 — 03 f2
VAf=103f1—01f3
O fa — 02 f1

Enunciemos ciertas propiedades importantes sobre el rotacional:

» Para f:R3 — R? un campo vectorial tenemos que

—

VAV A f=V(div(f) — Af.

y ademas
div(V A f)=0.

» Si¢:R3 — R es una funcién a valores reales, entonces VA ﬁd) =0

En efecto esta ultima propiedad, es la principal motivacién para estudiar la vorticidad dado que nos permite
deshacernos del termino de la presién en las ecuaciones de Navier-Stokes.

3. Definicién y propiedades de la vorticidad & = vV A

Recordemos que estamos interesados en deducir la regularidad de las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la
hipotesis que la velocidad sea acotada. Sin embargo, recordemos que no poseemos ninguna informacién adicional
sobre la presién, la cual en principio es simplemente una distribucién. Sin embargo si tomamos el rotacional a la
ecuacién relacionada con #, tenemos que

=

VA (8il) =V A (A — (G- V)i — Vp+ ) =V A (AT — (@ V)i + f)

dado que vV A ﬁp = 0. Asi, podemos deshacernos del termino de la presiéon. Lo cual nos lleva a estudiar las
propiedades del rotacional de la velocidad.



Definicién 1 (Vorticidad) Si 4 es la velocidad del fluido en las ecuaciones de Navier-Stokes definimos la va-
riable & =V A @ como la vorticidad del fluido.

Por otro lado, observemos que dado que div(i) = 0, tenemos tiene la siguiente relacién
~Ai=VAG. (1)

Asi, usando las propiedades del operador Laplaciano, vamos a poder deducir informacion sobre #. Veamos
primero sin embargo que la informacién actual que posemos sobre & no es suficiente para obtener una ganancia
de informacién sobre . En efecto, si (i, p) es una solucién debil de las ecuaciones de Navier-Stokes, tenemos las
siguientes informaciones sobre @:

Proposicién 3.1 Si i € LPL2(Q1) N L%H%(Ql), entonces para todo 0 < r < 1, tenemos que
@ € LH, ([t — r,t] x By) N LIL2([t—, 1] x B,). (2)

Este resultado demuestra la idea intuitiva que al aplicar el rotacional, estamos perdiendo una derivada. Ademas,
al trabajar en el sentido local, perdemos a su vez, informacién en el dominio, con respecto a la variable espacial.
Esta perdida , sin embargo no tiene una importancia relevante en esta teoria.

Prueba. Est4 claro que la informacién en tiempo en L y L2 es la misma para @ y &, asf pues es suficiente
trabajar el caso de la variable de espacio. Sea ¢, € C{]’O(R?’), r > 0, tal que

1 en B(zg,1—71),
¢(z) =
0 en{reR3:|z—mx|>r}
Se sigue que supp(¢p,) C B(xo,T).

Asi dado que buscamos mostrar que & € H~'(B(xg,1 —r)), utilizando la definicién de los espacios de Sobolev
locales, debemos mostrar que ¢, € H~1(R?). Dado que

POzyu3 — POzzu2
06 = (VN T) = |¢0ayur — $Or,us| |
$0z,u2 — POz, un
es suficiente estudiar para todo 1 <4, j < 3 que @0, u; € H ~1(R3). Asi, utilizando la igualdad
POz, uj = O, (Puj) — (Or; Py,
tenemos que
160z, (t, ) grrmsy < 0 (Pug) (s )l -1 (msy + 10, @)1 (E, )| g1 sy

< Clloui(t, )l 2ms) + Cll (02, 0)uj (t, )l pors ms)s

donde hemos utilizado las propiedades de los espacios de Sobolev, en particular la inclusién Lg

(R®) € H™H(R?).

Luego, utilizando el soporte de la funcién tes ¢ tenemos por las desigualdades de H'c')lder 2 % + que
10001 (t, M -1y < Cllll Lo (Bao,r) 1t )l L2(B (o)
+C||axz¢||L3 (B(zo,r) )||UJ( )HL2(B(xo,r))
< Cpllui(t, ) 2(Bae,r)) < +00, (3)

lo que nos permite concluir que &(¢,-) € H Y(B(z0,1 - 1)), y tomando la norma L® en tiempo, se tiene que

Ge L 1,1, H Y(B(z0,1 —1))).



Estudiemos ahora el hecho que & pertenece al espacio L?(B(zg,r — €)). Esto conlleva a estudiar si tenemos que
$0z,uj € L2(R3). Usando la identidad ¢pdy,uj = 0y, (¢u;) — (0x,6)u; podemos escribir

168z, (£, )| L2(rs) < (10 (dus) ()| L2 sy + (O, D)us(ts )| L2(rs)-

Si consideramos ahora una funcién positiva n € C§°(R3) tal que supp(n) C B(xg,r +¢) y n = 1 sobre B(xg,r),
entonces tenemos que ¢nu; = ¢u; y podemos escribir

168z, (t, )| L2 (ms)y < N0, (D) (8, )| L2 sy + (s D)t )| 2wy

Usando las propiedades del soporte de la funcién ¢ y n, obtenemos que

|90z uj(t 2@y < N0z, (us)(t; )l L2@s) + 10z )nu;(t, )l L2 (r3)
102, | oo (B(0,m)) 11 (£, )HL2 Blwo.r)))

< @Mz (Bor)) 10w () (¢, )| 2 (s
H0z; 0| Lo (B0, 11| Loo (Bo,r+e)) 145 (Es ) L2 (B0,
+H8901¢HL°°(B(zo,r) 2 (8, ) 22 ((B(wour)))
< Colluilt, M i (Bagry) + Comlls (M 2 (B@or) + Collug ()l L2(Be,r)
< Clluilt, ) g piag,ry T Cllug (G )l 2B -

4. Ecuacién para la vorticidad &.

Como vimos anteriormente, buscamos obtener informacién para la vorticidad &, para posteriormente utilisando
la ecuacion (1), obtener una ganancia de informacién para «. Para ellos vamos a estudiar la dindmica de &, es
decir, en efecto si aplicamos el rotacional a las ecuaciones de Navier-Stokes, se sigue que

—

VA@i) = V
A

o (ﬁAﬁ) =

Recordemos que VA Vp = 0 y si notamos & = VA i, entonces tenemos la siguiente ecuacién para la vorticidad

A(M (@ 6)@—%4&)
(* ) ((ﬁﬁ)a)—ﬁxﬁwﬁAf,

a@:mfﬁA(( ))+6Af, (4)

—

-V
Nuestro objetivo ahora consiste en reescribir el término VA < (-V) ), para lo cual tenemos el siguiente lema.
Lema 1 Si i € L°L2 N L?H} con div(@) = 0 tal que div(@) = 0, entonces tenemos la identidad

® ).

&l

VA ((a- 6)11) = div(i® & —

donde & = V Al

Prueba. En primer lugar, podemos reescribir el termino no-lineal de la siguiente manera

I | e [V
asi, aplicando el rotacional, obtenemos que
S N7y o L el g
V/\((ﬁ-V)ﬁ)zVA BAT+VS-) =VA@AD)+VAVE- = VA@GAD),

w



dado que el rotacional del gradiente es siempre cero. Luego, utilizando el hecho que la vorticidad y la velocidad
son de divergencia nula, se tiene que

Wall3 — W3UL Oy [W1ug — wouy] — Oy [waug — wyus]
VA (AU = VA w3ty — wiug | = | Ogg[waus — wauz] — Oy, [wius — wauq]
WUy — Wal] O, [waug — wiuz] — O, [wous — wsus]

= (@-V)S—(@-V)i=div[i®s—ao i),
lo que termina la demostracién. |

Asi, por el lema precedente, obtenemos la siguiente ecuacién para la vorticidad (4).
= AG —div(f®& —FQT) + VA f.

La ventaja de esta ecuacién reside en el hecho que podemos verla como una ecuacién del calor lineal con respecto
a la vorticidad. En efecto si definimos

= —

G=—div[@i®d—d@d) +V A S (5)
tenemos simplemente que
0 = AG + G (6)

Con esta ecuacién a la mano, nuestro objetivo es aplicar la regularidad de la ecuacién del calor, con el objetivo de
mejorar la informacion para la vorticidad. En efecto, recordemos el siguiente resultado para la ecuacién del calor

Proposicién 4.1 Sea v : [0, T[xR?® — R tal que verifica la ecuacion del calor siguiente

Ov(t,x) = Av(t,x) + f(t,x),
(7)
v(0,2) =0,

donde f : [0,T[xR?> — R es una fuerza exterior tal que f € L2([0,T[, H ' (R3)) con 0 < T < +oo. Entonces
tenemos que
lollzerz < Clflza v Iollgz < Oz

Asi, en la siguiente leccion veremos como podemos aplicar la proposicién precedente, con el fin de obtener una
ganancia de informacién sobre la vorticidad de .



