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1. Introducciéon

Recordemos que, en la lecciéon anterior obtuvimos la siguiente ecuacién de la vorticidad
= AT —div(f®& —FQT) + VA f.

Similarmente, como mencionamos en la lecciéon anterior, vamos aplicar ciertas estimaciones de regularidad de la
ecuacion del calor, con el fin de obtener una ganancia en la regularidad de la vorticidad. Posteriormente, usaremos
esta informacién para mejorar la regularidad de la velocidad 4.

Asi, en esta leccion nos centraremos principalmente en recordar ciertos resultados alrededor de la ecuacion del
calor

2. La ecuacion del calor

Estudiemos en primer lugar la regularidad de la solucién de la ecuacién del calor, en efecto tenemos la siguiente
proposicién.

Proposicién 2.1 Sea v : [0, T[xR?® — R una funcién real tal que

ow = Av + f, "
1

donde f : [0, T[xR?> — R es una fuerza exterior que pertenece a L*([0,T[, H ' (R?)) con 0 < T < +o0. Entonces,
tenemos que

lollserz < Clfleps v Iollgem < Cllfllagoe

La idea de la demostracién consiste en tomar ventaja de los efectos regularisantes del niicleo del calor el cual estd
dado por
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Asi, primero mostraremos ciertos lemas técnicos
Lema 1 1. Si f € L2(R®) entonces g * f € L>®([0, +00[, L2(R?)) y se tiene que
loe * fllgerz < 11 £1lL2-
2. Si f e L2(R3) entonces g, * f € L2([0,4o0[, H(R?)) y ademds
Jou= Flzis < Ol

Prueba. Fijemos f € L%(R3), una fuerza exterior.
1. Notemos que por la desigualdad de Young, tenemos que
ot * fll2 < lloellzall fllzz = 112 (2)

Asi, se sigue que
gt * fllzoerz < | fllLe-



2. Con respecto al punto dos, usando la identidad de Plancherel, se tiene que
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Lema 2 Sea f € L2([0, +oo[, L%(R3)). Definimos F(t,z) = fg hi—s * f(s,x)ds. Entonces, tenemos que
LAE@ gy < CllAAezrzs
2. [|AF g2z < Ol fllpzrz-

Prueba. Vamos a demostrar solamente el punto 1, para una demostracién del punto dos referimos a [1]. Para

ello, notemos que usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el teorema de Fubini y el lema precedente, se sigue
que
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Prueba de la Proposicion 2.1. Utilizando la formulacion integral, o formula de Duhamel, la solucién se puede

t
reescribir como v(t, ) = / gi—s * f(s,x)ds, donde g, es el nicleo del calor. Asi tenemos para todo t € [0,7],
0

t_ % *f(S,') s ¢ *f(S,') s
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Utilizando las estimaciones para el nicleo del calor obtenemos que
<C / =C :
[o(t, )|z < T = Cllfll 2z
(=28)% ez

lo que implica a su vez que [[v|[z=r2 < C| f|| L2rst Para la segunda parte, reescribimos
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y par la regularidad maximal del ntcleo del calor, obtenemos que

f
(—A)2

HUHLng} <C = CHfHLfH;l’

L212

lo que termina la demostracién del teorema |

Observacién 2.1 Notemos que la informacion que poseemos sobre f micialmente es L?H;l, y sin embargo
podemos ver que la solucion v de la ecuacion del calor pertenece a L°L2 y LEH; Se tiene en efecto una ganancia
de regularidad con respecto a la informacion que tememos sobre la fuerza exterior. Esto es realidad el efecto
regularizante del nicleo del calor.

3. Una ganancia de regularidad para la vorticidad

Teniendo a la mano la informacién sobre la ecuacién del calor, recordemos que podemos reescribir la ecuacién
de la vorticidad como
Oyd = AW+ §. (3)

con
G=—-div@®& -3 +VAFS (4)

Asi, la idea consiste en estudiar que propiedades posee la fuerza exterior §. Para ellos tenemos la siguiente
proposicién

Proposicién 3.1 Sean @ € L°L2(Q,) N L2HX(Q,) y f € L2L2(Q,) dos campos vectoriales. Si tenemos que
7€ LELEQ),

entonces la funcion

- —

Jg=—div(i®d—d@u)+VAS,

pertenece a L*>(Jt — r,t[, H"Y(B,)), con 0 <1’ <r.
Prueba. Empecemos verificando que tenemos V A f € L2(Jt — v/, t[, H1(B,)). Sea ¢ € C°(R3) tal que para
0o<r' <r

1 en Br/,

Py) = (5)

0 en{yecR3:|y—ux >}

Primero notemos que supp (¢) C B,s. Asi, debemos verificar que para todo 1 <, < 3 se tiene que
$0y, f;(t,) € H Y (R?).
Dado que podemos reescribir ¢(0y, fj) = Oz, (¢ f;) — (02,0) f; tenemos
1600, 55t )1 ) < 190 (D) Mgy + 1@ S5 (8 s s
luego, usando el dual de la imersién H'(R3) ¢ LS(R3) y la desigualdad de Young se sigue que
100z, f5(t, ) -1 sy < Collf5 () L2,y < Coll f5(E )22 (s,)-

Finalmente considerando la norma L? en variable temporal, se sigue que vV A f € L%Hx_ HQ.w).

Ahora, vamos a provar que
div(it ® G — & @ i) € L2H, Q).



Es claro que usando la definicién de la divergencia de un tensor es suficiente mostrar que 0y, (wjuy,) € H='(B,))
para todo 1 < 4,7,k < 3. Asi, utilizando la misma funcién localizante ¢ définida en (5). debemos verificar que
$0y, (wjuy) € H-L(R3). Utilizando los mismos argumentos que en el caso anterior, tenemos que

60, (wur) (M grorgay < 19e (Swgun) () g oy + 1@, Swgun(t, ) -1 gy

< ldwgur(t )2y + CllOe)wjun(t, M s o

Luego, por la desigualdad de Hélder con g 3 L4 3, se tiene que

160z, (wju) (M -1zsy < Iewjun(ts Vs, + Cll Oz d)wiull g o

IN

lpwjur(t, )llL2(s,)
+C1[ (0 9)u (7)||L3 llw;i(t ) L2s,),

y dado que (t,-) € L (B(xg,r)), se sigue que

160z, (wjur) (&) gr-1msy < 10l zoe () lws (8 ) L2 ) llun )l (s,)
+ CH@mHLs(B [n(t, ) Lo (B, w5 (&, ) L2(B,.)
< Collwi(t )2(m ) lluwt, )l L (B@o,r)-

lo cual, dado que la vorticidad pertenece a L?L2(f2.) concluimos que
[div(@ © G) [l 12 r-1(0y < Cllill oo oo @) 191l 2202 (0. < +00
Asi, por estas estimaciones, obtenemos que el vector ¢ definido en (4) pertenece al espacio L%Hx_ Q). ]

Observaciéon 3.1 FEs claro que existe una reducion del domonio de estudio con respecto a la variable espacial
dado que la informacion obtenida para la funcién § estd dada sobre el conjunto [t —12,t] X By C Q.

4. Ganancia de regularidad para la vorticidad

Podemos observar que la ecuacién relacionada a la vorticidad, se aproxima a la de la ecuacion del calor en
el cuadro de la Proposicién 2.1. Sin embargo, dado que la informacién que se necesita sobre la fuerza exterior
es global y la informacién que tenemos es local, para poder aplicar dicha proposicién, ademés debemos pasar
por un proceso de localizacién. Para ello, consideramos la funcién ¢ € C5°(R xR?) tal que parac 0 < p < r tenemos

2 2
p=1 sobre ]t—pz,t—i—pz[pr y supp(p) Clt — p* t + p*[x B,

Luego, si consideramos

.

W = pa,
podemos ver inmediatamente que por construccion se tiene que
W (0,z) = 0.
Como vimos anteiormente se puede deducir facilmente a partir de las hipdtesis de @ que
We LZL2(0,t+ 0 [xR®) vy W e L2, (0, p2[xRY) (6)

y es justamente estd informacion la que podemos mejorar utilizando las estimaciones del calor. Para ello, vamos
a estudiar la écuacion que dicha funcién verifica. En efecto, tenemos que

AW = 9(pd) = (Bp) G+ ¢ AP = 0o & + (AT + )
= AT+ g+ (Op) @



donde el término g esta dado en (4).
Componente por componente, se tiene que para todo i = 1, 2, 3,

OWi = ¢ Aw; + ¢ gi + (Orp) wi.

Luego, utilizando la identidad A(fg) = (Af)g—(Ag)f+2div((Vg)f) podemos reescribir la ecuacién de la manera
siguiente

OW: = (Alpw) + (Ap)w; — 2div(Ve)wn) ) + ¢ gi + (9) wi

y dado que W= wdJ, podemos escribir
oOW; = AW; + E,

W(07 w) = 07
donde B
Fi = (O + Ap)w; — 2div((Ve)wi) + ¢ gi, (8)

para 1 <7 < 3.

Entonces, la idea consiste en aplicar la Proposiciéon 2.1 a la ecuacién (7), lo cual nos permite obtener
informacién sobre la regularidad de la funcién W. Asi, debemos mostrar que cada término F; dado en (8), se
tiene que F; € L2([0,t[, H~1(R3)). En efecto, tenemos los siguientes puntos

e Los términos (Ap)w; v (Orp) w; se tratan de manera similar, por lo cual es suficiente estudiar la expresién
(Ap)w;. Asi, usando la inmersién L% C H' se tiene que

ARt Mgy < CHALE g g

< CllApt, ) zss)lwit ) 2s,),

de manera que tomando la norma L? en la variable temporal en la expresién anterior,

IN

[(A)will 120 b 7-1 (R CllA@| Lo qo,p,£3(B,)) |will L2 ab,22(B,))
([0, (R3))

A

= Cs@HWiHLng(QT)‘
y dado que & € L?L2(Q;), concluimos que
(Ap)wi, (Brp)ws € LA([0,t], HH(R?)).
e Para el término div((Ve)w;), se tiene que
ldiv((Fewn)(t Mg amsy < NF@hitt iz < 190 gy It )2,

asi con las propiedades de la funcién ¢ y el hecho que tenemos w € L?L2 (@), si aplicamos la norma L? en
la variable temporal, podemos concluir que

div((V)w;) € L2([0, t[, HH(R?)).

e Para el terminoy g;, nosotros sabemos que g; € L?([0, b],H; Y(B,/). Asi, usando el soporte de las de la
funciéon ¢ podemos deducir sin problema que

v gi € L*([0,t[, H ' (R?)).

Entonces, hemos verificado que cada componente de las funciones F; dades en la expresién (8) perteneces al espacio
L2([0,b], H~1(R3)), lo que nos permite obtener las siguientes estimaciones

[Willgorz < CllFill o1 < 400 et ([Will zpn < | Fill g2 -1 < 400,



Asi, dado que W; = pw; € L°L2 N L?H;, usando las propiedades de las funciones ¢, podemos concluir la
siguiente ganancia de regularidad para la vorticidad

p* o
W€ LOO(]t - Z?t[a LQ(BP) N LQGt - Zat[a Hl(BP)

Podemos ver, en efecto que hemos obtenido una ganancia de derivada en la variable espacial.

Asi, en la proxima leccién veremos como podemos inyectar esta informacion para obtener una ganancia de
regularidad para la velocidad .
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