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1. Introducciéon

En esta lecciéon vamos a estudiar como a partir de la informaciéon que hemos obtenido para la vorticidad,
podemos obtener una ganancia de regularidad con respecto a la variable de la velocidad @. Primero, recordemos
que en la leccién anterior probamos que bajo las hipdtesis del criterio de Serrin, podemos demostrar que concluir
la siguiente informacion para la vorticidad.

0

4
Veamos asi como a partir de esta nueva informacién podemos estudiar la regularidad de la velocidad @

G e Lot — 5= [, L*(B(z, p)) N L*(Jt — p:,b[,Hl(Bp).

2. Ganancia de regularidad local para la velocidad .

Fin de la demostracién del Teorema 1. En primer lugar, dado que div(#) = 0, tenemos la identidad
siguiente
VAG=VA(VAL =—-Au+ Vdiv(id) = —Ad,
2

y como hemos probado que la vorticidad & pertenece al espacio L™ (|t — £, ¢[, L*(B,) N L*(]0, ¢, H'(B,), podemos
concluir fécilmente que V A & pertenece al espacio L(]t — %, t[, H=%(B,) N L*(]0,t], L*(B,) lo cual implica por
la igualdad precedente que
2

At € L¥(Jt = Tt H7'(B,) N L2(10,8], L*(By). (1)
Asi, hemos obtenido informacién local sobre el Laplaciano de i, es decir para cierta funcién ¢ tenemos
PAT(t, ) € H H(R?) y pAi(t, ) € L2(R?), sin embargo, el objetivo es obtener la regularidad unicamente para la
velocidad 4 sin el laplaciano.

Para ello, consideramos ® € C§° (R?) una funcién regular tal que tenemos supp(®) C B, y tal que ® = 1 en
B 2 con O<p<r.

Razonando componente por componente, remarcamos que tenemos para todo 1 < ¢ < 3 las identidades
siguientes
A(Pu;) = PAu; — (AD)u; + 2div(VDOu;),

y dado que los términos son definidos sobre todo el espacio R?, podemos aplicar el operador (—A)~! para obtener
PAu;  (AD)u, N div(Vdu,) 2)
(=4)  (-4) (=A)

Asi, gracias a la efectos de la funcién @, en los siguientes puntos vamos a probar que es posible mostrar que cada

uno de los términos precedentes pertenece al espacio L>(]0,¢[, L*(B(z, p)) N L%(]0,t[, H(B,).

<I>ui =

e Para el primer término de (2), usando las informaciones dada en (1) y por el soporte de la funcién @,
t],

podemos concluir que ®Au; € L®(]0,t[, H'(R?)) y que ®Au; € L?(]0,t[, L>(R?)). Luego, aplicando el
1

operador (—A)~" se sigue que

DAy,
l (B oo 01 g1y < FOO Y
'(_A) Loo(]0,t], L (R3)) Leo(10,t[,H1(R?))
H A . ~ (| RAU;|| 20,4, 2 (%)) < 00,
(_ ) LQ(]O,t[,H2(R3))




entonces tenemos que E{AK)Z' e L>(]0, t[, H (R3)) N L2(]0, t[, H2(R3)).

e Para el segundo termino de (2), usando la hipétesis @ € L{°L2(Q)NLZHL(Q), y las propiedades de la funcién
® podemos deducir facilmente que (A®)u; € L>(]0,¢[, L2(R3)) N L2(]0, [, H'(R3)). Entonces, aplicando el
operador (—A)~!, tenemos que

(A@)ul

(=4)

. < H(A(I))uiHLooGQt[’H—l(R%)<—|—OO y
L (]0,t[,H1(R3))

AD U;
H( ) < [[(A®R)uil| L2 (o4, 2 (r3)) < +00,

(=4)

e Para el ultimo termino de (2), tenemos que

L2(10,t[,H2(R?))

div(VOu;)(t, ) Vou,(t, )
(=4) ey I T8 s
div(Vu; .
de manera que podemos ver que ZU((_VA)U) € L>=(]0,t[, H'(R?)), dado que @ € L{L2(Q,). Por otro lado,

notemos que

dlU(V‘PUi)Ui(t, ) < Hdiv(ﬁ@ui)ui(t, )’
(—4) : L2(R?)
F12(R3)
< [1(02,2) (0, us) (t, )| 2R3y + \\(82 )ui(t, )|l L2(ms) (3)
< Clluilt, M gas,y) + 102. @ oo (B, 1 () £2(B 0 -

de lo que se puede concluir facilmente que, % c L2(J0,t[, H 2(]R?’)).

Por todos los calculos realizados se sigue que
du; € L0, t[, H(R?)) N L2(J0, t[, H*(R?)),
lo que nos permite concluir por las propiedades de la funcién ® que
@ € L=(]0,t[, H'(B(wo, ")) N L*(10, [, H*((B(x0, p'))),

lo que termina la demostracién del teorema. |

El criterio de regularidad que acabamos de probar, en realidad nos permite introducir la siguiente nocién de
puntos singulares:

Definicién 1 (Puntos regulares) Diremos que un punto (to,zo) €]0,+0o[xR? es un punto regular para la
velocidad @ si existe una vecindad |t — r? t[x B(zo,r) 0 < r < 400 tal que tenemos la siquiente informacion

i€ L®°(t — r%,t[, L°B(zo,1)).
Similarmente, diremos que un punto es singular, si no es un punto reqular.

Observemos que en el caso que la fuerza exterior sea ain mas regular que L?L2, podemos inyectar esta
informacién a la velocidad, en efecto tenemos el siguiente resultado:

Corolario 2.1 5i la fuerza f verifica que
fre L2t —v* 4, HY(B(x, 7)),
conk > 1,y sid€ L2(t—r%t[,L°(B(x,7))), entonces tenemos que
@€ L%(Ja,t[, H*(By)) N L (Ja t], H**(By)),
para todo 0 <t —p? <a<ty0<p<r.



3. Regularidad respecto a la variable temporal: el contraejemplo de Serrin

En la teoria que acabo de demostrar, bajo las hipdtesis de acotacién de la velocidad @ hemos logrado demostrar
que la solucién es regular unicamente en la variable espacial, en efecto respecto a la regularidad respecto a
la variable temporal, los espacios que miden esta informacién L™ y L? son los mismos

Asi, en esta seccién veremos como este problema en realidad estd ligado a la informacién que tenemos sobre
la presién. En efecto recordemos que bajo las hipétesis del criterio de Serrin tenemos las siguientes hipdtesis:

@€ LPL2N LEHLN(Q) con Q =]a,b[xB(xo,7) y 0 < a < b < 400, zg € R?, 0 < r < +00,

e la presién verifica p € D'(Q),

la fuerza exterior f € L2L2(Q) ,

la pareja (i, p) es una solucién débil de las ecuaciones de Navier Soktes sobre €2,

y tenemos la condicién adicional @ € L°L3° ().

Se tiene que bajo estas hip6tesis podemos construir una solucién (i, p) que verifica dichas condiciones, mas sin
embargo la regularidad respecto a la variable temporal esta ligada a la informacién que tenemos sobre la presion,
la cual en principio es simplemente una distribucién.

En efecto, sean 1 : R® — R una funcién arménica (Ay = 0) y « : [0, +0o[— R una funcién acotada.
Consideremos la funcién « considerando

i@(t,x) = a(t)Vi(z), sobre |1,2[xB(0,1).

Por construccién tenemos que:
e la funcién @ es acotada sobre Q =|1,2[xB(0,1) y ella pertenece al espacio L{°L2 N L2H(Q),

e la divergencia de @ es cero dado que div(@(t, z)) = a(t)div(Vip(z)) = a(t)Ap(z) = 0,

—

e el rotacional de @ es cero igualmente, pues V A @(t, z) = a(t)V A (Vi)(x)) = 0,
e se tiene que 4 es armonica, ya que Au(t, x) = a(t)A(ﬁq/)(x)) = a(t)ﬁ(Aq/;(x)) =0.

Usando las propiedades mencionadas anteriormente, se tiene ademas que

(@-V)i=(VA@Q) NG+ =V|d]?==V|d>

N =
N =

Entonces, dado que 4 es solucién de las ecuaciones de Navier-Stokes sobre () sin fuerza exterior (f = 0), podemos
ver que el sistema de ecuaciones

i = Al — (- V)i —Vp,  div(@) =0,

es equivalente a



Luego, utilizando la definicién @(t, z) = a(t)Vi) () se tiene que

o, (0t) Vi@)) = —3Vla(t) Vo) - Vplt,)
at) = at)? = = -
DO = UGGy - Fntt,),

lo cual es equivalente a la ecuacion

o d o 2, . d 2
Tn(t.a) = -G F00) - G0 = 7 (-G - T Fu).
de lo cual se sigue, la relation )
p(t.) =~ 2y - U G

Se observa claramente que la regularidad de la variable de tiempo de la funcién (¢, x) , por contruccién a la
informacién de la funcién « y su derivada %a esta directamente relacionada a la presién p. Entonces, en el caso

que la presién sea un objetado completamente genérico, no podemos obtener ifnrmacion sobre la funcion %a

. ot 2 = . , .
dado que el termmo—%|vw(m)|2 pertenece a un espacio mas regular. Dicho de otra manera, en el caso que la
presion sea una distribucién, la funcion %a es igualmente una distribucion.



