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1. Definiciones y resultados previos
Definicién 1.1 Un vector de enteros no negativos a = (au, ..., aq) se denomina multi-indice. Ademds, conside-
ramos la siguiente norma
d
la| = Z Q.
i=1
Finalmente, para todo = € R?, escribimos
d
¢ = H:):f”
i=1
Definicién 1.2 En dimensién d > 1, un polinomio P = P(z), donde © = (x1,...,24) € R?, de grado n € Ny
viene dado por
P(x) = Z aax®, para algunos aq € R.

a€Ng: |a|<n
Definicién 1.3 Sea Q C R?. Liamemos M(S) al espacio de las medidas de probabilidad p soportadas en .

Definicién 1.4 Sean Q C R abierto y k > 1 un entero. Denotamos como C°(Q) al espacio de funciones

f:Q — R continuas en Q. Ademds, definimos el espacio C*(Q) como
ck(Q) = {f:Q—R:0f € C%(Q), para todo multi-indice o tal que |a| < k}.

Definicién 1.5 (Espacio de Holder) Sean Q C R? abierto, k > 0 un entero, s > 0 un nimero no entero y

v € (0,1]. Definimos las cantidades

ooy = s lf@)] 3 o= sip LEZIOL 4000 1 c oo,
e z,y€Q, xFyY ’.’E - yh

Con ello, definimos el espacio de funciones uniformemente y localmente Holder continuas en €} con exponente

¥ como
CrI(Q) = FeCHQ): Y 10 llco@ + D 0%l < +00 ¢,y
| <k laf=k
CF(Q) = FeC*Q): X< 10 fllco@) + Xja=kl0* fly o < 400,
foc ' para todo Q' C Q compacto. '
respectivamente.



Por otro lado, decimos que f pertenece al espacio C*(Q) si f € CLEI(Q) y
9°f € C%slQ),  para todo o = (auy, ..., aq) € N, |(an,...,0q)| = |s].

Definicién 1.6 Sea f € L'(R?). Un punto xo € R? es un punto de Lebesque para f si

1
lfim — F(y) — f(2)|dy = 0.
fm /B ) = sy

r—0 7d
Teorema 1.1 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue) Sea f € L'(R?). Entonces, L%-a.c. € R? es un
punto de Lebesque para f.
2. Regularidad puntual de funciones y medidas

Definicién 2.1 Sean o0 € R?, s >0y f € Lf;’c(Rd). Decimos que f pertenece al espacio C*(xg) si existe una

constante C' = C(s,x9) > 0, una vecindad (abierta) Vg, de xo y un polinomio P de grado a lo mds |s], tal que
|f(x) — P(x — xo)| < Clx —x0|?, para todo x € V. (1)

Observacion 2.1 La definicion anterior motiva a realizar algunas observaciones:

1. La funcién f estd necesariamente bien definida en cada punto x € Vy,. Mds atun, la desigualdad (1) implica
que P(0) = f(zo).

2. El exponente s > 0 determina la reqularidad puntual de f, por lo que si s es grande, f es mds reqular.

3. Cuando s € (0,1), el polinomio P de la definicion anterior es una constante, mds ain, igual a f(xg). Por

lo tanto, (1) se reduce a

|f(z) — f(x0)] < Clz —x0|?, para todo x € V.

Lema 2.1 Para todo s >0 y xg € R, C%(xg) es un espacio vectorial.

Proposicién 2.1 Sea Q C R? abierto. Para todo s > 0,
Co Q) ¢ ) C*(w).

Lema 2.2 El polinomio P de la Definicion 2.1 es dnico si s ¢ N.

Demostracién. Supongamos que existen dos polinomios

P(x) = Z paz®, Qx)= Z gax®, donde pq,qa € R,
|| <[s] || <[s]

que satisfacen la desigualdad (1) de la Definicién 2.1. Entonces, existe C' = C(s,zg) > 0 y una vecindad V, de zg

suficientemente pequenia tal que para todo = € Vy,
|P(z — x0) — Q(z — x0)| < |f(z) — Pz — x0)| + | (%) — Qz — x0)| < 2C|z — xo|*.

Puesto que el grado del polinomio P — @ es a lo més |s] < s, necesariamente tenemos que P — @ = 0.



Lema 2.3 Para todo xo € R?, la familia de espacios {C*(xq)}s>0 es decreciente.

Demostracién. Sean zg € R%, 0 < s1 < so y f € C*2(x). Por definicién, existe un polinomio P de grado a lo

mas |s2], una constante C' > 0 y una vecindad V;, de xq tal que
|f(z) — P(x — zo)| < Clz — x0|*, paratodo z € V.

Llamemos P al polinomio con los mismos coeficientes que P correspondientes a las potencias cuya norma es menor

o igual a |s1]. Asi, para todo = € V,, suficientemente cerca de x (de manera que satisfaga al menos |x — zg| < 1),

[s2]
f(z) = Pz —xo)| = [f(z) = P(x —x0) + > aalx—z0)"
lo]=[s1]+1
[s2]
<Cle—=ol?+ Y laall — x|,
lor|=[s1]+1

de donde,

Ls2]
[f(x) =Pz —x0)| < | C+ > laal | &= 20l™,
|oo|=]s1]+1

es decir, f € C*'(xg). [ |

El Lema 2.3 conduce naturalmente a la nocién de exponente puntual de Holder.

Definicién 2.2 Sea f € L°(RY) y zg € Re. El exponente puntual de Holder de f en o, que cuantifica su

loc

reqularidad puntual, se define como
hy(xzo) = max {sup{s > 0: f € C*(x0)},0}.
Ademds, se dice que f tiene una singularidad de orden hy(xg) en xg.

Observacion 2.2 Si f tiene una singularidad de orden o € (0,+00) en xg, entonces

fe @)\ | o).

s<a s>

Ejemplo 1. Sean a € (0,1) y xo € R%. Consideramos la funcién f, (ver Figura 1) definida por
fa(®) = |z — x0|%, 2R
Puesto que fu(z9) = 0, tenemos que para todo z € R?,
[fa(@) = falzo)| = [ — m0|*.

Asi, fo € C*(xg), y més ain, hy, (zo) > a.

Por otro lado, asumamos que existe 3 > « tal que f, € C?(xg). Entonces, existe una constante C' = C(3, zg) >



o

Figura 1: La funcién f, en una vecindad de xq.

0 y una vecindad V,, de xg de modo que se verifica la desigualdad (1) para todo = € V,. En otras palabras,
|z — 370]0‘*’3 < C, paratodo z € Vy,,

lo cual es una contradiccién, pues la funcién z — |z — xola*B no esta acotada en ninguna vecindad de zg. Asi,
fa & Upsq CP(z0), y méas atn, hy, (70) < a. En conclusién, hy, (o) = a.

Notemos que f, es de clase O en R?\ {z}. Gracias a la Proposicién 2.1,

hg,(x) = 400, para todo x # .

Definicion 2.3 La singularidad en xy del ejemplo 1 se conoce como tipo cusp.

Ejemplo 2. Sean a € (0,1), 83> 0y xo € R% Consideramos la funcién fa,8 (ver Figura 2) definida por

fam):{ o= ol sin (5L ) siw # o,

0 si x = xg.

Nuevamente, f, 5 € C%(x0), ya que para todo z € R%,

i L V<o —al
S1n —_— r — X .
lo —xolP )| — 0

Por lo tanto, hy, ,(z0) > a. Por otro lado, asumamos que existe v > « tal que fo 5 € C7(z0). Entonces, existe

|fo¢,ﬁ(x) - fa,ﬁ(x0)| = |$ - $O|a

una constante C' = C(y,xz9) > 0 y una vecindad V,, de xo de modo que se verifica la desigualdad (1) para todo

x € V. Consideremos una sucesién (zy,),>1 en V,, tal que

1
lim x,=2, y sin|— =) =1, paratodon > 1.
n—>—+00 |ﬂ$n — xofﬁ

En consecuencia, para todo n > 1,
e
|[Zn — 20" < C,

de dénde se obtiene una contradiccién, pues a — v < 0. Por tanto, hy, ,(zo) < a. En conclusion, hy, (7o) = a.



Figura 2: La funcién f, g en una vecindad de zg.

Notemos que f, 5 es de clase C°° en R?\ {x(}. Gracias a la Proposicién 2.1,

hy, ;(x) = +oo, para todo x # 0.

Definicion 2.4 La singularidad del ejemplo 2, caracterizada por oscilaciones ’infinitamente rdpidas’ alrededor de

Ty, se conoce como tipo chirp.

Ejemplo 3. Sea 0 < H < 1. La funcion de Weierstrass viene dada por

Wy(z) = Z 2 "H gin(2"z), para todo z € R.

n>1

Se puede probar que hy,, (z) = H, para todo z € R.

Ejemplo 4. Definimos la funcion no diferenciable de Riemann como sigue

sin(n?rz
Ry(z) = Z(n?)’ z €R.
n>1

Ry es continua en R pues es el limite uniforme de funciones continuas en R. Sin embargo, G. Hardy y Littlewood
probaron en 1910 que R2 no es diferenciable, excepto (quizas) en los racionales. Luego, en 1960, J. Gerver prob6

que Ry es diferenciable en los racionales de la forma

2p+1
— D,qEZ.
2¢+1° D1
Mas tarde, en 1999, Jaffard ! mostré que
Py () = = + ER\Q
BT =9 a5, !

donde 6, es el radio de aproximacién de x por los racionales.

1Stéphane Jaffard, mateméatico francés.



3. Dimension local de medidas

Consideremos una medida de Borel p en RY, y xq € supp(p). Surge de manera natural el deseo de estudiar
el comportamiento local de p alrededor de zy. Mas precisamente, queremos conocer como disminuye la cantidad

u(B(zg,r)) cuando r > 0 tiende a cero. En general, veremos que tal comportamiento suele venir dado por
w(B(xzg,r)) ~r®, para algin s > 0.
La definicién rigurosa que cuantifica dicho comportamiento es la siguiente.

Definicién 3.1 Sea i una medida de Borel en RY, y xo € supp(p). La dimension local inferior (resp. superior)

de p en xo, denotada por dy(zo) (resp. dy, (o)), estd definida por

d,(zo) = liminf w’ (

— 1 B
resp. dy(xo) = limsup og,u((:z:o,r))> .
-+ r—0 logr

r—0 lOg r

Cuando di(xo) y d, (o) coinciden, el valor comin se denomina dimension local de p, y se denota simplemente

como d, (o).

Observacién 3.1 De la definicion de liminf se extraen dos propiedades:

» Para cada € > 0, existe v’ = 1/'(g,29) > 0 tal que para todo 0 < r <1/,

logu(loBg(i()’T)) > du(wo) —e <= p(B(xo,r)) < 00

» Para cada e >0 y cada ' > 0, existe 0 < r <1’ (que depende de € y o) tal que

log ju(B(z0,7))

B > di(ﬁo)+8'
B @)+e = uBaon)>r

<d

£

En particular, para cada € > 0, existe una sucesion (rn)n>1 (que depende de € y xo), en Ry que converge a

cero, tal que para cada n > 1,

log p(B(xo, 7)) dyu(w0)+<
BUor) <oy e e ulBlror) =t

Ejemplo 5. La dimensién local de la medida de Lebesgue d-dimensional £% es igual a d en cada z9 € R En

efecto, sea xo € R?. Puesto que cada bola B (xg,7), con r > 0, puede escribirse como
B(xg,7) = z9 +rB(0, 1),
y de las propiedades de la medida de Lebesgue, se sigue que

=d.

dpa(wo) = lim log L(B(x0, 7)) = lim log(r‘L(B(0,1)))

r—0 log r r—0 logr




Ejemplo 6. La dimensién local de la medida uniforme /3 sobre el conjunto de Cantor C es igual a log2/log 3.

En efecto, recordemos que p /3 satisface la siguiente scaling condition para todo r > 0 suficientemente pequeno:

log 2
log3’

1
SIB@. I < jugs(Ble,r) < 3°|Be,r)f*,  donde s = (2)

Asi, para cada xg € C,

log (%]B(x,r)\s) - log 1 /3(B(x, 7)) - log(3%|B(z,7)|%)
log r - log r - log r '

Tomando el limite cuando » — 0, se sigue que

_log2
~ log3’

dHl/s (xo)

El siguiente resultado muestra una relacion entre la regularidad puntual de funciones y la regularidad puntual

de las medidas.

Lema 3.1 Sea p una medida de Borel en R y consideremos la funcién F,, definida como

/3w@wumaﬂ>wxzm
Fu(l’) = 0

— 0
/dmm:umum iz < 0.

510 < dyu(zo) <1, entonces hr,(x0) = dyu(zo)-

Demostracién. Sea € > 0 suficientemente pequeiio tal que 0 < d,(xo) — ¢ < d,(x9) + € < 1 y supongamos sin
pérdida de generalidad que zp > 0. Por la Observacién 3.1, sabemos que existe h’ := h'(¢) > 0 pequeno tal que
para todo 0 < h < R/,

p(B(xo, h)) < h%leo)=e,
por tanto, para todo |h| < I/,

|Fy (0 + h) — Fu(z0)| = xnso ([0, 20 + h]) + Xneo u([x0 + hy 20]) < p(B(xo, |h])) < [h|2e o)<,

lo que implica que F), € C’d—“(m)_a(wo).
Por otro lado, supongamos que F), € C’d—“(xo)JrE(:no). De la Observacion 3.1, sabemos que existe una sucesion

(hn)n>1 en Ry que converge a cero, tal que para todo n > 1,

dy(w0)+e/2

p(B(xo, hn)) > hiy (3)

Puesto que F), € O (w0)+e (x0), considerando un entero N := N(xo) > 0 suficientemente grande, se sigue que para
todon > N,

w(B(zo, hn)) = [Fpu(zo + hn) — Fu(zo — hn)| < [Fu(zo + hn) — Fu(zo)| + [Fu(zo — hn) — Flu(o)]

< Ot



lo que, junto a (3), nos da una contradiccién. Asi, puesto que € es arbitrario, se sigue que hg, (zo) = dy (7). W

Observacién 3.2 El Lema 3.1 es falso cuando d,(xo) = 1. En efecto, consideremos el siguiente contraejemplo:

Sea

1
l0,17°

p=2L
por lo que d,(x) =1 para todo = € [0,1]. Por otro lado, notar que F,(x) = = en [0,1], y asi, Fj, € C>(0,1).
Este fenomeno ocurre debido a la presencia del polinomio de la Definicion 2.1.

El siguiente resultado muestra que, desde un punto de vista de regularidad local, el estudio del comportamiento

de una medida puede resultar ’delicado’.

Lema 3.2 Sea Q C R? un abierto y u € M(R). Si el mapa x — d,(z) es continuo, entonces es constante e igual
ad.

Demostracién. Ver [1]. |
Teorema 3.1 Sea u € M(R?Y). Para L-a.e. z € RY,

i sup w(B(z,r))

msu 7[3‘1(3(3;,7“)) < +00.

En dimensién d = 1, el teorema anterior conduce directamente al siguiente corolario.
Corolario 3.1 Sea u € M(R). Para L-a.e. x € RY,

d,(z) = liminf —log(,u(B(ac,r))) >1
— r—0 logr

4. Espectro multifractal o de singularidades

Como se ha explicado anteriormente, el exponente de Holder puntual de una funcién o medida suele variar
rapidamente de un punto a otro. Este es el caso, por ejemplo, de la funcién serie de Riemann o de algunos datos
observados en muchos fenémenos fisicos.

Por lo tanto, en muchas situaciones no es posible calcular o estimar el exponente de Holder puntual en cada
punto, y es mucho mas relevante tratar de encontrar el rango de estos exponentes, asi como describir el ’tamano’

del conjunto de puntos que tienen un exponente dado.

Definicién 4.1 Sea f € L (R?) (resp. p una medida de Borel positiva en R?). El iso-Hélder set (también

loc

llamado conjunto de nivel) de f (resp. p) de orden s > 0 esta definido como

E¢(s) == {1: €RY: hy(z) = s} (resp. Eu(s) == {1: € supp(p) : dy(x) = s}) :

El espectro multifractal o espectro de singularidades de f (resp. de j1) es el mapa oy (resp. 0,) definido por

of:se€ RU {+OO} — dimH(Ef(s)) € [O,d] U {—OO},
(resp. 0,15 €RU{+o0} —s dimy (&(s)) € [0,d] U {—c0})

con la convencion dimpg () = —oo.



Figura 3: Espectro multifractal de las funciones f, y fa3-

Este mapa proporciona una ’jerarquia’ entre los conjuntos de nivel Ef(s) (resp. E,(s)), segun el tamano medido
por su dimensiéon de Hausdorff. El calculo de o (resp. 0,,) se ha realizado en diversos entornos: series de Fou-
rier, procesos estocasticos (Lévy, Markov, movimiento browniano fraccionario), medidas definidas dindmicamente

(Gibbs y medidas invariantes).

Observacion 4.1 La Definicion 4.1 motiva las siguientes observaciones:

» El cdlculo de oy puede resultar muy complicado pues se necesita, a priori, calcular un nimero infinito de

dimensiones de conjuntos.

= Notemos que los conjuntos de nivel {Ey(8)}sejo4o] forman una particién no numerable de R?, i.e

RY'= | Ess)

s€[0,+00]

Definicion 4.2 Una funcién f es llamada monofractal si su espectro multifractal estd soportado por un solo

punto, i.e. si existe s* € [0, 4+00] tal que R? = E¢(s*). Caso contrario, f es llamada multifractal.

Ejemplo. Sea a € (0,1), 8> 0y xp € R. Las funciones del ejemplo 1 y 2 son multifractales, pues
By, (a) = By, ,(a) = {20}, v By, (+00) = Ey, ,(+00) = R\ {z0},
por lo que
of () =0y, ,(a) =0, y og,(+00) =0y, ,(+00) =1,

El espectro multifractal de las funciones fa y f, g se presenta en la Figura 3.

Ejemplo. Sea 0 < H < 1. La funcién de Weierstrass Wy es monofractal ya que
Ew,(H)=R = ow,(H)=1.

El espectro multifractal de la funcién Wy se presenta en la Figura 4.

Ejemplo. Tomé casi 150 anos el calculo del espectro de singularidades or de la funcién no diferenciable de



N

?
I
I
I
I
I
I
I
I
I
H +oo
Figura 4: Espectro multifractal de la funcién de Weierstrass Wy.

Riemann R. En [2] se muestra que

4s —2 sise[1/2,3/4],
or(s)=4¢ 0 sis=3/2,

—00 caso contrario.

El siguiente teorema presenta una condicién que debe satisfacer el espectro multifractal de cualquier medida
en RY.

Teorema 4.1 Sea p € M(R?). Entonces, 0,(s) < min{s,d}, para todo s € [0, +0c].

Para demostrar el Teorema 4.1 necesitaremos del siguiente resultado clasico.

Teorema 4.2 (Teorema/Lema de recubrimiento de Besicovitch) Sean E € B(RY), R = {B(x,7:)}zer
con ry > 0 un recubrimiento de E por bolas centradas en sus puntos. Existen Qq familias de conjuntos F1, ..., Fq,,

donde Qg es una constante independiente de E, tal que

1. F; esta compuesta por bolas de R disjuntas dos a dos, para todo i € {1,...,Qq}.
2. EC U'Ldel UBE.Fi B.

Observacién 4.2 FEl sequndo punto del teorema anterior implica que cada F; es numerable. Justamente aqui

radica la importancia de este teorema.

Demostracién del Teorema 4.1. Consideremos el siguiente conjunto

E,S(s) = {z e R%: dy(z) < s}.

Obviamente E,,(s) C E,=(s), por lo que es suficiente probar que dimy (EHS(S)) < min{s,d}.
La desigualdad es trivial cuando s > d. Consideremos ahora s € [0,d) y € > 0 suficientemente pequeno tal que
s+ ¢ < d. Gracias a la Observacién 3.1, para cada x € E”S(s), existe una sucesién (ry),~; en Ry (que depende

de € y x) que converge a cero, tal que para cada n > 1,
p(Bl, 1)) = (rf) O > (). (4)

Sean 0 <7 < 1yt >s+e. Usamos la técnica habitual de hallar una cota superior para #}, (Eu=(s))-

10



Por la convergencia a cero de la sucesién (77),, asumimos sin pérdida de generalidad que ¥ < n para todo
n>1y cada z € E,~(s). Asi, la familia de bolas {B(z,7%)},c E,=(s) forma un 7 recubrimiento (no numerable)

de ﬂg (s). Aplicando el Lema de recubrimiento de Besicovitch, obtenemos Qg familias Fi,. .., Fg, tal que
» F; = {B(z,7%)}sck,, donde las bolas son disjuntas dos a dos y E; C E,=(s) es numerable.
= B,5(s) C U2 User, B, 7).

Asf, la familia {B(z,7%)}.ep; 1<i<g, forma un 7 recubrimiento contable de E,,=(s). Por lo tanto, denotando por

Cy cualquier constante que depende de la dimensién,
Qd Qd Qd
Hy(Bu=()) <D > IBla,r)l' < Cad Y (i) <Ca) Y (i)™
=1 :EGEi =1 LUEEi =1 Z‘EEZ'

Puesto que cada F; esta compuesto por bolas disjuntas dos a dos y p es una medida de probabilidad, la desigualdad

(4) nos da que
Qa Qa
H(Bu=(s)) <Ca ) > pBa,ry) = Cay pw| | Bla,r)) | < Ca
i=1 z€E; i=1 z€E;
Tomando n — 0 y puesto que t > s + € es cualquiera, se sigue que dimH(E,F(S)) < s+ e. Tomando ¢ — 0 se
sigue el resultado. u
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