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El estudio de las cadenas de Markov es central en la teoria de los procesos estocésticos. Los resultados fundamen-
tales de este capitulo pueden encontrarse en textos clasicos como los de [1] y [3], pero también en un recopilatorio
mejor condesando en [2] y otros mencionados en la primera leccion.

Las cadenas de Markov describen sistemas cuya evolucién en el tiempo es aleatoria, pero cuya incertidumbre
estd gobernada por una regla de dependencia simple: el futuro depende tinicamente del presente. Esta propiedad
de “memoria nula” o propiedad markoviana confiere a las cadenas de Markov una estructura matemaética rica y
una sorprendente capacidad para modelar fenémenos diversos, desde procesos bioldgicos y fisicos hasta sistemas
de aprendizaje o dinamicas econémicas.

En esta lecciéon, se introducen las medidas invariantes y la nociéon de equilibrio estacionario, asi como la
distincién entre recurrencia positiva y recurrencia nula. Finalmente, se desarrolla el teorema ergddico, que formaliza
la convergencia de las medias temporales hacia los valores esperados en el régimen estacionario.

1. Medidas invariantes

Definicién 1.1 (Medida invariante). Una medida p # 0 sobre E es invariante para el nucleo de transicion P
cuando para todo y € E:
ply) = w(@)P(z,y)
z€E
Esto se escribe p = uP, o equivalentemente yuL = 0 donde L = P — I es el generador.

Observacion 1.2. Para una medida de probabilidad p, su invarianza para P significa que si (X, )nen €s una
CM(E,P) con Xy ~ pu, entonces X,, ~ pu para todo tiempo n. Representa un equilibrio en ley invariante por la
dindmica, y la ecuacion p = pP es una ecuacién de punto fijo.

Desde el punto de vista del grafo de transiciones, si multiplicamos el peso de cada flecha que llega a x por
el peso u(y) donde y es el estado de partida de la flecha, la suma total de estos productos debe ser igual a u(x)
(ecuacion de balance).
Ejemplo 1.3 (Medidas invariantes). Algunos ejemplos:

e Cadena con dos estados: Para la matriz:

P:<1p0 Do >
o 1—m

una medida p es invariante sii pou(0) = p1p(1). Cuando pg + p1 > 0, la Gnica ley invariante es:

b1 Do
0) = 7 1) =
#(0) po+ 1 uh) po+ 11

Si pg = p1 = 0, todas las medidas son invariantes.

e Proceso de Bernoulli: Para el proceso de Bernoulli del ejemplo 5.2.2, una medida u sobre N es invariante
sii:

1(0) =1 =p)u(0) v p(z)=(1-pu(x)+pu(z—1) paratodoz >0
Asi, si 0 < p < 1, no existe medida invariante (la clase transitoria {0} pierde masa). Si p = 0, todas las
medidas son invariantes, mientras que si p = 1, toda medida invariante p es constante.

e Marcha aleatoria sobre Z: Para la marcha aleatoria con incrementos de ley pd; + (1 — p)dp, 0 < p < 1,
una medida g es invariante sii:

wx)=a+p <1p) para todo x € Z, con a,f €R
-p

No hay unicidad salvo normalizacion.



e Proceso de Derman: Es la cadena de Markov irreducible sobre £ = N con nucleo P(z,z + 1) = p,,
P(z,0)=1—p, paraxz > 1,y P(0,1) =1, donde 0 < p, <1y [[52, px > 0. Si u es una medida invariante,

=1

entonces p(z + 1) = pu(2)ps, luego p(x + 1) = [[,_; py, mientras que:

p(0) = p@)( —po) =Y (ulx) = p(e +1) = p(1) = lim (@) = p(1) = [T pe
=1 =1 =1

Pero u(1) = u(0) pues P(0,1) = 1 es la tnica transicion que lleva a 1, de donde una contradiccion pues

[[72: e #0.

La linealidad de la ecuaciéon uP = p implica que el conjunto de medidas invariantes es un cono convexo: si p;
y 2 son invariantes y aq,ae > 0 con oy + ag > 0, [2] entonces la medida aqp; + agpe es también invariante. El
conjunto de medidas invariantes es también convexo (tomar oy + a2 = 1). Si p es una medida invariante, entonces
todo multiplo de p es también invariante. En particular, si p es invariante y verifica u(E) < oo (siempre cierto si
E es finito), entonces p(E) ™ i es una ley invariante.

Recurrencia positiva y recurrencia nula

Definicién 1.4 (Numero medio de pasajes antes del retorno). Si (X, )nen es una CM(E), para todos z,y € E, el
nimero medio de pasajes en y antes del retorno a z es:

Tr—1

pa(y) =E" [ D Lix,—y | €10,00]
n=0

Notar que pz(z) =1,y pz(y) = d.(y) si x es absorbante. Ademas, p,(y) > 0 siy solo si z — y.

Lema 1.5 (Propiedades de py). Si P es un nicleo de transicion irreducible sobre E, entonces para todo x € E':
(i) o = 1P, es decir 1a(y) > Y. p pa(2)P(2,y) para todo y € E
(ii) py es una medida que carga todos los estados: 0 < p,(y) < oo para todo y € E
(111) py tiene masa total E* (1)) € [0, 00|, es decir puy(E) = E*(TY)
(iv) Si P es recurrente entonces hay igualdad en (i) y py es una medida invariante

Demostracion. Para (i), tenemos p,(y) > E* (Z:il 1 Xn=y}) con igualdad si P es recurrente pues en ese caso

Ty < ooy Xpx = z. Este desplazamiento del tiempo permite explotar una transicion al final de la trayectoria. Mas
precisamente:

T - .
B D Lxuyy | = F° (Z 1{Xn:y,T;zn}) =Y PUX, =y, T} >n)
n=1 n=1 n=1

lo que permite un desglose segin X,,_1 y el uso de la propiedad de Markov débil, dando (i):

0 00
Y P Xn=y,Tr=n)=> Y P (X, =y; Xpn1=2T; >n)
n=1 n=1zcE

o0
=3 Y PXpn=y|Xn1=2T; >n)P"(X, 1 =2T; >n)
zEE n=1

= ZZP(Xn = y ‘ Xn—l = Z)Pw(Xn_l = Z,T; >n — 1)
z€En=1

= ZP(z,y) Z PY(X,, =2,T, >n)
n=0

zelR

= P(z,y)pa(2)

zeE



Para (*), {T; >n} ={X1#xz,..., X1 #ax} € F,_1,ysl z # zentonces {X,,_1 = 2, X1 # 2} = {Xp_1 = 2},
mientras que si z =  entonces P*(X,_1 = 2z, T > n) =0.

Para (ii), por (i), pz(2)P™ (2, y) < wa(y) y e (y)P™2(y, x) < p.(x). Basta elegir mq, mo tales que P™ (z,y) >
0y P™(y,x) > 0 por irreductibilidad de P, y usar p(x) = 1.

Finalmente (iii) viene de T = >° Zn 0 1{ X,—y}- Hemos usado varias veces el teorema de Fubini-Tonelli
en [0, 00] para conmutar sumas o esperanzas. O

Teorema 1.6 (Medidas invariantes para nicleos irreducibles). Sea P un nicleo de transicion irreducible sobre E.
Entonces:

1. Toda medida invariante . carga todos los estados y verifica u(y) > p(x)pz(y) para todos x,y
2. Se presentan dos casos distintos:

e Caso transitorio: u(E) = oo para toda medida invariante p, E es necesariamente infinito y no hay
distribucion invariante

e Caso recurrente: i, es invariante para todo x, las medidas invariantes son proporcionales, y si p es
invariante entonces pu(y) = p(x)pz(y) para todos x,y, en particular i, (y)py(x) =1

Demostracion. Sea (X,) una CM(E,P). Sea p una medida invariante para P. Existe al menos un estado z tal que
u(z) > 0. Para todo y, existe un entero n tal que P"(z,y) > 0 pues P es irreducible. Se deduce que:

Zu )P (z,y) > p(2)P"(2,y) > 0

Asi, pi carga todos los estados. Sea p invariante con p(z) = 1. La formula p(y) = p(2)P (2, y) + >, 4, 1(2)P(z,y)
usada recursivamente da, si y # x:

wy) =PI X1 =y, T, > 1)+ +P(X,, =y, T, >n)

De donde u(y) > px(y) cuando n — oo.
Caso donde P es recurrente. Si p es invariante y p(xz) = 1, entonces sabemos que p > p,, luego p — p, es una
medida sobre E. Como p, es invariante (Lema 5.7.2) v u(x) = pz(x) = 1, se tiene que para todo n y todo y:

0= (p—pz)(@) = (1 — pa)P")(x) > (10 — ) (¥)P" (v, )

de donde (p — p12)(y) = 0 eligiendo, gracias a la irreductibilidad de P, un entero n tal que P"(y,x) > 0.

Caso donde P es transitorio. En este caso G(z,y) < oo para todos z,y, de donde lim,, o P"(x,y) = 0. Si
p(E) < oo entonces por convergencia dominada, p(y) = lim,, Y p(x)P"(z,y) = 0 para todo y, lo que es imposible,
luego u(E) = oo. O

Definicién 1.7 (Recurrencia positiva y nula). Un estado recurrente z es:
e Recurrente positivo si E*(T)) = uz(F) < oo (siempre el caso cuando z es absorbante)
e Recurrente nulo si E*(T)) = p,(F) = 0o (en este caso T, tiene cola pesada)

Corolario 1.8 (Caracterizacion de la recurrencia positiva). Para todo nicleo de transicion P sobre E, irreducible
recurrente, uno de los dos casos siguientes se realiza:

1. P es recurrente positivo: todos los estados son recurrentes positivos. Entonces:

e (E) < oo para toda medida invariante y eviste una tinica distribucion invariante: p(r) = g (1T*) zeF

e jSiempre el caso si E es finito!
2. P es recurrente nulo: todos los estados son recurrentes nulos. Entonces:

e (F) = oo para toda medida invariante

e FE es necesariamente infinito, y no existe distribucion invariante



Demostracion. Por el Teorema 1.6, para todos z,y € F, las medidas invariantes p, y p, son proporcionales,
luego E*(T;) = pa(E) y EY(T) = py(E) también. Por tanto x e y son simultineamente recurrentes nulos o
recurrentes positivos. Si p es una distribucion invariante entonces sumando sobre y en u(y)/u(z) = pz(y) se
obtiene u(x) = 1/pz(E) = 1/E*(T). O

Ejemplo 1.9 (Medidas invariantes). Ejemplos de medidas invariantes:

e Toda cadena irreducible sobre un espacio de estados finito es recurrente positiva: es recurrente pues toda
trayectoria pasa infinitas veces por al menos un estado, y recurrente positiva pues toda medida es finita.

e La marcha aleatoria simple sobre Z es irreducible, y la medida de conteo es invariante. Como esta medida
tiene masa infinita, la cadena es recurrente nula o transitoria. Sabemos por otra parte que es recurrente pues
G(z,x) = G(0,0) = 0o para todo . Es por tanto recurrente nula.

e Para todo 0 < p < 1, la marcha aleatoria sobre E' = N reflejada en cero con niucleo dado por P(z,z+1) = p,
Px+1,2) =1—p, 2z € N, P(0,0) =1 —p, y P(0,1) = p, es irreducible. La medida u(z) = p*, = € E,
donde p = p/(1 — p) es invariante. Tiene masa finita sii p < 1 — p es decir p < 1/2. Se deduce que si p < 1/2
entonces la cadena es recurrente positiva con distribucion invariante Gn(p/(1 — p)). Para p = 1/2, la cadena
es recurrente nula, mientras que para p > 1/2, es transitoria.

5.8 Criterio de Foster y funciéon de Lyapunov

Lema 1.10 (Criterio de recurrencia positiva). Si (Xp,)nen es una CM(E) irreducible, y existe ' C E finito no
vacio tal que E*(T}) < oo para todo x € F, donde T}, := inf{n > 1: X,, € F'}, entonces X es recurrente positiva.

Demostracion. Notemos (T™),eN los tiempos de retorno sucesivos de X en F, con T? := 0, y T! = Tr. Seax € F.
Por la propiedad de Markov fuerte, (Y, )nen := (X7n)nen es una CM(F) irreducible pues X es irreducible. Ademas,
como F' es finito, Y es recurrente positiva, y en particular E*(S,) < oo donde S, es el tiempo de retorno de Y en
x € F. Si T} es el tiempo de retorno en x de X, el objetivo ahora es controlar E*(T7) con E*(S;) < oo. Para ello,
observamos que T = Y32 Upl{ycs,y donde Uy := T — T* de donde:

E“(T;) =) E"(Ukljres,y)s v E*(Uklpes,y) = O E (Uklres Lix,wmy})
k=0 yeFr
Por la propiedad de Markov fuerte para T%, observando que {k < S,} pertenece al pasado de X en el tiempo T*:
Ex(Ukl{k<Sx}1{XTk:y}) = Em(Uk | k< SI,XTIC = y)Pz(k < Sx,XTk) = y)
Ahora E*(Uy, | Xpr = y) = EY(T}), de donde:

(1) < (mixer(rp)) > P(s > k) = (mixEn(r) ) E¥(53) < o

O

Teorema 1.11 (Criterio de recurrencia positiva de Foster). Sea P un nicleo de transicion irreducible sobre E.
Entonces P es recurrente positivo si admite una funcion de Lyapunov, es decir V : E — R, F C E finito no vacio,
y e >0, tales que:

(l) fnfEV > —00
(i) PV < oo sobre F

(iti)) PV <V —¢e sobre F*



Demostracion. Gracias a (i) podemos suponer sin pérdida de generalidad que V' > 0, pues (ii) y (iii) son invariantes
por adicion de una constante a V. Consideremos 7% = inf{n > 1: X,, € F'}. Como F es finito no vacio, seguin el
Lema 5.8.1, basta establecer que E*(T}.) < oo para todo z € F.
Sea (X;,) una CM(E, P) y Yy, := V(Xy)1{7s>n}. La propiedad (iii) se escribe E(V/(Xp41) | X5 = 2) < V(2) —¢
para todo x ¢ F. Si x ¢ F, entonces:
B (Yot [ Xos- oo, Xn) = E* (Va1 lirasny | Xoso oo Xn) = Lipes ) EP(V(Xna1) | Xn)
<Yy (V(Xn) =€) S Yo —elirion

donde la primera desigualdad usa que X,, ¢ F sobre {T} > n}, y la segunda que V > 0 sobre F. Tomando
esperanza y usando V > 0, esto da:

0 < E*(Yps1) < E(Y,,) — eP* (T > n)

de donde, iterando:

n
0<E"(Yo) —e ) P (Ti > k)
k=0

Ahora Yy = V(Xo)1{7:50y = V(Xo), y como 72, P*(Tf > k) = E*(T}), se tiene para todo ¢ F"
ES(Tr) < e W(z) < o0
Por otra parte, para todo x € F', el desglose segiin X7, la propiedad de Markov débil, y (ii) dan:

E“(T3) <14 > Pa,y)E'(TF) <1+ ') Play)V(y) <1+ Pa,y)V(y) < oo
y¢r y¢F yer
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