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haberme permitido ser parte del mismo y de esta manera efectuar esta tesis
doctoral.
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El uso de la luz en medicina data de tiempos muy antiguos. La primera
mención de una forma de fototerapia se considera alrededor de los 3000 A.C.
cuando en India, Egipto y China se utilizaban extractos de plantas, que con-
teńıan psoralenos1, para oscurecer áreas de la piel en pacientes que sufŕıan
leucoderma o vitiligo2 mediante la aplicación del extracto, en las zonas afec-
tadas, y su posterior exposición a la luz solar [40]. Un uso similar se describe
alrededor de 1400 A.C. en el libro sagrado Athara Veda utilizando la planta
Bavachee (psoralen corylifolia), para devolver el color a la piel de las zonas
no pigmentadas [148].

Más recientemente, en 1831, Bright observó que la luz solar, o la propor-
cionada por una vela, era capaz de brillar en la cabeza de pacientes que sufŕıan
hidrocefália 3. Actualmente esta técnica de diagnóstico se conoce como tran-
siluminación4. Asimismo, Curling en 1843 utlizó esta mismo método para
diagnosticar enfermedades en el escroto y Cutler en 1929 la utilizó para diag-
nosticar lesiones mamarias [93].

En los últimos 40 años, debido al desarrollo de nuevas tecnoloǵıas, el uso
de técnicas ópticas en medicina ha crecido extensamente. En particular, el
desarrollo del LASER (Light Amplification by Stimulated Emission of Ra-

1Substancia vegetal que es sensible a la luz (o que se puede activar con luz).
2Enfermedad de la piel en la cual se observan parches de piel blancos debido a la pérdida

de la pigmentación.
3Término que define la acumulación de ĺıquido cerebroespinal en los ventŕıculos (espa-

cios) del cerebro.
4El paso de una luz a través de una parte del cuerpo o de órganos para facilitar la

inspección médica.
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diation), el cual proporciona un haz de luz con propiedades espectrales bien
definidas, ha generado un crecimiento notable en el número de aplicaciones
cĺınicas. Es aśı que la adquisición, manipulación y aplicación de la informa-
ción biomédica obtenida ha empezado a dominar el siglo XXI. En particular,
la microscoṕıa óptica se está convirtiendo en una poderosa herramienta para
el estudio del funcionamiento de las células y los tejidos [146, 7, 142, 117]. Por
otra parte, la adquisición de imágenes ópticas in vivo se está revelando como
un importante método para el diagnóstico y control de enfermedades. Den-
tro de este campo caben destacar las imágenes por fluorescencia (fluorescence
imaging).

Las imágenes por fluorescencia son especialmente interesantes, pues el uso
de etiquetas fluorescentes pueden producir una alta especificidad5 y porque
un análisis apropiado de la señal fluorescente puede proporcionar información
sobre el medio que rodea al marcador aśı como su ubicación. Actualmente
existen dos técnicas para la obtención de imágenes por fluorescencia, que de-
nominaremos como bioimágenes de fluorescencia por contraste (fluorescence
contrast in bioimaging) e imágenes de fluorescencia por el tiempo de vida
(fluorescence lifetime imaging FLIM). Es de esta última, precisamente, de la
que tratará el presente trabajo.

Las imágenes basadas en el tiempo de vida fluorescente implican la recons-
trucción de la distribución espacial de las tasas del decaimiento fluorescente
en muestras de tejido. Utiliza el tiempo de vida de la molécula fluorescen-
te, en lugar de su intensidad, para crear las imágenes. Debido a su relativa
simplicidad, las técnicas más comunes se basan en la excitación con ondas
continuas (CW) [72, 79] y en la excitación con frecuencia modulada (FD)
[46, 101]. Sin embargo, las investigaciones actuales también se centran en
la excitación por pulsos en el dominio temporal (TD). El dominio tempo-
ral requiere una tecnoloǵıa más sofisticada (pequeños pulsos de láser para
la excitación y detectores capaces de registrar la señal), pero ofrece varias
ventajas sobre las aproximaciones realizadas con ondas continuas (CW) y las
realizadas con frecuencia modulada [82]. La detección en el dominio temporal
añade una nueva dimensión a los datos de fluorescencia y la posibilidad de
analizar perfiles de decaimiento más complejos a partir de células individuales
en muestras gruesas de tejido biológico, como veremos en este trabajo.

5Conjunto de propiedades o caracteŕısticas de un objeto que permiten distinguirla de
otros.
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1.2. Imágenes médicas

Una imagen médica, en general, se puede definir como la representación
de la distribución espacial de una o más propiedades f́ısicas o qúımicas den-
tro del cuerpo humano para realizar un diagnóstico. Dos parámetros son
de fundamental importancia: el contraste (las variaciones de intensidad de la
imagen) y la resolución (grado de detalles en la imagen). La obtención de una
imagen médica se consigue al iluminar una muestra (o un paciente) con una
cantidad determinada de enerǵıa. La naturaleza de la enerǵıa determinará la
modalidad o técnica para la adquisición de la imagen (veáse [22, 11]).

A continuación describiremos algunas de las técnicas para la obtención
de imágenes médicas. Dividiremos esta descripción en dos partes: técnicas
convencionales y técnicas en desarrollo.

1.2.1. Técnicas convencionales

Las técnicas que describiremos en esta sección se pueden clasificar en dos:
las que utilizan radiaciones ionizantes 6, como rayos X, TC, PET y SPECT,
y las que no utilizan radiaciones ionizantes, como la resonancia magnética y
las ecograf́ıas. Pasamos a explicar, brevemente, en qué consisten cada una de
ellas.

Rayos X

Los rayos X son un tipo de radiación electromagnética de gran enerǵıa
capaz de atravesar cuerpos oscuros. Cuando se utilizan para el diagnóstico
médico, el resultado es un imagen anatómica del interior del cuerpo. La más
simple es la radiograf́ıa, la cual es una proyección en 2D de los rayos que
atraviesan un objeto. Cuando el cuerpo se somete a los rayos X, diferentes
partes del cuerpo permiten que pasen cantidades variables de rayos X a través
de ellas. Los tejidos blandos del cuerpo (como la sangre, la piel, la grasa y el
músculo) permiten que la mayoŕıa de los rayos X los atraviesen y aparecen en

6Las radiaciones ionizantes son las que tienen suficiente enerǵıa para romper enlaces
qúımicos y producir pares iónicos (ionización) durante su interacción con la materia o su
paso por ella. Se dividen en dos grupos:

Radiaciones corpusculares que tienen masa y carga [protones, electrones, neutrones,
radiación (α) y radiación (β)].

Radiaciones electromagnéticas que son enerǵıa pura y tienen caracteŕısticas simila-
res a la luz visible y a las ondas de radio [radiación (γ) y rayos X].
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Figura 1.1: Imagen de rayos X (izquierda), e imagen realizada mediante to-
mograf́ıa computerizada (derecha).

gris oscuro en la placa o medios digitales. Un hueso, que es más denso que los
tejidos blandos, permite que pasen menos rayos X a través de él y aparece en
color blanco en la placa. La imagen de la izquierda de la figura 1.1 muestra
una imagen realizada mediante esta técnica. Los rayos X oscurecen la placa
radiográfica. Su opacidad es una función monótona de la enerǵıa incidente.

En lo que se refiere a la detección de tumores mediante rayos X, el prin-
cipio es similar. El tumor, que es una zona más densa y con una mayor
vascularización, absorbe una mayor cantidad de enerǵıa que el tejido sano
que lo rodea. En consecuencia, la presencia del tumor se refleja en la imagen
en una mancha. En la aplicación de la detección de tumores en la mama, el
problema es el bajo contraste entre el tumor y el tejido sano, lo que provoca
que entre el 10 % y el 20 % de los tumores no se detecten, según las fuentes
que se consulten. Este porcentaje es más elevado entre las mujeres jóvenes
debido a la mayor densidad de la mama.

Durante muchos años, los médicos usaron las placas radiográficas sin un
modelo cuantitativo para interpretarlas. A pesar de ello, y dadas las limi-
taciones tecnológicas del momento, las imágenes de rayos X supusieron una
revolución ya que habrieron las puertas a la exploración no invasiva, del cuer-
po humano. Sin embargo, sus limitaciones pronto se pusieron de manifiesto.
Las principales causas son tres: (i) no hay un modelo cuantitativo con el que
interpretar los datos, (ii) son una representación bidimensional de un objeto
tridimensional, y (iii) la placa fotográfica que se usa para detectar la enerǵıa
incidente es poco sensible a los rayos X, por lo que el contraste entre los
diferentes tejidos blandos es muy pobre.

Los trabajos de Alan Cormack [27], f́ısico, y Godfrey Hounsfield [59],
ingeniero, sobre tomograf́ıa con rayos X (o tomograf́ıa computerizada) supu-
sieron un gran avance en el diagnóstico médico debido a la superación de las
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limitaciones de las imágenes de rayos X que acabamos de mencionar.

Tomograf́ıa computerizada TC

Dos avances tecnológicos hicieron posible la idea de Alan Cormack y
Godfrey Hounsfield de utilizar las matemáticas para resolver el problema de
la reconstrucción de objetos tridimensionales a partir de proyecciones bidi-
mensionales: la aparición de ordenadores de gran capacidad, destinados a
procesar un elevado número de operaciones, y la disponibilidad de detecto-
res con una sensibilidad much́ısimo mayor que las placas fotográficas. Las
señales recogidas por los detectores pasan a un ordenador que, mediante un
sofisticado cálculo matemático, reconstruye el coeficiente de atenuación a(x)
en el interior del cuerpo. La relación entre la intensidad de luz incidente I0

y la emergente I viene dada por la Ley de Lambert

I = I0e
R
L a(x)dx ,

donde el haz de luz atraviesa el cuerpo a lo largo de la ĺınea recta L. El
algoritmo empleado en la reconstrucción se debe a Johan Radon [114]. La
transformada de Radon es una transformación integral que consiste en la
integral de una función sobre un conjunto de rectas. El resultado de aplicar
esta técnica es una imagen con un mayor contraste que permite visualizar
los tejidos blandos, lo que permite la detección de tumores en el cuerpo. Una
imagen mediante tomograf́ıa computerizada se muestra en la imagen de la
derecha de la figura 1.1.

Como nota histórica mencionamos que las primeras aplicaciones de la
teoŕıa de Radon fueron realizadas en el contexto de la radioastronomı́a en
1956 por Bracewell. Sin embargo, este trabajo no tuvo un gran impacto
y no era conocido en el ámbito de la medicina. Alan Cormack y Godfrey
Hounsfield, de forma independiente, derivaron las solución al problema de
reconstruir una imagen a partir de sus proyecciones sin conocer el trabajo de
Radon. Ambos ganaron el Premio Nobel de medicina en 1979.

Tomograf́ıa por emisión de positrones

La tomograf́ıa por emisión de positrones (o PET por sus siglas en inglés)
es una técnica de diagnóstico no invasiva que permite realizar imágenes fun-
cionales de tejidos y órganos. Esta técnica permite, entre otras cosas, estudiar
el metabolismo del cuerpo. La imágenes generadas tienen menor resolución
que una tomograf́ıa computerizada pero presentan una mayor sensibilidad.
La tomograf́ıa por emisión de positrones se basa en detectar y analizar la
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Figura 1.2: Imágenes mediante tomograf́ıa por emisión de positrones (izquier-
da) y por emisión de fotón único (derecha).

distribución que adopta en el interior del cuerpo un radioisótopo (emisor
de positrones (β)) administrado a través de una inyección. El radioisótopo,
también llamado radiotrazador, se acumula en los tejidos y emite radioactivi-
dad que es captada por detectores. La tomograf́ıa por emisión de positrones
permite localizar los focos de crecimiento celular anormal en todo el organis-
mo, siendo capaz de medir la actividad metabólica de los diferentes tejidos
del cuerpo humano, especialmente del sistema nervioso central. La figura 1.2
(izquierda) muestra una imagen realizada con esta técnica.

Tomograf́ıa computerizada por emisión de fotón único

La tomograf́ıa computerizada por emisión de fotón único (SPECT por
sus siglas en inglés) es un técnica de diagnóstico que permite visualizar la
distribución en 3D de un contraste radiactivo (radiotrazador) localizado en
un órgano de interés. El radiotrazador se caracterizará por producir la emi-
sión de un sólo fotón (radiación γ). La tomograf́ıa computerizada por emisión
de fotón único obtiene imágenes desde diferentes ángulos alrededor del pa-
ciente, por lo cual, se pueden realizar cortes o secciones en cualquier plano
espacial. Las imágenes adquiridas, generalmente, representarán la actividad
metabólica. La figura 1.2 (derecha) muestra una imagen realizada con esta
técnica.

Resonancia magnética

La resonancia magnética es un fenómeno f́ısico basado en las propiedades
mecánico-cuánticas de los núcleos atómicos. Originalmente, esta técnica se
denominaba resonancia magnética nuclear, pero las connotaciones negativas
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Figura 1.3: Resonancia magnética (izquierda) y ecograf́ıa (derecha).

del término nuclear hizo que éste desapareciera del nombre. Ni la gente, ni
los poĺıticos locales queŕıan nada relacionado con la palabra nuclear en sus
comunidades, aunque esta palabra se refeŕıa al simple hecho de que todos los
átomos tienen un núcleo.

Las imágenes por resonancia magnética se obtienen cuando se somete al
paciente a un campo electromagnético con un imán de 1.5 teslas 7 (15 mil ve-
ces el campo magnético de la tierra). Este poderoso imán atrae a los protones
que están contenidos en los átomos de hidrógeno que conforman los tejidos
humanos, los cuales, al ser estimulados por las ondas de radio frecuencia, sa-
len de su alineamiento normal. Cuando el est́ımulo se suspende, los protones
regresan a su posición original liberando enerǵıa que se transforma en señales
de radio que son captadas y enviadas a una computadora que las transforma
en imágenes.

Las imágenes mediante resonancia magnética fueron propuestas inicial-
mente por Richard Ernst en 1975, quien recibió el Premio Nobel de qúımica
en 1991 por su contribución al desarrollo de la espectroscoṕıa de resonancia
magnética de alta resolución para el análisis de estructuras moleculares. Fue-
ron Edelstein y sus colaboradores quienes demostraron por primera vez su
utilidad para obtener imágenes del interior del cuerpo humano. A principios
de los años 90 se empieza a establecer como una técnica para obtener imáge-
nes funcionales, lo que permitió estudiar regiones del cerebro. En 2003, Paul
Lauterbur y Sir Peter Mansfield obtuvieron el Premio Nobel de medicina por
sus descubrimientos concernientes a las imágenes de resonancia magnética
con los que visualizaban regiones del cerebro prácticamente desconocidas.

Aunque la técnica de reconstrucción es semejante a la utilizada en la to-
mograf́ıa computerizada, la resonancia magnética es completamente distinta.

7Actualmente se utilizan imanes con intensidades de campo de entre 0.15 y 7 teslas.
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No utiliza radiación ionizante y se basa en un principio f́ısico diferente, por
lo que proporciona una información, también, distinta. Además de propor-
cionar imágenes funcionales, también se utiliza para visualizar tejido blando.
Variando ciertos parámetros, puede obtener imágenes de distintas propieda-
des de los tejidos, y cambiar el contraste para resaltar las regiones de interés.
Esta modalidad de imagen es, probablemente, la mayor competidora de la
tomograf́ıa computerizada. Su principal inconveniente es que es más cara y
tarda más en obtener las imágenes deseadas. La figura 1.3 (izquierda) mues-
tra una imagen de esta técnica.

Ecograf́ıa

También se la conoce como ultrasonido ya que utiliza ondas acústicas
con una frecuencia por encima del ĺımite perceptible por el óıdo humano.
Los equipos de ultrasonido producen ondas sonoras de alta frecuencia que
se transmiten hacia el área del cuerpo bajo estudio. Las estructuras que son
atravesadas por estas ondas oponen resistencia al paso del sonido (impedan-
cia sónica), provocando la producción de ecos. Estos ecos son detectados,
registrados y analizados por computadoras, para la obtención de imágenes.
Al igual que cualquier otra onda, los ultrasonido sufren atenuación dentro
del cuerpo. Como regla general a menor frecuencia, mayor penetración pero
al precio de una menor resolución de la imagen. El medio idóneo de propaga-
ción de las ondas es aquel con un alto contenido de agua. Debido ello, están
especialmente indicadas en el seguimiento del feto durante un embarazo. A
diferencia de los rayos X, este examen no representa ninguna exposición a
la radiación ionizante. Además, las imágenes por ultrasonido se realizan en
tiempo real, por lo que pueden mostrar la estructura y el movimiento de
los órganos internos del cuerpo, como aśı también la sangre que fluye por
los vasos sangúıneos. La figura 1.3 (derecha) muestra una imagen de esta
técnica.

Los nuevos avances tecnológicos han hecho posible el denominado ultra-
sonido tridimensional (3D) que transforma los datos de ondas acústicas en
imágenes en 3D, aśı como las imágenes de ultrasonido en cuatro dimensio-
nes (4D) que incluyen, además, el movimiento. También se está utilizando
últimamente el ultrasonido Doppler que evalúa la velocidad y dirección de
la sangre cuando circula por los vasos sangúıneos, que se encuentran, por
ejemplo, en el abdomen, brazos y piernas, o el cuello.
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1.2.2. Técnicas de imagen en desarrollo

A pesar de los beneficios que las técnicas descritas anteriormente han
supuesto para el avance de la medicina, éstas presentan algunas limitaciones.
Por ejemplo, las imágenes de rayos X tienen el inconveniente de la excesiva
exposición a la radiación ionozante que puede producir efectos nocivos en el
paciente. Por otro lado, la resonancia magnética es excesivamente costosa en
tiempo y dinero, y la ecograf́ıa tiene una baja resolución. En cualquier caso,
ninguna modalidad de imagen es universal en lo que se refiere a su idoneidad
para el correcto diagnóstico de todas las enfermedades.

Todo ello ha motivado la investigación y el desarrollo de nuevas moda-
lidades de imagen. Entre ellas destacamos, las imágenes de microondas, la
tomograf́ıa de impedancia eléctrica y la tomograf́ıa de óptica difusa, que es
la que investigamos en esta tesis. Pasamos a continuación a describir estas
nuevas modalidades.

Imágenes de microondas

Esta nueva modalidad de imagen podŕıa ser una alternativa a las mamo-
graf́ıas para la detección de pequeños tumores en la mama. Esta modalidad
utiliza ondas electromagnéticas en el rango de unos pocos GHz. Debido al al-
to contraste que existe entre las propiedades dieléctricas de los tumores y del
tejido sano en este rango de frecuencias, está mostrando un enorme poten-
cial para complementar a las mamograf́ıas y distinguir los tumores malignos
de otras posibles lesiones que pueden aparecer en la mama como, por ejem-
plo, pequeñas microcalcificaciones. Esto las diferencia de las mamograf́ıas, en
donde el contraste entre los diferentes tejidos blandos es muy pequeño.

Los métodos para detectar pequeños tumores en la mama se pueden agru-
par en dos categoŕıas: sistemas activos de banda ancha (broadband array
imaging), y sistemas tomográficos como los que utilizaremos en esta tesis. La
detección de tumores de mama mediante sistemas activos de microondas de
banda ancha se basa en principios similares a los de un radar de penetración
para la detección de cuerpos en el interior de un cuerpo. Una antena emite
una señal de banda ancha que se propaga por el medio. Los objetos con ma-
yor sección eficaz de dispersión producen ecos que son recogidos por otras
antenas colocadas en distintas posiciones. Estas señales se focalizan sintéti-
camente en el dominio mediante un ordenador para crear imágenes de los
puntos de mayor sección eficaz que han producido los ecos.

Por otro lado, los sistemas tomográficos resuelven un problema inverso
no lineal (como haremos en esta tesis) en donde se minimiza un funcional de
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coste dado mediante un método iterativo (veáse [62] para más detalles).

Impedancia eléctrica

Por su parte, la tomograf́ıa de impedancia eléctrica obtiene imágenes de
los parámetros eléctricos del tejido (conductividad y permitividad) a partir
de las medidas que se recogen en la superficie. Normalmente, se colocan
varios electrodos en la piel para aplicar pequeñas corrientes oscilantes de baja
frecuencia. Los voltajes resultantes se recogen en la superficie, y se env́ıan
a un ordenador para que los procesa mediante un algoritmo relativamente
sofisticado. Como en los sistemas tomográficos de microondas, el algoritmo
resuelve un problema inverso no lineal que minimiza un funcional de coste y
proporciona un modelo de las propiedades eléctricas del tejido. El funcional
de coste mide la diferencia entre los datos reales y los que predice el modelo
con una determinada distribución de los parámetros eléctricos (absolutos).

También se usa la denominada tomograf́ıa relativa (o diferencial) que
reconstruye, no los parámetros absolutos, sino las variaciones de éstos en
dos distribuciones diferentes cercanas. Ello permite linealizar el problema
inverso el cual se puede resolver ahora de una manera mucho más eficiente.
Esta técnica se utiliza, por ejemplo, para estudiar la evolución temporal de
la impedancia en el corazón o en los pulmones durante sus respectivos ciclos.

Tomograf́ıa de óptica difusa

La tomograf́ıa de óptica difusa ilumina el cuerpo con luz en el infrarro-
jo cercano (1mm) para crear imágenes de las propiedades ópticas del tejido
biológico [35, 55, 5, 2, 8, 43, 99, 138]. Con ella se evita la exposición a ra-
diaciones ionizantes y se busca implementaciones menos costosas. También
puede representar, caracterizar y cuantificar visualmente procesos biológicos
en niveles celulares y subcelulares de organismos vivos [90]. Aśı, estas imáge-
nes pueden mostrar las propiedades de absorción y dispersión de los tejidos,
o parámetros fisiológicos como el volumen y oxigenación de la sangre.

En esta tesis estudiamos esta modalidad de imagen para reconstruir las
propiedades ópticas de fluoróforos exógenos que son sensibles a las carac-
teŕısticas del tejido. En concreto, reconstruiremos sus tiempos de vida que
definimos en las siguientes páginas de esta tesis. Las técnicas que se utilizan
para la obtención de imágenes son:

Iluminación continua
Se basa en medir la intensidad de la luz transmitida entre dos puntos
de la superficie del tejido irradiando luz de forma continua o modulada
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Figura 1.4: Iluminación continua (izquierda), dominio temporal (centro) y
dominio de las frecuencias (derecha).

en una baja frecuencia (∼ kHz) [97, 24]. La figura 1.4 de la izquierda
muestra una esquema.

Dominio temporal
Se basan en medir la distribución temporal de los fotones que han
atravesado el tejido biológico luego de que hayan sido emitidos por un
pulso de luz (∼ picosegundos) [13, 107]. La figura 1.4 del centro muestra
una esquema.

Dominio de las frecuencias
Se basan en medir la disminución de la amplitud y el cambio de fase
de la señal transmitida luego de que ésta haya sido emitida en una alta
frecuencia (∼ 100 MHz) y con una amplitud modulada [42]. La figura
1.4 de la derecha muestra una esquema.

Mencionamos que la creación de láseres ultrarápidos, y detectores ópticos
capaces de registrar las señales producidas, han hecho posible la obtención de
imágenes ópticas gracias a la adquisición de fotones baĺısticos, discriminando
éstos de los fotones que han sufrido algún proceso de dispersión o scattering.
El resultado son imágenes de gran calidad, con una alta resolución que están
sólo limitadas por la difracción 8. Sin embargo, la tecnoloǵıa involucrada es
bastante cara y no es de fácil manejo. Además, la pequeñ́ısima proporción
de fotones baĺısticos en muestras ópticamente gruesas, las limita al caso de
muestras delgadas. Para más detalles sobre estos métodos véase [38], [153].

Finalmente, el cuadro 1.1 muestra una comparación entre las imágenes
obtenidas con algunas de la técnicas convencionales y las imágenes obtenidas
con técnicas ópticas [147].

8La difracción es un fenómeno caracteŕıstico de las ondas que consiste en la dispersión
y curvado aparente de las ondas cuando encuentran un obstáculo.
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Caracteŕısticas RX Ecograf́ıa RM MO
Contraste (tejido-blando) Bajo Bueno Excelente Excelente
Resolución espacial Excelente Buena Buena Mixta∗
Imágenes en profundidad Excelente Buena Excelente Buena
Función (aplicaciones) Ninguna Buena Excelente Excelente
Radiación no-ionizante No Si Si Si
Adquisición de datos Rápida Rápida Lenta Rápida
Coste Bajo Bajo Alto Bajo

Cuadro 1.1: Comparación entre diversas técnicas para la obtención de imáge-
nes médicas.
∗ Alta con relación a imágenes baĺısticas y baja en comparación con técnicas
de óptica difusa

1.3. Propiedades ópticas

Cuando la luz viaja a través del tejido biológico experimenta, principal-
mente, dos tipos de interacciones, la absorción y la dispersión [136, 137].
Estas propiedades determinan el número de fotones que viajan entre dos
puntos del tejido biológico. Describiremos, a continuación, los conceptos que
definen la absorción, la dispersión y otras propiedades ópticas que se derivan
de éstas. Una descripción detallada de los conceptos se puede encontrar en
[9] y [63].

1.3.1. Absorción

Es la transferencia de enerǵıa de una una radiación incidente a las molécu-
las del tejido circundante. La figura 1.5 (izquierda) esquematiza esta propie-
dad. El parámetro que se utiliza para describir la eficacia de la absorción se
conoce como coeficiente de absorción y a partir de éste se define el llamado
camino libre medio de absorción.

El coeficiente de absorción µa se define como la probabilidad de que un
fotón sea absorbido en un medio (número de eventos de absorción) por
unidad de longitud (mm−1 o cm−1).

El camino libre medio de absorción 1/µa es la distancia media requerida
para que un fotón sea absorbido.

A partir del coeficiente de absorción podemos definir la intensidad de un
haz de luz después de que éste se haya propagado sobre una determinada

24



Figura 1.5: Atenuación de la luz debido a la absorción (izquierda), y atenua-
ción debido a la dispersión (derecha)

longitud x, de la siguiente manera (si no hay dispersión)

I(x) = Io exp(−µax). (1.1)

Esta expresión es conocida como la Ley de Beer y es independiente del camino
que haya seguido el fotón.

1.3.2. Dispersión

Es el fenómeno que hace que la dirección de la radiación dentro de un me-
dio cambie. La figura 1.5 (derecha) esquematiza esta propiedad. El parámetro
que se utiliza para describir la eficacia de la dispersión se conoce como coe-
ficiente de dispersión o coeficiente de scattering, y a partir de este se define
el llamado camino libre medio.

El coeficiente de dispersión µs se define como la probabilidad de que
un fotón sea dispersado en un medio (número de eventos de dispersión)
por unidad de longitud (mm−1 o cm−1).

El camino libre medio lt se define como la distancia media que un fotón
recorre entre dos eventos consecutivos de dispersión y es igual a

lt =
1

µt
, (1.2)

donde µt = µa + µs.
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A partir del coeficiente de dispersión podemos definir la intensidad de la
componente baĺıstica de un haz de luz después de que éste haya viajado una
longitud x, de la siguiente manera

I(x) = Io exp(−µtx). (1.3)

Por otra parte, la profundidad óptica nos proporciona una medida del
espesor visual de un medio. Es decir, de la reducción de la luz transmitida
a través de éste debido a la absorción y la dispersión. Nos da idea de lo
opaco que es un medio. Aśı, un medio completamente transparente tendŕıa
profundidad óptica cero.

Si un medio es homogéneo en una distancia dx, la profundidad óptica se
define como la razón entre la distancia recorrida y el camino libre medio del
fotón, es decir,

dϱ =
dx

lt
= µtdx, (1.4)

donde µt = µs + µa. Si el medio es inhomogéneo y la luz viaja entre x1 y x2,
entonces la profundidad óptica está definida por

ϱ =

∫ x2

x1

µt(x
′)dx′ , (1.5)

que mide la atenuación de la luz entre estos dos puntos. Si

ϱ ≫ 1, se dice que el medio es ópticamente grueso. Un gran número
de fotones son absorbidos o dispersados antes de recorrer la distancia
∥x2 − x1∥. En caso contrario, si

ϱ ≪ 1, el medio es ópticamente delgado, y no hay apenas absorción o
dispersión en la distancia ∥x2 − x1∥.

Función de fase

En los tejidos biológicos, la dispersión de luz (fotones) ocurre cuando ésta
interactúa con sus ultraestructuras 9. Si el tamaño de la estructuras molecula-
res coincide con la longitud de onda del fotón, éstos sufren mayor dispersión.
La figura 1.6 muestra un esquema del tamaño de las ultraestructuras del
tejido biológico que afectan a la luz visible y a la infrarroja.

9Estructuras biológicas cuyo rango va desde 0,01µm (la membrana celular) a 10µm (la
célula).
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10µ m Células

Núcleo

1µ m Mitocondŕıa

Lysosomes, veśıculas
Dispersión Mie

0.1µ m Estriaciones en fibras de colágeno
Agregados Macromoleculares

Dispersión Rayleigh

0.01µ m Membranas

Figura 1.6: Representación del tamaño y rango de las ultraestructuras del
tejido biológico.

La dispersión de la luz causada por estructuras moleculares cuyo tamaño
coincide con la longitud de onda del fotón es descrita por la teoŕıa Mie.
La dispersión de la luz causada por estructuras moleculares cuyo tamaño
es mucho menor que la longitud de onda del fotón es descrita por la teoŕıa
Rayleigh.

Cuando la luz es dispersada por la interacción con estos scatterers, ésta
puede adquirir cualquier dirección. En consecuencia, para describir el com-
portamiento de la luz en los tejidos biológicos debemos considerar la proba-
bilidad de que un fotón que viaja en una dirección ŝ′ adquiera la dirección ŝ
por la interacción con los scatterers (veáse figura 1.7).

Denotaremos por p(ŝ, ŝ′) la función de fase, o función de dispersión, que
describe la probabilidad de que un fotón con dirección inicial ŝ′ adquiera una
dirección ŝ después de un evento de dispersión. La función de fase expresa
una densidad de probabilidad y está normalizada, por tanto, a la unidad. En
consecuencia,

∫

Sn−1

p(ŝ, ŝ′) dŝ′ = 1, (1.6)

donde n = 2, 3. Aqúı, Sn−1 representa el ćırculo unidad si n = 2 y la esfera
unidad si n = 3. Por otra parte, si suponemos que la función de fase es sólo
función del ángulo θ entre la dirección incidente y la saliente (es decir, es
independiente de la dirección inicial ŝ′) podemos expresar a ésta como el
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θ
ŝ′

α

ŝ
p(ŝ · ŝ′)

Figura 1.7: Representación de la función de fase p(ŝ · ŝ′).

producto escalar de estas dos direcciones ŝ′ y ŝ, y escribir

p(ŝ · ŝ′) = p(cos(θ)). (1.7)

Factor de anisotroṕıa g

El factor de anisotropia se define como el coseno medio del ángulo de
dispersión, es decir,

g =

∫

Sn−1

p(ŝ · ŝ′)(ŝ · ŝ′)dŝ′ (1.8)

o

g =

∫ 1

−1

p(cos(θ))(cos(θ))d(cos(θ)). (1.9)

Éste será uno de los parámetros ópticos más relevantes en nuestra investiga-
ción. Sus valores vaŕıan entre −1 < g < 1. Cuando g = 0 la dispersión es
igual en todas las direcciones (isotrópica). Cuando g > 0 domina la disper-
sión hacia adelante y cuando g < 0 domina la dispersión hacia atrás. Para
los tejidos biológicos 0,7 ≤ g < 1 [21].

La función de fase de Henyey-Greenstein [57] modela de forma unipa-
ramétrica la dependencia angular de la dispersión de la luz utilizando única-
mente el parámetro g. Fue introducida en 1941 por Henyey and Greenstein
para describir la dispersión de radiación en el polvo interestelar. Debido a
su sencillez, ha sido utilizada ampliamente en óptica atmosférica para mo-
delar la interacción entre la luz y las pequeñas part́ıculas suspendidas en la
atmósfera. Asimismo, esta función ha demostrado ser muy útil para apro-
ximar la dependencia angular de los procesos de dispersión en los tejidos
biológicos. En tres dimensiones tiene la forma
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p(cos(θ)) =
1

4π

1 − g2

(1 + g2 − 2g cos(θ))3/2
(1.10)

y en dos dimensiones es [56]

p(θ − θ′) =
1

2π

1 − g2

(1 + g2 − 2g cos(θ − θ′))
. (1.11)

En aquellos medios, como los tejidos biológicos, donde la dispersión ocu-
rre principalmente en direcciones cercanas a las de incidencia, es decir con
factores de anisotroṕıa g cercanos a la unidad, los efectos de la dispersión se
ven reducidos. En estos casos, es interesante definir unos parámetros ópticos
adicionales que tienen en cuenta esta reducción y nos ayudan a describir la
propagación de luz de forma efectiva. Los nuevos parámetros son:

El coeficiente de dispersión reducido

µ′
s = µs(1 − g) (1.12)

y el camino libre medio reducido

l′t =
1

µ′
t

, (1.13)

donde µ′
t = µa + µ′

s.

1.3.3. Índice de refracción

El ı́ndice de refracción nr es el cociente entre la velocidad de la luz en
el vaćıo c y la velocidad de la luz, v, en el medio cuyo ı́ndice se calcula. Es
decir,

nr =
c

v
. (1.14)

El fenómeno de refracción ocurre cuando la luz incide en la frontera de dos
medios con diferente ı́ndice de refracción (véase la figura 1.8) y está descrita
por la ley de Snell, la cual establece que

v1 sin(θ1) = v2 sin(θ2) , (1.15)

donde θ1 es el ángulo de incidencia, θ2 es el ángulo de refracción, v1 y v2 son
las velocidades de la luz en cada medio. Dado que los tejidos biológicos son
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Figura 1.8: Refracción de la luz entre dos medios con diferente ı́ndice de
refracción (nr1 < nr2)

medios heterogéneos en su composición se necesita conocer el valor del ı́ndice
de refracción para varios medios o un valor promedio para el tejido biológico
en general. Para la mayoŕıa de tejidos biológicos, el ı́ndice de refracción se
considera alrededor de 1.4 [35].

1.4. Fenómenos de fluorescencia

La interacción de la luz (radiación electromagnética) con la materia pue-
de dar lugar a la absorción de un fotón o cuanto de luz por un átomo o
molécula. Si el fotón tiene la enerǵıa requerida, el átomo o molécula será ele-
vado desde su estado fundamental (mı́nima enerǵıa) a un estado excitado de
mayor enerǵıa. Una vez que se encuentra en el estado excitado (inestable),
puede chocar y dar lugar a una reacción, o bien desactivarse cediendo enerǵıa
a través de alguno de los siguientes procesos:

Relajación, proceso no radiante en el que, debido a un choque, la
molécula pierde enerǵıa rápidamente (1ps = 10−12s).

Conversión interna, proceso no radiante en el que la molécula pasa
de un nivel energético de vibración a otro de menor enerǵıa y de ah́ı a
su estado fundamental (10−11 − 10−13s).

Cruce intersistemas, proceso en que la molécula pasa del estado de
excitación a un estado de menor enerǵıa (triplete 10).

Fluorescencia, proceso en el que se emite radiación de menor frecuen-
cia que la absorbida durante la excitación 10−9s.

10Hace referencia al estado energético de multiplicidad 3 [25].
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Desactivación molecular o quenching, proceso no radiativo en el
que la molécula excitada choca con otra molécula, que se encuentra es
su estado fundamental, y le transfiere su enerǵıa dejándola excitada.

Fosforecencia, proceso radiativo en el que la desactivación ocurre des-
de un estado triplete al estado fundamental 10−3s.

La figura 1.9 (diagrama de Perrin-Jablonski) describe los procesos men-
cionados (véase [139], [140]).

Estado fundamental

Estado excitado

Absorción
!!νA

Conversión interna

Relajación

no-radiativa

Fluorescencia
!!νF

Cruce intersistema

Estado triplete

Estado
virtual

Niveles energéticos de vibración

Fosforecencia
!!νFo

!!νA
Raman!!νR

Figura 1.9: Diagrama de Perrin-Jablonski

A continuación explicaremos con mayor detalle el proceso de fluorescencia
y sus principales caracteŕısticas, pues esta propiedad es de principal interés
en el presente trabajo.

1.4.1. Fluorescencia

La fluorescencia es un proceso de emisión en el cual las moléculas son
excitadas por la absorción de radiación electromagnética. Las moléculas ex-
citadas se relajan al estado fundamental, liberando su exceso de enerǵıa en
forma de fotones. Los fotones emitidos por fluorescencia tienen menos ener-
ǵıa que los absorbidos, es decir, poseen una menor frecuencia y emiten a una
mayor longitud de onda. La figura 1.9 muestra un esquema de lo descrito.
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Caracteŕısticas de la fluorescencia

Rendimiento cuántico de la fluorescencia
Es la relación entre el número de fotones emitidos, IF , y el número
total de fotones absorbidos, Iab,

η =
IF

Iab
(1.16)

El rendimiento cuántico también se puede expresar como la relación
entre las constantes cinéticas de los procesos implicados: proceso de
fluorescencia kF y procesos no fluorescentes kNF

η =
kF

kF +
∑

kNF
(1.17)

Una molécula será fluorescente o no, dependiendo de los valores rela-
tivos de las constantes cinéticas de los procesos implicados. Las cons-
tantes pueden variar su valor dependiendo del entorno en el cual se
encuentre la molécula. La temperatura es un factor muy importante.

Desactivación de la fluorescencia (Quenching)
Es un proceso de desexcitación no radiativa provocado por una molécu-
la ajena a la molécula fluorescente. A la molécula ajena se la suele
llamar desactivador o quencher. Existen dos tipos de desactivación:
dinámica y estática.

• Desactivación dinámica
Se produce por la colisión entre la molécula quencher y la molécula
fluorescente. Si la molécula fluorescente se encuentra en el esta-
do excitado, pasa al estado fundamental sin emitir radiación al
disiparse la enerǵıa en forma de enerǵıa cinética.

• Desactivación estática
Se produce cuando la molécula quencher forma un complejo con
la molécula fluorescente (complejo no fluorescente). El tiempo de
emisión no cambia, sólo baja la intensidad fluorescente.

La figura 1.10 muestra una esquema de la desactivación de la fluores-
cencia (quenching) dinámica y estática.
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Figura 1.10: Esquema de la desactivación estática y dinámica.

1.4.2. Fluoróforos

Las moléculas que emiten la fluorescencia se denominan fluoróforos 11 y
se consideran dos tipos: endógenos y exógenos.

Fluoróforos endógenos
Todos los tejidos biológicos emiten fluorescencia cuando son excitados
con luz UV o visible. Esta fluorescencia ocurre de manera natural y fre-
cuentemente se la llama autofluorescencia. Las moléculas responsables
de la autofluorescencia en el tejido han sido estudiadas por Richards-
Kortum y Sevick-Muraca [116] y los correspondientes espectros de emi-
sión y excitación han sido publicados por Wagnières et al. [144]. En la
figura 1.11 de la izquierda se muestra el espectro de absorción, y en la
de la derecha se muestra el espectro de emisión.

Los fluoróforos endógenos se pueden clasificar en cuatro grupos: porfi-
rinas 12, los aminoácidos y proteinas, la flaviana 13 y los nucleótidos 14

[44].

Fluoróforos exógenos
Son moléculas artificiales que se unen qúımicamente a otras moléculas
no fluorescentes para generar nuevas moléculas fluorescentes que son
muy sensibles a su entorno; por ejemplo, cambios en el pH . La ma-

11En citogenética molecular y bioloǵıa molecular también se conoce como ✭✭colorante
fluorescente✮✮ (fluorescent dye) o ✭✭marcador fluorescente✮✮ (fluorescent label, fluorescent
tag).

12Grupo de compuestos qúımicos que se producen en los glóbulos rojos.
13Flavina (del lat́ın flavus, amarillo) es el nombre común de un grupo de compuestos

orgánicos basados en pteridina.
14Moléculas complejas que incorporan a la misma el ácido fosfórico y un azúcar. Son

fundamentales para la formación del ADN.
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Figura 1.11: Espectros de absorción (izquierda) y de emisión (derecha) de
algunos fluoróforos endógenos [144].

yoŕıa de fluoróforos exógenos se derivan de la fluorescéına15. La nueva
generación de fluoróforos como el Alexa, Dylight Fluor y BODIPY son
generalmente más fotoestables, brillantes y menos sensibles al pH que
otros marcadores estándar [29]. La figura 1.12 muestra el comporta-
miento de fluoróforos espećıficos en el marcado celular.

Figura 1.12: Núcleo de un linfocito marcado con diversos flouróforos. DAPI
(azul tiñe el ADN) FISH (verde y rojo secuencias espećıficas de dos pares de
cromosomas).

1.4.3. Tiempo de vida fluorescente τ

Es el tiempo caracteŕıstico durante el cual una molécula permanece en
un estado excitado antes de retornar a su estado fundamental. Usualmente
este parámetro no depende de la concentración de fluoróforos. En sistemas
homogéneos, es decir, en sistemas donde no se produccen reacciones en el

15Substanćıa colorante hidrosoluble de color amarillo que produce un color fluorescente
verde intenso en soluciones alcalina pH > 5 [29].
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estado excitado, el tiempo de vida sigue la ley de decaimiento exponencial,
por lo tanto, el tiempo de vida fluorescente puede ser definido como el tiempo
en el cual la intensidad fluorescente inicial de un fluoróforo decae un 1/e
(aproximadamente 37 %) de la intensidad inicial. La figura 1.13 esquematiza
el decaimiento del tiempo de vida fluorescente.

Figura 1.13: Esquema sobre el tiempo de vida fluorescente.

A continuación mencionaremos algunas de las razones por la cuales medir
el tiempo de vida fluorescente es de utilidad para muchas investigaciones,
(véase [146], para más detalles).

Especificidad. Los tiempos de vida fluorescentes son caracteŕısticas comu-
nes de la composición y estructura molecular. Diferentes moléculas sue-
len mostrar diferentes tiempos de vida que pueden ser utilizados selecti-
vamente para el análisis de mezclas complejas en especies moleculares.

Sensibilidad. La detección del tiempo de vida fluorescente puede efec-
tuarse con sólo un pequeño número de moléculas fluorescentes. Basándo-
se en los diferentes tiempos de vida de especies autofluorescentes, la
discriminación de moléculas marcadas es posible.

Cuantificación. El tiempo de vida fluorescente esta relacionado con el
rendimiento cuántico del fluoróforo.

Sensibilidad del entorno. Los tiempos de vida fluorescentes son altamen-
te sensibles a los cambios f́ısicos y qúımicos del entorno. En particular,
los fluoróforos exógenos son diseñados para ser altamente sensibles a
cambios en su entornno (pH, viscocidad, etc).
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Figura 1.14: La figura de la ubicada en el centro superior representa una
una muestra en la cual el tiempo de vida es diferente en dos regiones de una
célula. La figura ubicada en extremo inferior izquierdo representa la imagen
de la célula basada en la intensidad. La figurea ubicada en el extremo inferior
derecho representa la imagen de la célula basada en el contraste dado por los
tiempos de vida.

Análisis temporal. Las medidas de los tiempos de vida de fluorescencia
pueden ser utilizadas para detectar cambios qúımicos o moleculares
muy rápidos. Cambios qúımicos y biológicos que ocurren a escalas de
tiempo muy pequeñas 10−12s y 10−7s pueden ser detectados y medidos.

Las nuevas técnicas en óptica permiten registrar imágenes del tiempo de
vida fluorescente y localizar espacialmente los fluoróforos que se encuentra
en una muestra. Las imágenes son independientes de la concentración y del
camino recorrido por los fluoróforos, pero son sensibles a las reacciones en
el estado excitado (transferencia de energia por resonancia) y al quenching
dinámico. Gracias a ellas, se pueden investigar espacial y temporalmetne di-
ferentes procesos intracelulares y la sensibilidad de parámetros; por ejemplo,
el pH [29]. La figura 1.14 publicada en [146] muestra una imagen obtenida
con microscoṕıa.
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En microscoṕıa de fluorescencia, las muestras que se estudian son ópti-
camente muy finas, por lo que los procesos de dispersión son despreciables.
En esta tesis estamos interesados en reconstruir imágenes similares pero en
tejidos ópticamente gruesos (de varios cent́ımetros), por lo hay que tener en
cuenta la fuerte dispersión de la luz en ellos. Estos tiene dos consecuencias
inmediatas: hay que considerar modelos de propagación de luz en medios
dispersivos, lo que supondrá resolver ecuaciones en derivadas parciales más o
menos complejas, y reconstruir las imágenes mediante algoŕıtmos más sofisti-
cados. El caṕıtulo 2 de esta tesis se dedica al análisis de los distintos modelos
que se usan para describir la propagación de luz en estos medios. El caṕıtulo
3 aborda la cuestión de la reconstrucción de imágenes de la vida media de los
fluoróforos en tejidos biológicos ópticamente gruesos. El caṕıtulo 3 supone la
mayor contribución de esta tesis.
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Caṕıtulo 2

Modelos para la propagación de
luz

El modelo más general para la propagación de luz (fotones) se establece
dentro de la teoŕıa de transferencia radiativa (la cual ha sido ampliamente
estudiada en f́ısica atmosférica (véase [15], [63])), o en la teoŕıa de transporte
de neutrones (véase [12]). El modelo se puede entender como la interacción
entre las part́ıculas de luz y las inhomogeneidades del medio en que se propa-
ga. Se obtiene considerando cambios en el flujo de enerǵıa entrante, saliente,
absorbida y emitida dentro de un volumen infinitesimal.

Para describir el modelo consideremos un pequeño paquete de enerǵıa
(luz) que entra, con una dirección de propagación ŝ ∈ Sn−1, en un pequeño
diferencial de volumen dV centrado en r⃗ ∈ Rn (n = 2, 3) en un tiempo t ∈ R
y con una velocidad de propagación c ∈ R. Ver figura 2.1.

dV
I entrante, en la

dirección ŝ
I sale, en la
dirección de interés

Fotones

Absorbidos

Fotones dispersos desde otra
dirección a la dirección de interés

Fotones dispersos en dirección
distinta a la dirección de interés

Figura 2.1: Interacción de la luz (fotones) con el medio en el que se propaga

El cambio de enerǵıa radiante I(r⃗, ŝ, t) en la dirección ŝ, de ese pequeño
paquete de enerǵıa dentro del diferencial de volumen dV es igual a la pérdida
de enerǵıa debido a la absorción y a la dispersión (scattering) en otras direc-
ciones, más la ganancia de enerǵıa debido a la dispersión de la luz entrante
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desde otras direcciones ŝ′ y la enerǵıa proveniente desde cualquier fuente de
luz situada en la posición r⃗. El balance energético se representa de la siguiente
manera.

1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t
+ ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t) = −(µs + µa)I(r⃗, ŝ, t) + µs

∫

Sn−1

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′

+ q(r⃗, ŝ, t).
(2.1)

La ecuación (2.1) se conoce como ecuación de transporte radiativo y es una
ecuación integro-diferencial para la intensidad espećıfica I en el punto r⃗, la
dirección ŝ y el tiempo t. A I también se la conoce como densidad angular de
fotones. En esta ecuación c es la velocidad de propagación en el medio, µs es
el coeficiente de dispersión, µa es el coeficiente de absorción, p es la función
de dispersión y q la fuente. El significado de todos ellos se explicará en más
detalle en la siguiente sección. Debido a la complejidad de la ecuación de
transporte radiativo sólo se conocen soluciones anaĺıticas para casos muy
simples e idealizados (véase [12], [15], [63], [141]). En el cuadro 2.1 se hace
una descripción de los términos de la ecuación de transporte radiativo.

A partir de la intensidad espećıfica I(r⃗, ŝ, t) (densidad angular de fotones)
se pueden definir dos cantidades muy útiles para describir el comportamiento
de los fotones, estas son:

la intensidad Φ(r⃗, t) (densidad de fotones)

Φ(r⃗, t) =

∫

S2

I(r⃗, ŝ, t)dŝ (2.2)

y

el flujo de fotones J⃗(r⃗, t)

J⃗(r⃗, t) =

∫

S2

I(r⃗, ŝ, t)ŝdŝ. (2.3)

2.1. Formulación anaĺıtica

En esta sección expondremos los modelos más usados para describir la
propagación de la luz en un medio. En particular presentaremos tres modelos:
la ecuación de transporte radiativo, la ecuación de difusión y la ecuación de
Fokker-Plank.
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1
c

∂I(r⃗,ŝ,t)
∂t + ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t) Diferencia entre el número de fotones que

entran y salen del volumen por unidad de
tiempo en la dirección ŝ.

(µs + µa)I(r⃗, ŝ, t) Atenuación de la luz en la dirección ŝ
debido a la absorción y la dispersión.

µs

∫
Sn−1 p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′ Incremento de la enerǵıa en la dirección ŝ

debido a la dispersión de la luz entrante
desde otras direcciones.

q(r⃗, ŝ, t) Fuente local (Número de fotones por unidad
de tiempo emitidos en la posición r⃗, con

dirección ŝ y en el tiempo t)

Cuadro 2.1: Descripción de los términos de la ecuación radiativa de trans-
porte.

En todos los modelos consideraremos un dominio compacto y convexo Ω ∈
R3 con frontera diferenciable salvo en un conjunto de puntos de medida cero
(las esquinas) ∂Ω, un intervalo de tiempo [0, T ] y el conjunto de direcciones
ŝ ∈ S2.

2.1.1. Ecuación de transporte radiativo

Como acabamos de decir, la propagación de fotones en el tejido biológico
puede ser modelada con la ecuación de transporte radiativo (véase [4], [12],
[31], [63]).

El comportamiento de los fotones (luz) que viajan a través de Ω se puede
modelar de la siguiente manera. Sea
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1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t
+ ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t) = −(µs + µa)I(r⃗, ŝ, t) + µs

∫

S2

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′

+ q(r⃗, ŝ, t) en Ω × S2 × [0, T ].
(2.4)

con condición inicial

I(r⃗, ŝ, 0) = 0 en Ω × S2 (2.5)

y condición de frontera

I(r⃗, ŝ, t) = 0 sobre Γ−, (2.6)

donde
Γ±

.
=
{
(r⃗f , ŝ, t) ∈ ∂Ω × S2 × [0, T ], ±n̂(r⃗f) · ŝ > 0

}
. (2.7)

Aqúı n̂(r⃗f) representa el vector unitario normal exterior a ∂Ω en el punto r⃗f .
La condición inicial, ecuación (2.5), indica que no existen fotones dentro

de Ω en t = 0. La condición de frontera, ecuación (2.6), indica que los fotones
que salen del domino Ω no vuelven a entrar. La fuente q(r⃗, ŝ, t), la cual emite
los fotones, puede situarse en el interior del dominio o en algún punto de la
frontera ∂Ω.

El flujo de fotones que salen por la frontera ∂Ω está determinado por la
siguiente expresión:

X̂(r⃗, t) =

∫

4π

I(r⃗, ŝ, t)ŝ · n̂(r⃗)dŝ, r⃗ ∈ ∂Ω. (2.8)

Los parámetros ópticos más importantes son: µa es el coeficiente de ab-
sorción, µs es el coeficiente de dispersión, µt = µa + µs es el coeficiente de
atenuación total y µ−1

t es el camino libre medio de los fotones. Además, supon-
dremos que todos estos coeficientes son reales y estrictamente positivos. Para
las aplicaciones en optical imaging µa ≈ 0,1−1,0 cm−1, µs ≈ 100−200 cm−1

y µ−1
t ≈ 0,005 − 0,01 cm (véase [4], [147]).
La función de dispersión p(ŝ · ŝ′) describe la probabilidad de que un fotón

con una dirección inicial ŝ′ adquiera la dirección ŝ después de un evento de
dispersión. En particular,

∫

S2

p(ŝ · ŝ′)dŝ′ = 1, (2.9)
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pues p(ŝ · ŝ′) es un función de densidad de probabilidad. El producto escalar
ŝ · ŝ′ en el argumento de la función de dispersión indica que ésta depende
sólo del coseno del ángulo de dispersión ŝ · ŝ′ = cos(θ) y, en los casos que
vamos a estudiar, es independiente de la localización del evento de dispersión.
Una de las funciones de dispersión más usadas en la literatura es la función
de Henyey-Greenstein que fue introducida por Henyey y Greenstein en 1941
(véase [57]) para describir la dispersión de la radiación en una galaxia y
que ha sido aplicada en otras muchas situaciones (en particular en tejidos
biológicos). La función de Henyey-Greenstein describe la distribución angular
de la luz dispersada y está caracterizada por un sólo parámetro que representa
el coseno medio del ángulo de dispersión. Este es,

g =

∫

S2

p(ŝ · ŝ′)(ŝ · ŝ′)dŝ′. (2.10)

La función de dispersión de Henyey-Greenstein en 3D es

p(ŝ · ŝ′) =
1

4π

1 − g2

(1 + g2 − 2gŝ · ŝ′)3/2
. (2.11)

El parámetro g en los tejidos biológicos vaŕıa entre 0,7 ≤ g < 1 (véase [21]). A
partir de este parámetro se puede definir el coeficiente reducido de dispersión
µ′

s = µs(1 − g) (indica la difusión de fotones en forma aleatoria).
Por otra parte, al utilizar la ecuación de transporte radiativo (2.4) para

modelar la propagación de fotones en el tejido biológico debemos considerar
los siguientes aspectos:

se ignora la naturaleza ondulatoria de la luz. Por lo tanto, la longitud de
onda debe ser mucho menor que las dimensiones del objeto de estudio,

los fotones son part́ıculas energéticas que sufren colisiones elásticas has-
ta que son absorbidos o escapan del dominio Ω y

el ı́ndice de refracción del medio es constante. Para el caso contrario, es
decir, cuando el ı́ndice de refracción es variable véase [39], [91], [135].

Como se puede observar, la ecuación de transporte radiativo es una ecua-
ción integro-diferencial, que tiene seis variables independientes (x, y, z, θ,ψ, t),
muy dif́ıcil de resolver, y que conduce fácilmente a problemas numéricos de
un tamaño prohibitivo para su resolución. Por ello, se utilizan diferentes apro-
ximaciones. Probablemente, la más usada es la ecuación de difusión que es
válida en medios ópticamente densos (µsL ≫ 1 y µa ≪ µs siendo L el tamaño
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caracteŕıstico del medio), siempre que estemos lejos de las fuentes de luz y de
las interfases. Por otra parte, Kim y Keller (véase [76]) recomiendan el uso
de la ecuación de Fokker-Plank modificada como aproximación a la ecuación
de transporte radiativo en casos donde la dispersión es predominante en la
dirección de incidencia (forward-biased), es decir, ŝ · ŝ′ ∼ 1.

A la ecuación de transporte radiativo frecuentemente se la simplifica a
través de una expansión en armónicos esféricos (véase [12]). Cuando se utiliza
N términos para la expansión el resultado es un conjunto de (N+1)2 ecuacio-
nes diferenciales parciales acopladas, conocida como aproximación PN . Para
N impar, el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales acopladas puede
ser reducido a una ecuación diferencial ordinaria de orden (N +1) (véase [3]).

En particular, la primera aproximación por armónicos esféricos (P1) de
la ecuación de transporte radiativo, es la ecuación de difusión.

2.1.2. Ecuación de Difusión

La ecuación de difusión es una aproximación, muy conocida, a la ecuación
de transporte radiativo y existen distintas maneras de derivarla (véase [4],
[12], [63], [68]). Una derivación detallada en (2D) se muestra en el Apéndice
I.

Es por tanto bien conocido que, en los casos en que la aproximación es
valida, el comportamiento de los fotones que viajan a través de Ω, durante
un periodo de tiempo t ∈ [0, T ] se puede modelar con la ecuación de difusión:

1

c

∂Φ(r⃗, t)

∂t
−∇ · D∇Φ(r⃗, t) + µaΦ(r⃗, t) = q(r⃗, t) en Ω × [0, T ], (2.12)

donde la intensidad Φ se define a partir de la enerǵıa radiante como:

Φ(r⃗, t) =

∫

S2

I(r⃗, ŝ, t)dŝ. (2.13)

La condición inicial, para la ecuación (2.12), es

Φ(r⃗, 0) = 0 en Ω, (2.14)

y por último imponemos una condición de frontera de tipo Robin

Φ(r⃗, t) +
κ

2γn
D(r⃗)∇Φ(r⃗, t) · n̂ = 0 sobre ∂Ω × [0, T ]. (2.15)

Aqúı n̂ representa el vector unitario normal exterior a ∂Ω y

γn =
Γ(n/2)√

π(n − 1)Γ((n − 1)/2)
(2.16)
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es una constante que depende de la dimensión del problema. En particular,
para R3 γ3 = 1/4 y para R2 γ2 = 1/π, (véase [68]). El coeficiente de difusión
D también depende de la dimensión. En tres dimensiones su expresión es

D =
1

3(µa + µ′
s)

(2.17)

y en dos dimensiones su expresión es

D =
1

2(µa + µ′
s)

. (2.18)

En estas expresiones
µ′

s = µs(1 − g) (2.19)

es el coeficiente de dispersión reducido y

κ =
1 + Ref

1 − Ref
(2.20)

es de ı́ndice de refracción entre fronteras (véase [69],[120],[147]), donde Ref

es el coeficiente de reflexión efectivo y su valor se puede determinar emṕıri-
camente por la siguiente expresión

Ref ≈ −1,4399n−2
r + 0,7099n−1

r + 0,6681 + 0,0636nr. (2.21)

Aqúı nr es el indice de refracción. Para tejidos biológicos nr ∼ 1,4 (véase
[35]).

Análisis de la condición inicial, condición de frontera y término
fuente

Condición inicial
La condición inicial, ecuación (2.14), indica que no existen fotones den-
tro de Ω antes de t = 0. Esta condición se establece a partir de la
condición inicial de la ecuación radiativa de transporte, ecuación (2.5).

Analicemos la condición

Como la ecuación de difusión carece de direccionalidad, se busca un
promedio de la incidencia de los fotones con respecto a todas las direc-
ciones en t = 0; para ello se integra la ecuación (2.5) con respecto a
ŝ

∫

S2

I(r⃗, ŝ, 0)dŝ =

∫

S2

0dŝ

= 0
(2.22)
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y por la definición de la intensidad, ecuación (2.2), se tiene que

Φ(r⃗, 0) =

∫

S2

I(r⃗, ŝ, 0)dŝ

= 0.
(2.23)

Condición de frontera
La condición de frontera, ecuación (2.15), indica que el flujo total de
fotones en la frontera es 0. Esta condición no se establece a de partir de
la condición de frontera de la ecuación de transporte radiativo, ecuación
(2.6).

Analicemos la condición

Por carecer de direccionalidad la ecuación de difusión no puede sa-
tisfacer de manera exacta la condición de frontera de la ecuación de
transporte radiativo, ecuación (2.6), pues esta tiene direccionalidad
en su formulación n̂ · ŝ < 0. Para superar este problema usualmente
se reemplaza la condición de frontera, ecuación (2.6), por la siguiente
aproximación (véase [63])

∫

n̂·ŝ<0

I(r⃗, ŝ, t)ŝ · n̂dŝ = 0, r⃗ ∈ ∂Ω. (2.24)

Esta ecuación indica que el flujo total de fotones que se dirigen hacia
el interior de Ω es cero. A partir de esta condición y utilizando la
aproximación P1 a la ecuación de transporte radiativo, podemos deducir
la condición de frontera para la ecuación de difusión. Consideremos dos
casos

• Si no existe refracción entre Ω y el medio que rodea. La condición
de frontera será

Φ(r⃗, t) +
1

2γn
D(r⃗)∇Φ(r⃗, t) · n̂ = 0, r⃗ ∈ ∂Ω. (2.25)

• Si existe refracción entre Ω y el medio que lo rodea. Una parte
de la intensidad espećıfica I del interior de Ω incidirá sobre la
frontera y se reflejará al interior, con lo cual la aproximación dada
por la ecuación (2.24) se modificará de la siguiente manera

∫

n̂·ŝ<0

I(r⃗, ŝ, t)ŝ · n̂dŝ =

∫

n̂·ŝ>0

Ref (r⃗, ŝ, t)ŝ · n̂dŝ, r⃗ ∈ ∂Ω (2.26)
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y la condición de frontera será

Φ(r⃗, t) +
κ

2γn
D(r⃗)∇Φ(r⃗, t) · n̂ = 0, r⃗ ∈ ∂Ω. (2.27)

Para más detalles sobre las condiciones de frontera (véase [4], [12], [26],
[51] [53], [69],[120]).

Término fuente
La fuente de luz q, que es parte de la ecuación de difusión, se considera
que es isotrópica, es decir, es independiente de la dirección ŝ, por lo
tanto

q(r⃗, t) =

∫

S2

q(r⃗, ŝ, t)dŝ. (2.28)

Existen dos posibilidades para la ubicación de la fuente q en Ω.

• Fuente interna
Si se desea modelar una fuente interna, no se necesita poner res-
tricción alguna.

• Fuente externa
Si se desea modelar una fuente externa, por ejemplo la incidencia
de un láser en la frontera ∂Ω, dado que la fuente q carece de
direcćıón, ésta debe ubicarse a una profundidad de 1/µ′

s (esta es
la distancia media requerida para que un fotón sufra al menos un
evento de dispersión), por debajo del lugar donde se supone incide
la fuente.

Finalmente, para determinar el flujo de fotones que salen por la frontera
∂Ω, se utiliza la siguiente expresión

X̂(r⃗, t) =
2γn

κ
Φ(r⃗, t), r⃗ ∈ ∂Ω. (2.29)

donde X̂ indica el flujo de fotones, a través del área unidad con normal n̂,
por unidad de tiempo (véase [132]).

2.1.3. Ĺımites para la Ecuación de Difusión

Aunque la aproximación por difusión es muy útil, la validez de sus resul-
tados se deterioran drásticamente cuando las propiedades ópticas del medio
alcanzan ciertos ĺımites. Dos condiciones son de gran importancia para la
obtención de buenos resultados.
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Que el medio sea altamente dispersivo, es decir, que µa ≪ µ′
s. Esta

condición no se cumple en lugares del cuerpo humano que tienen fluidos
de baja dispersión; por ejemplo, el ĺıquido cefalorraqúıdeo.

Que el medio sea ópticamente grueso, es decir, que µtL ≫ 1, donde L es
la longitud caracteŕıstica del medio. Esta condición implica que el fotón
es absorbido o dispersado muchas veces antes de recorrer la distancia
L. En particular, cuando la profundidad óptica ϱ ∈ [10, 20], la ecuación
por difusión puede llegar a modelar reǵımenes con un g < 0,9. Para los
tejidos biológicos 0,7 ≤ g < 1.

Por otra parte, la aproximación por difusión tampoco es válida para mo-
delar tiempos de llegada cortos, es decir, no se pueden modelar reǵımenes
baĺısticos, cuasi-baĺısticos y cuasi-difusivos. De manera aclaratoria, caracte-
rizaremos cada uno de los reǵımenes mencionados y además describiremos el
régimen difusivo.

Baĺıstico. Hace referencia a los fotones que no han sufrido ningún evento
de dispersión. Se caracterizan por que

t ≤ 1

cµs
. (2.30)

Cuasi-baĺıstico. Hace referencia a los fotones que han sufrido unos po-
cos eventos de dispersión y que conservan una fuerte memoria de su
dirección original. Se caracterizan por que

1

cµs
< t ≤ 1

cµ′
s

. (2.31)

Cuasi-difusivo. Hace referencia a los fotones que han sufrido algunos
eventos de dispersión y que conservan una débil memoria de su dirección
original. Se caracterizan por que

1

cµ′
s

< t ≤ 10

cµ′
s

. (2.32)

Difusivo. Hace referencia a los fotones que han sufrido muchos eventos
de dispersión y que han perdido toda memoria de su dirección original.
Se caracterizan por que

t >
10

cµ′
s

. (2.33)

Por la caracterización realizada podemos observar que la aproximación
por difusión será válida para tiempos en los cuales t > 10

cµ′
s
, es decir, tiempos

largos. Para más detalles sobre esta descripción (véase [63], [147])

47



2.1.4. Ecuación de Fokker-Planck

La ecuación de Fokker-Planck, denominada aśı por Adriann Fokker [41]
y Max Plank [110], describe la evolución temporal de la función de densidad
de probabilidad que muestra la posición y la velocidad de una part́ıcula. El
primer uso de la ecuación de Fokker-Planck fue la descripción estad́ıstica del
movimiento browniano de una part́ıcula en el seno de un fluido (véase [67]).

La ecuación de Fokker-Planck puede usarse para modelar la propagación
de la luz en el tejido biológico ([76],[48], [49]).

Bajo ciertas condiciones que enumeraremos más adelante, la propagación
de luz que se realiza a través de Ω, durante un periodo de tiempo t ∈ [0, T ]
se puede modelar de la siguiente manera. Sea

1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t
+ ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)+µaI(r⃗, ŝ, t) =

1

2
µs∆ŝI(r⃗, ŝ, t)+ q(r⃗, ŝ, t), (2.34)

donde el operador laplaciano ∆ŝI en términos de coordenadas polares (θ,ϕ)
de ŝ, con ω = cos θ, es

∆ŝI =
∂

∂ω
(1 − ω2)

∂I

∂ω
+ (1 − ω2)−1 ∂I

∂ϕ2
. (2.35)

La condición inicial, para la ecuación (2.34), es

I(r⃗, ŝ, 0) = 0 en Ω × S2 (2.36)

y la condición de frontera es

I(r⃗, ŝ, t) = 0 sobre Γ−, (2.37)

donde

Γ±
.
=
{
(r⃗f , ŝ, t) ∈ ∂Ω × S2 × [0, T ], ±n̂(r⃗f) · ŝ > 0

}
. (2.38)

Aqúı n̂(r⃗f ) representa el vector unitario normal exterior a ∂Ω en el punto r⃗f .
Los parámetros ópticos más importantes son: µa es el coeficiente de absorción
y µs es el coeficiente de dispersión.

La ecuación de Fokker-Planck es una aproximación a la ecuación de trans-
porte radiativo. Esta aproximación se basa en sustituir el operador integral
de la ecuación de transporte radiativo por una aproximación basada en ope-
rares diferenciales. La sustitución hace que la ecuación de Fokker-Planck sea
más fácil de resolver numéricamente que la ecuación de transporte radiativo
y además permite mantener la direccionalidad que la caracteriza. Esto último
no ocurre con la ecuación de difusión.

La ecuación de Fokker-Plank es una buena aproximación a la ecuación de
transporte radiativo cuando
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la dispersión es predominante en la dirección de incidencia, es decir,
cuando g ∼ 1 [76]. Existen tejidos biológicos; por ejemplo, la materia
blanca1 donde g = 0,96.

el medio es ópticamente delgado (µsL ≪ 1) y fuertemente dispersivo
µa ≪ µ′

s [76].

2.2. Esquemas numéricos

En esta sección revisamos los esquemas numéricos que se han empleado en
la tesis. Para la ecuación de transporte radiativo y para la ecuación de Fokker-
Planck se ha utilizado una discretización ordinaria para la variable angular,
una discretización en diferencias diamante para las variables espaciales y para
la variable temporal. Para la ecuación de difusión hemos implementado un
método impĺıcito basado en el esquema de Crank-Nicholson. Dado que los
requerimientos computacionales para resolver numéricamente la ecuación de
transporte radiativo en 3D son muy elevados, consideraremos para los tres
modelos el caso bidimensional. Por tanto resolveremos las ecuaciones en el
plano x − y y utilizaremos la función de dispersión correspondiente al caso
bidimensional (véase [56]). Además, consideraremos una sóla variable angular
θ.

2.2.1. Aproximación numérica a la ecuación de trans-
porte radiativo y a la ecuación de Fokker-Planck

Al ser la ecuación de transporte radiativo y la ecuación de Fokker-Planck
muy similares utilizaremos el mismo esquema numérico para resolver la parte
espacial de ambas ecuaciones. La diferencia estará pues en el tratamiento del
operador de dispersión, como se verá más adelante.

Sea I = I(x, y, θ, t) y q = q(x, y, θ, t). El modelo para la propagación de
fotones en un plano está dado por

1

c

∂I

∂t
+ cos(θ)

∂I

∂x
+ sin(θ)

∂I

∂y
+ µaI − µsLI = q, (2.39)

cuya condición inicial es

I(x, y, θ, 0) = 0 sobre Ω × [0, 2π] (2.40)

1Parte del sistema nervioso central compuesta de fibras nerviosas mielinizadas.
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y cuya condición de frontera es

I(x, y, θ, t) = 0 sobre Γ−, (2.41)

donde

Γ−
.
= {(r⃗f , θ, t) ∈ ∂Ω × [0, 2π] × [0, T ], n̂(r⃗f) · θ < 0} . (2.42)

Aqúı n̂(r⃗f ) representa el vector unitario normal exterior a ∂Ω en el punto r⃗f .
LI es el operador de dispersión que se definirá de la siguiente manera:

Si se considera la ecuación de transporte radiativo

LRT I = −I +

∫ 2π

0

p(θ − θ′)I(x, y, θ′, t)dθ′, (2.43)

donde

p(θ − θ′) =
1

2π

1 − g2

(1 + g2 − 2g cos(θ − θ′))
(2.44)

=
1

2π
+

1

π

∞∑

n=1

gn cos[n(θ − θ′)]. (2.45)

Si se considera la ecuación de Fokker-Plank

LFP I = (1 − g)
∂2I(x, y, θ, t)

∂θ2
. (2.46)

A continuación describiremos el método numérico para resolver la ecua-
ción (2.39) siguiendo la referencia [49].

Método numérico

Por la naturaleza de la ecuación de transporte radiativo, existen varios
métodos para resolverla numéricamente. Por ejemplo,

para tratar la dirección se pueden utilizar: armónicos esféricos, elemen-
tos finitos y discretización ordinaria.

Para tratar la variable espacial se pueden utilizar: diferencias finitas,
volúmenes finitos, elementos finitos y métodos espectrales.

Para tratar la variable temporal se puede utilizar cualquier discretiza-
ción que aproxime el operador diferencial hasta un orden determinado.
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La combinación de estos métodos nos proporcionan distintas posibilidades
para resolver la ecuación de transporte radiativo. Distintas combinaciones de
los métodos mencionados para resolver la ecuación de transporte radiativo
se pueden ver en [31], [71], [72], [73], [74], [76], [78].

El método numérico que describiremos a continuación, constará de cuatro
partes: un método iterativo sobre la fuente2, una discretización ordinaria
para la variable angular, una discretización en diferencias diamante para
las variables espaciales y una discretización en diferencias diamante para la
variable temporal.

Método iterativo sobre la fuente

El método iterativo sobre la fuente (véase [86]) se utiliza de la siguiente
manera en la resolución de la ecuación (2.39): primero resolveremos numéri-
camente

1

c

∂I l

∂t
+ cos(θ)

∂I l

∂x
+ sin(θ)

∂I l

∂y
+ µaI

l = J l−1, (2.47)

para l = 1, 2, . . . hasta llegar a un valor de convergencia definido por

∥J l − J l−1∥ < ϵ, (2.48)

donde el parámetro ϵ estará establecido por el usuario. Aqúı, el término fuente
se define como

J0 = q para l = 0, (2.49)

J l = µsLI l + q para l = 1, 2, . . . (2.50)

Para cada iteración, el método numérico se compone de dos partes: calcular
la actualización del término fuente (2.49) y resolver la ecuación diferencial
(2.47).

Discretización angular

Consideremos, en primer lugar, una malla angular de N puntos definida
por θn = (n − 1)∆θ, donde ∆θ = 2π/N , para n = 1, . . . , N , y definamos la
aproximación In(x, y, t) ≈ I(x, y, θn, t).

La solución de la ecuación (2.40) dependerá del operador de dispersión
que consideremos

2Este método se basa en la solución de la serie de Von Neumann (véase [134]).
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Para la ecuación de transporte radiativo el operador integral se dis-
cretizará por una regla de cuadratura (en particular un “método de
integración producto”, véase [30]). Utilizando esta regla de cuadratura,
tendremos que

∫ 2π

0

p(θn − θ′)I(x, y, θ′, t)dθ′ ≈
N∑

k=1

pnkIk(x, y, t), (2.51)

para n = 1, . . . , N . Los pesos de la cuadratura pnk se definen como

pnk =

∫ θk+∆θ/2

θk−∆θ/2

p(θn − θ′)dθ′. (2.52)

Luego, por las ecuaciones (2.51) y (2.52) el operador de dispersión para
la ecuación de transporte radiativo, definido por la ecuación (2.43) será

LN
RT In(x, y, t) = −In(x, y, t) +

N∑

k=1

pnkIk(x, y, t.) (2.53)

y la actualización para el término fuente de la ecuación (2.47) se cal-
culará como

Jn = LN
RT In(x, y, t) + q(x, y, θn, t). (2.54)

Para la ecuación de Fokker-Plank el operador diferencial se discreti-
zará con un esquema de diferencias finitas centradas de segundo orden,
de la forma

∂2I(x, y, θn, t)

∂θ2
=

In+1(x, y, t) − 2In(x, y, t) + In−1(x, y, t)

(∆θ)2
, (2.55)

para n = 1, . . . , N . Además, para la malla angular, consideraremos
condiciones de frontera periódicas, es decir, I−1 = IN e IN+1 = I1. En-
tonces, por la ecuación (2.55) el operador de dispersión para la ecuación
de Fokker-Plank, definido por la ecuación (2.46) será

LN
FP In(x, y, t) = (1 − g)

[
In+1(x, y) − 2In(x, y) + In−1(x, y)

(∆θ)2

]
. (2.56)

El termino fuente q siempre se considera conocido.
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Discretización espacial

Utilizando la discretización angular, buscaremos resolver numéricamente
la ecuación en derivadas parciales

1

c

∂In

∂t
+ cos(θn)

∂In

∂x
+ sin(θn)

∂In

∂y
+ µaIn = Jn, n = 1, . . . , N. (2.57)

Para resolver esta ecuación utilizaremos el esquema de diferencias finitas
diamante (véase [86]). Las diferencias finitas diamante utilizan un mallado
principal en el cual se hallan los valores de la solución y dos mallados auxi-
liares. En la figura 2.2 se muestra un ejemplo de cómo se pueden ubicar el
mallado principal y los mallados auxiliares.

xi−1/2
xi

xi+1/2

yj−1/2

yj

yj+1/2

Flujo conocido en la frontera.

Flujo calculado en la interface
de las celdas.

Flujo calculado en el interior
de la celda.

Figura 2.2: Esquema del mallado para el método de diferencias finitas dia-
mante

El esquema de diferencias finitas diamante se basa en calcular el promedio
de la intensidad espećıfica en cada celda y en cada nodo. Para ello se aproxi-
ma los operadores diferenciales de la ecuación (2.57) con un esquema en
diferencias finitas centradas de segundo orden

1

c

∂In(x, y, t)

∂t
+ cos(θn)

In(xi+1/2, y, t)− In(xi−1/2, y, t)

∆x

+ sin(θn)
In(x, yj+1/2, t) − In(x, yj−1/2, t)

∆y

+µaIn(x, y, t) = Jn(x, y, t),

(2.58)
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donde ∆x = xi+1/2 − xi−1/2 y ∆y = yj+1/2 − yj−1/2. Luego se integra la
ecuación (2.58) para xi−1/2 < x < xi+1/2 y para yj−1/2 < y < yj+1/2

1

c

∫

j

dy

∫

i

dx
∂In(x, y, t)

∂t
+ cos(θn)

∫

j

dy[In(xi+1/2, y, t) − In(xi−1/2, y, t)]

+ sin(θn)

∫

i

dx[In(x, yj+1/2, t) − In(x, yj−1/2, t)] + µa

∫

j

dy

∫

i

dxIn(x, y, t)

=

∫

j

dy

∫

i

dxJn(x, y, t),

(2.59)

donde ∫

i

dx =

∫ i+1/2

xi−1/2

dx y

∫

j

dy =

∫ j+1/2

yj−1/2

dy, (2.60)

y finalmente, para obtener el promedio de la intensidad espećıfica en cada
celda y en cada nodo, multiplicamos la ecuación (2.59) por 1/(∆x∆y)

1

c

∂Ii,j,n(t)

∂t
+

1

∆x
cos(θn)[Ii+1/2,j,n(t) − Ii−1/2,j,n(t)]

+
1

∆y
sin(θn)[Ii,j+1/2,n(t) − Ii,j−1/2,n(t)] + µai,jIi,j,n(t)

= Ji,j,n(t),

(2.61)

donde el promedio de la intensidad espećıfica en cada celda y en cada nodo
estará definido, respectivamente, por

Ii,j,n(t) =
1

∆x∆y

∫

j

dy

∫

i

dxIn(x, y, t), (2.62)

Ii±1/2,j,n(t) =
1

∆y

∫

j

dyIn(xi±1/2, y, t), (2.63)

Ii,j±1/2,n(t) =
1

∆x

∫

i

dxIn(x, yj±1/2, t) (2.64)

y

Ji,j,n(t) =
1

∆x∆y

∫

j

dy

∫

i

dxJn(x, y, t). (2.65)
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Discretización temporal

Buscaremos resolver la ecuación diferencial (2.61). Para ello utilizaremos
el principio del esquema de diferencias finitas diamante, es decir, buscaremos
el promedio temporal de la intensidad espećıfica. Entonces, empezaremos por
aproximar el operador diferencial temporal con un esquema en diferencias
finitas centradas de segundo orden

1

c

[
Ii,j,n(tk+1/2) − Ii,j,n(tk−1/2)

∆t

]
+

1

∆x
cos(θn)[Ii+1/2,j,n(t) − Ii−1/2,j,n(t)]

+
1

∆y
sin(θn)[Ii,j+1/2,n(t) − Ii,j−1/2,n(t)] + µai,jIi,j,n(t) = Ji,j,n(t),

(2.66)

donde ∆t = tk+1/2 − tk−1/2. Luego integraremos la ecuación (2.66) para
tk−1/2 < t < tk+1/2

1

c
[Ii,j,n(tk+1/2) − Ii,j,n(tk−1/2)] +

1

∆x
cos(θn)

∫

t

dt[Ii+1/2,j,n(t) − Ii−1/2,j,n(t)]

+
1

∆y
sin(θn)

∫

t

dt[Ii,j+1/2,n(t) − Ii,j−1/2,n(t)] + µai,j

∫

t

dtIi,j,n(t) =

∫

t

dtJi,j,n(t)

(2.67)

donde ∫

t

dt =

∫ k+1/2

tk−1/2

dt (2.68)

y finalmente, para obtener el promedio temporal de la intensidad espećıfica,
multiplicaremos la ecuación (2.67) por 1/∆t

1

c∆t
[Ik+1/2

i,j,n − Ik−1/2
i,j,n ] +

1

∆x
cos(θn)[Ik

i+1/2,j,n − Ik
i−1/2,j,n]

+
1

∆y
sin(θn)[Ik

i,j+1/2,n − Ik
i,j−1/2,n] + µai,jI

k
i,j,n = Jk

i,j,n

(2.69)

donde
Ik+1/2
i,j,n ≈ Ii,j,n(tk+1/2), (2.70)

Ik−1/2
i,j,n ≈ Ii,j,n(tk−1/2), (2.71)

Ik
i,j,n =

1

∆t

∫ k+1/2

tk−1/2

dtIi,j,n(t) (2.72)
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y

Ik
i,j,n =

1

∆t

∫ k+1/2

tk−1/2

dtIi,j,n(t). (2.73)

Finalmente, el método numérico mostrado requiere tres relaciones auxi-
liares que vinculan el flujo de la celda (interior) con el flujo de los nodos
(esquinas), estas son:

Ik
i,j,n =

1

2

(
Ik
i+1/2,j,n + Ik

i−1/2,j,n

)
, (2.74)

Ik
i,j,n =

1

2

(
Ik
i,j+1/2,n + Ik

i,j−1/2,n

)
, (2.75)

y

Ik
i,j,n =

1

2

(
Ik+1/2
i,j,n + Ik−1/2

i,j,n

)
. (2.76)

Observación

La solución del método mostrado implica el barrido en el sentido en el
que viajan los fotones. Como resultado de este barrido se producen cuatro
iteraciones para cada proceso de dispersión. Estas son:

1. cos(θn) > 0, sin(θn) > 0 de izquierda a derecha; de abajo hacia arriba.

2. cos(θn) < 0, sin(θn) > 0 de derecha a izquierda; de abajo hacia arriba.

3. cos(θn) > 0, sin(θn) < 0 de izquierda a derecha; de arriba hacia abajo.

4. cos(θn) < 0, sin(θn) < 0 de derecha a izquierda; de arriba hacia abajo.

Luego, las relaciones (2.74) y (2.75) son utilizadas de la siguiente manera:

Ik
i+1/2,j,n = 2Ik

ijn − Ik
i−1/2,j,n, si cos(θn) > 0 (2.77)

Ik
i−1/2,j,n = 2Ik

ijn − Ik
i+1/2,j,n, si cos(θn) < 0 (2.78)

Ik
i,j+1/2,n = 2Ik

ijn − Ik
i,j−1/2,n, si sin(θn) > 0 (2.79)

Ik
i,j−1/2,n = 2Ik

ijn − Ik
i,j+1/2,n, si sin(θn) < 0. (2.80)

La relación (2.76) se utiliza de la siguiente manera

Ik−1/2
i,j,n = 2Ik

i,j,n − Ik+1/2
i,j,n . (2.81)

Entonces, para cada cuadrante se selecciona la relación adecuada y junto
con la ecuación (2.69) se obtiene la ecuación en diferencias. Por ejemplo, si
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consideramos el caso cos(θn) > 0 y sin(θn) > 0, la ecuación en diferencias
será:

Ik+1/2
i,j,n = Ik

i,j,n −
c∆t

∆x
cos(θn)

(
Ik
i,j,n − Ik

i−1/2,j,n

)
− c∆t

∆y
sin(θn)

(
Ik
i,j,n − Ik

i,j−1/2,n

)

−c∆t

2
µa,ijI

k
ijn +

c∆t

2
Jk

ijn.

(2.82)

Para mayores detalles sobre el método en diferencias tipo diamante, aśı como
el estudio en otras geometŕıas de la ecuación de transporte radiativo (véase
[86]). Para detalles, comparaciones y aplicaciones del método descrito ante-
riormente (véase [48], [49]).

2.2.2. Aproximación numérica a la ecuación de difu-
sión

De manera similar a lo efectuado para la ecuación de transporte radiativo,
consideraremos el modelo en 2D. Escogeremos el plano x − y. Sea

1

c

∂Φ(x, y, t)

∂t
−∇ · D(x, y)∇Φ(x, y, t) + µaΦ(x, y, t) = q(x, y, t) en Ω × [0, T ],

(2.83)

con condición inicial
Φ(x, y, 0) = 0 en Ω (2.84)

y la siguiente condición de contorno

αΦ(x, y, t) + βD(x, y)∇Φ(x, y, t) · n⃗ = ζ sobre ∂Ω × [0, T ], (2.85)

donde n⃗ es el vector normal a la superficie ∂Ω, Ω ∈ R2 es la superficie
de propagación, S1 es la ćırculo unidad, el cual contiene todas las posibles
direcciones de propagación, [0, T ] es el intervalo de tiempo considerado y q
es la fuente de emisión. Además, µa es el coeficiente de absorción,

D =
1

2(µa + µs(1 − g))
(2.86)

es el coeficiente de difusión, µs es el coeficiente de dispersión, g es el parámetro
de anisotroṕıa y α, β y ζ son constantes que dependerán de las caracteŕısticas
del flujo en la frontera; por ejemplo, del ı́ndice de refracción.
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Esquema de Crank-Nicholson

Para resolver numéricamente la ecuación (2.83) consideraremos el esque-
ma de Crank-Nicholson. La aproximación de Crank-Nicholson a la ecuación
de difusión es consistente e incondicionalmente estable. Consecuentemente,
por el teorema de equivalencia de Lax, la aproximación de Crank-Nicholson
a la ecuación de difusión es convergente [58]. El esquema, impĺıcito, se basa
en la construcción de una aproximación numérica al valor de la solución en
(x, y, t+k/2) que es un punto situado entre dos nodos del mallado temporal.
Concretamente, si consideramos Φk

ij ≈ Φ(xi, yj, tk), para ∂Φ(x, y, t+ k/2)/∂t
usamos la aproximación que se obtiene a partir de la fórmula de diferencias
centradas

∂Φ(xi, yj, t + k/2)

∂t
=

Φk+1
ij − Φk

ij

dt
+ O(dt2) (2.87)

y para ∇ ·D(x, y)∇Φ(x, y, t+k/2) usamos como aproximación el valor medio
de ∇ ·D(x, y)∇Φ(x, y, t) y ∇ ·D(x, y)∇Φ(x, y, t+k) en (xi, yj). El desarrollo
del término ∇ · (D∇Φ), utilizando diferencias centradas, es

∇ · (D∇Φm) =
∂D

∂x

∂Φm

∂x
+
∂D

∂y

∂Φm

∂y
+ D

∂2Φm

∂x2
+ D

∂2Φm

∂y2

=
1

4dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)Φ

m
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)Φ

m
i−1,j

]

+
1

4dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)Φ

m
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)Φ

m
i,j−1

]

− 8

[
1

4dx2
+

1

4dy2

]
Di,jΦ

m
i,j + O(dx2) + O(dy2),

(2.88)

donde m = k si ∇·D(x, y)∇Φ(x, y, t) y m = k+1 si ∇·D(x, y)∇Φ(x, y, t+k).
Utilizando (2.87) y (2.88), la ecuación de difusión (2.83) se puede resolver
por el método de Crank-Nicholson de la siguiente manera

2

(
Φk+1

i,j − Φk
i,j

dt

)
−∇·(D∇Φk)+µai,jΦ

k
i,j−∇·(D∇Φk+1)+µai,jΦ

k+1
i,j = qk

i,j+qk+1
i,j ,

(2.89)
donde qk

ij ≈ q(x, y, t) y qk+1
ij ≈ q(x, y, t + k).

Si reordenamos los términos de la ecuación (2.89), obtenemos la siguiente
ecuación en diferencias.

Φk+1
i,j −(p[k+1]+q[k+1])+rµai,jΦ

k+1
i,j = Φk

i,j+p[k]+q[k]−rµai,j Φ
k
i,j+r(qk

i,j+qk+1
i,j ),

(2.90)
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donde

p[k + 1] =
dt

8dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)Φ

k+1
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)Φ

k+1
i−1,j

−8Di,jΦ
k+1
i,j

]
,

(2.91)

q[k + 1] =
dt

8dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)Φ

k+1
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)Φ

k+1
i,j−1

−8Di,jΦ
k+1
i,j

]
,

(2.92)

p[k] =
dt

8dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)Φ

k
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)Φ

k
i−1,j

−8Di,jΦ
k
i,j

]
,

(2.93)

q[k] =
dt

8dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)Φ

k
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)Φ

k
i,j−1

−8Di,jΦ
k
i,j

]
.

(2.94)

y r = dt/2.
Para más detalles ver el Apéndice II.

Condiciones de contorno

La condición de contorno

αΦ(x, y, t) + βD(x, y)∇Φ(x, y, t) · n⃗ = ζ (2.95)

se discretiza utilizando diferencias finitas de segundo orden para el operador
diferencial. Para el término en x

αΦi,j + βDi,j

[
Φi+1,j − Φi−1,j

2dx

]
= ζ . (2.96)

Despejando la ecuación (2.96), obtendremos que

Φi+1,j = Φi−1,j +
2ζdx

βDi,j
− 2αdx

βDi,j
Φi,j (2.97)

y

Φi−1,j = Φi+1,j −
2ζdx

βDi,j
+

2αdx

βDi,j
Φi,j . (2.98)
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Análogo para el término en y

Φi,j+1 = Φi,j−1 +
2ζdy

βDi,j
− 2αdy

βDi,j
Φi,j (2.99)

y

Φi,j−1 = Φi,j+1 −
2ζdy

βDi,j
+

2αdy

βDi,j
Φi,j. (2.100)

Finalmente, la ecuación (2.90) junto con las condiciones de contorno
(2.97), (2.98), (2.99) y (2.100) forman el siguiente sistema

AIk+1 = BIk + C, (2.101)

donde

A =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[Af ]
[
A+1

f

]
· · · · · · [0][

A−1
i

]
[Ai]

[
A+1

i

]
· · · [0]

[0]
. . . . . . . . . [0]

... · · ·
[
A−1

i

]
[Ai]

[
A+1

i

]

[0] · · · · · ·
[
A−1

f

]
[Af ]

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

B =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[Bf ]
[
B+1

f

]
· · · · · · [0][

B−1
i

]
[Bi]

[
B+1

i

]
· · · [0]

[0]
. . . . . . . . . [0]

... · · ·
[
B−1

i

]
[Bi]

[
B+1

i

]

[0] · · · · · ·
[
B−1

f

]
[Bf ]

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y

C =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[Cf ]
[Ci]
...

[Ci]
[Cf ]

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Los matrices internas de la matriz A tienen la siguiente estructura

[Af ] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

af a+1
f · · · · · · 0

a−1
f af a+1

f · · · 0

0
. . . . . . . . . 0

... · · · a−1
f af a+1

f

0 · · · · · · a−1
f af

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,
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[Ai] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

af a+1
f · · · · · · 0

a−1
i ai a+1

i · · · 0

0
. . . . . . . . . 0

... · · · a−1
i ai a+1

i

0 · · · · · · a−1
f af

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

[
A∗

f

]
=

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a∗
f 0 · · · · · · 0
0 a∗

f 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . 0

... · · · 0 a∗
f 0

0 · · · · · · 0 a∗
f

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y

[A∗
i ] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a∗
f 0 · · · · · · 0
0 a∗

i 0 · · · 0

0
. . . . . . . . . 0

... · · · 0 a∗
i 0

0 · · · · · · 0 a∗
f

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

donde ∗ será +1 o −1, respectivamente.
Los términos af , a+1

f , a−1
f , ai, a+1

i y a−1
i están desarrollados en el Apéndice

II.
Las matrices internas de la matriz B tienen las mismas caracteŕısticas

que las de la matriz A.
Las matrices internas de la matriz C tienen la siguiente estructura

[Cf ] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cf

cf
...
cf

cf

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦

y

[Ci] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cf

ci
...
ci

cf

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

Los términos cf y ci están desarrollados en el Apéndice II.
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Finalmente Φk es una matriz formada por los valores de intensidad, cono-
cidos o previamente calculados y Φk+1 son los valores de la intensidad por
calcular.

2.3. Resultados

En esta sección presentaremos los resultados de comparar la ecuación de
transporte radiativo, la ecuación de difusión y la ecuación de Fookker-Plank.
La sección se dividirá en dos casos:

† el primer caso simulará una fuente circular en el centro del tejido que
emite luz en todas direcciones y

† el segundo caso simulará un láser que incide de forma perpendicular
sobre una de las fronteras.

Los resultados que se presentan a continuación están adimensionalizados,
considerando el siguiene criterio de adimensionalización:

Para la longitud se considerará la profundidad óptica ϱ, es decir,

ϱ = µtL, (2.102)

donde L será la longitud del tejido biológico.

Para el tiempo se considerará la siguiente adimencionalización

t∗ =
tr
t̂
, (2.103)

donde tr es el tiempo real y t̂ es el tiempo que tardan los fotones en
atravesar l′t = 1/µ′

t con una velocidad v = c/nr
3.

Para el coeficiente de dispersión consideraremos que

µ∗
s =

µs

µ̂s
, (2.104)

donde µs es el coeficiente de dispersión de un tejido particular y µ̂s

es el coeficiente de dispersión caracteŕıstico de los tejidos biológicos
(100cm−1).

3v es la velocidad de la luz en el medio y se calcula dividiendo la velocidad de la luz en
el vaćıo c para el ı́ndice de refracción nr (para los tejidos biológicos nr ≈ 1,4).

62



Para el coeficiente de absorción consideraremos que

µ∗
a =

µa

µ̂a
, (2.105)

donde µa es el coeficiente de absorción de un tejido particular y µ̂a es el
coeficiente de absorción caracteŕıstico de los tejidos biológicos (1cm−1).

2.3.1. Fuente circular en el centro del tejido

En los resultados que presentamos a continuación mostramos el compor-
tamiento de las aproximaciones, ecuación de difusión y ecuación de Fokker-
Plank, a la ecuación de transporte radiativo cuando:

se cambia la profundidad óptica,

se cambia el valor del parámetro g.

La figura 2.3 esquematiza el experimento.

ϱ

ϱ

Receptor

Figura 2.3: Esquema que muestra un fuente circular en el centro del tejido
que emite “luz” en todas las direcciones y un receptor en la frontera superior.

Efectos del cambio en la profundidad óptica ϱ

En la figura 2.4 mostramos el comportamiento de la ecuación de trans-
porte radiativo y de sus aproximaciones, ecuación de difusión y ecuación de
Fokker-Planck, frente a variaciones de la profundidad óptica ϱ. Hemos consi-
derado cuatro casos ϱ = 2, 5, 10, 20. El coeficiente de dispersión es µ∗

s = 0,99,
el coeficiente de absorción es µ∗

a = 0,01 y el parámetro g = 0 para todos los
casos.
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Figura 2.4: Comportamiento de la ecuación de transporte radiativo (T ), ecua-
ción de difusión (D) y ecuación de Fokker-Planck (FP ) para (a) ϱ = 2, (b)
ϱ = 5, (c) ϱ = 10 y (d) ϱ = 20.

Como se puede apreciar, los datos están de acuerdo con la teoŕıa, ya que
para profundidades ópticas pequeñas la ecuación de Fokker-Planck reproduce
muy bien los resultados obtenidos con la ecuación de transporte radiativo,
mientras que la ecuación de difusión da unos resultados muy distintos. Al
aumentar la profundidad óptica, la ecuación de difusión empieza a compor-
tarse mucho mejor y en la figura 2.4 (d) reproduce perfectamente los datos
obtenidos con la ecuación de transporte radiativo, mientras que los datos
obtenidos con la ecuación de Fokker-Planck son en este caso menos precisos.
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Efectos del cambio en el parámetro g

A continuación en la figura 2.5 mostramos el comportamiento de la ecua-
ción de transporte radiativo y de sus aproximaciones, ecuación de difusión
y ecuación de Fokker-Planck, frente a variaciones del parámetro g. Hemos
considerado cuatro casos g = 0, 0,5, 0,8, 0,9. El coeficiente de dispersión es
µ∗

s = 0,99, el coeficiente de absorción es µ∗
a = 0,01 y la profundidad óptica es

ϱ = 10 para todos los casos.
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Figura 2.5: Comportamiento de la ecuación de transporte radiativo (T ), ecua-
ción de difusión (D) y ecuación de Fokker-Planck (FP ) para (a) g = 0, (b)
g = 0,5, (c) g = 0,8 y (d) g = 0,9.

65



Al igual que en el caso anterior, los experimentos están plenamente de
acuerdo con la teoŕıa. Como se puede apreciar en la figura 2.5 la ecuación
de difusión se comporta muy bien para los casos en los que g es pequeña,
especialmente cuando g = 0, pero cuando la dispersión es predominante en
la dirección de incidencia, es decir, cuando g ∼ 1 los resultados son comple-
tamente distintos de los obtenidos con la ecuación de transporte radiativo.
En cambio, la ecuación de Fokker-Planck produce unos datos que para g ∼ 0
no son muy precisos, pero aún guardan similitud con los obtenidos con la
ecuación de transporte radiativo, y además mejoran sensiblemente al incre-
mentar el valor de g hasta reproducir casi perfectamente los resultados de la
ecuación de transporte radiativo para g ∼ 1.

2.3.2. Láser que incide perperdicularmente sobre una
de las fronteras

En los resultados que presentaremos mostramos el comportamiento de
la ecuación de transporte radiativo y de sus aproximaciones, ecuación de
difusión y ecuación de Fokker-Planck, frente a variaciones del parámetro g,
cuando un láser incide perperdicularmente sobre la frontera izquierda. Se han
considerado dos tipos de medidas: el flujo de la intensidad reflejada (receptor
en la misma frontera que la fuente) y el flujo de la intensidad transmitida
(receptor en la frontera opuesta). La figura 2.6 esquematiza el experimento.

ϱ

Láser

R
ec

ep
to

r R
eceptor

Figura 2.6: Esquema que muestra un fuente láser emitiendo en dirección per-
pendicular a la frontera del tejido. El receptor ubicado en la misma frontera
de la fuente mide el flujo reflejado y el receptor ubicado en el lado opuesto
mide el flujo transmitido.
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A continuación mostramos los cuatro casos considerados para el paráme-
tro g, donde los parámetros ópticos utilizados son: profundidad óptica ϱ = 10,
coeficiente de dispersión µ∗

s = 0,99 y coeficiente de absorción µ∗
a = 0,01.
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Figura 2.7: Comportamiento de la ecuación de transporte radiativo (T ), ecua-
ción de difusión (D) y ecuación de Fokker-Planck (FP ) con g = 0 para (a)
flujo de la intensidad reflejada y (b) flujo de la intensidad transmitida.
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Figura 2.8: Comportamiento de la ecuación de transporte radiativo (T ), ecua-
ción de difusión (D) y ecuación de Fokker-Plank (FP ) con g = 0,5 para (a)
flujo de la intensidad reflejada y (b) flujo de la intensidad transmitida.
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Figura 2.9: Comportamiento de la ecuación de transporte radiativo (T ), ecua-
ción de difusión (D) y ecuación de Fokker-Plank (FP ) con g = 0,8 para (a)
flujo de la intensidad reflejada y (b) flujo de la intensidad transmitida.
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Figura 2.10: Comportamiento de la ecuación de transporte radiativo (T ),
ecuación de difusión (D) y ecuación de Fokker-Plank (FP ) con g = 0,9 para
(a) flujo de la intensidad reflejada y (b) flujo de la intensidad transmitida.

En este experimento mostramos que, en general la ecuación de Fokker-
Planck reproduce mejor los datos obtenidos con la ecuación de transporte
radiativo que la ecuación de difusión, cuando el valor del parámetro g ∼ 1 y
la porfundidad óptica ϱ es pequeña.
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Tiempos promedios

El cuadro 2.2 muestra el tiempo promedio que utilizan los métodos numéri-
cos implementados para resolver la ecuación de transporte radiativo, la ecua-
ción de Fokker-Planck y la ecuación de difusión. La profundidad óptica uti-
lizada es ϱ = 10 para la cual se ha utilizado una malla de 151 × 151 para
el dominio espacial, 32 ángulos para discretizar la variable angular, un paso
temporal dt = 0,5 y un tiempo final tf = 100. El equipo utilizado ha sido un
portátil Dell con procesador Intel(R)Core(TM)2DuoCPU T9300, 2.50GHz y
4GB de memoria RAM.

Ecuación de transporte radiativo 36.76 min
Ecuación de Fokker-Planc 10.88 min
Ecuación de difusión 0.77 min

Cuadro 2.2: Tiempos de ejecución.
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Caṕıtulo 3

Estimación de la distribución y
el tiempo de vida de fluoróforos

3.1. Introducción

Debido a la fuerte interacción de la luz con el tejido biológico, las imáge-
nes ópticas in vivo están mostrando un gran potencial para el estudio de las
funciones de células y tejidos. Entre las técnicas ópticas no invasivas para ob-
tener imágenes macroscópicas, las técnicas de fluorescencia están adquiriendo
un papel relevante. Esto se debe a la utilización de marcadores fluorescentes
que proporcionan mayor especificidad que las técnicas basadas en la absor-
ción o dispersión de los tejidos [31, 4, 47]. En las técnicas de fluorescencia,
se marca el objetivo a estudiar con una molécula fluorescente que se excita
mediante una fuente de luz externa que ilumina el tejido desde la superficie.
Con ello, se aumenta de forma considerable el contraste de la imagen y se
logra información local sobre el entorno de la molécula fluorescente (pH local,
concentraciones de calcio y sodio, saturación de ox́ıgeno,...) [124].

Una estrategia es utilizar moléculas con espectros fluorescentes que de-
pendan del entorno local, y analizar la respuesta espectral del medio. Otra
forma de obtener esta información es mediante mediciones del tiempo de vi-
da fluorescente. El tiempo de vida fluorescente de las moléculas excitadas
cambia debido a los diferentes mecanismos de desactivación, tales como coli-
siones o transferencia de enerǵıa que desactivan el estado excitado. Vamos
a considerar, en este caṕıtulo de la tesis, esta última estrategia: imágenes
basadas en el tiempo de vida fluorescente.

Las imágenes basadas en el tiempo de vida fluorescente implican la recons-
trucción de la distribución espacial de las tasas del decaimiento fluorescente
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en el interior del tejido. Para crear estas imágenes, utilizaremos el tiempo de
vida de la señal fluorescente detectada en la superficie, en lugar de su inten-
sidad. Debido a su relativa simplicidad, las técnicas más comunes se basan
en la excitación con iluminación continua [50, 72, 79] y en la excitación con
frecuencia modulada [46, 101] (ver la Introducción de esta Tesis). Sin embar-
go, las investigaciones actuales se están centrando en la excitación mediante
pulsos cortos, resolviendo las señales en el dominio temporal. Esta última
modalidad requiere de una tecnoloǵıa más sofisticada (pequeños pulsos de
láser para la excitación y detectores capaces de registrar señales de unos po-
cos nanosegundos), pero ofrece varias ventajas sobre la iluminación continua
y la frecuencia modulada [82]. La detección en el dominio temporal añade
una nueva dimensión a los datos de fluorescencia y la posibilidad de anali-
zar perfiles de decaimiento más complejos a partir de células individuales en
muestras gruesas de tejido biológico.

El problema de obtener imágenes basadas en el tiempo de vida fluores-
cente en tejidos ópticamente gruesos (de varios cent́ımetros de grosor) es
similar al de la obtención de imágenes mediante microscoṕıa de fluorescencia
[146, 7, 142, 117] y al de las imágenes basadas tiempo de vida fosforescente
[19, 20]. Sin embargo, las imágenes de tejidos gruesos basadas en el tiem-
po de vida fluorescente plantea algunos retos que se deben superar. En la
microscoṕıa de fluorescencia, las muestras del tejido son ópticamente muy
delgadas. Por lo tanto, la dispersión es despreciable y el modelado es mucho
más sencillo ya que no hay necesidad de dar cuenta de ella. Por otra parte,
en las imágenes basadas en el tiempo de vida fosforecente los tiempos de
migración de los fotones en el tejido (del orden de nanosegundos) son des-
preciables comparados con los tiempos de vida de las sondas fosforecentes
(del orden de decenas de microsegundos), lo cual simplifica enormemente el
problema. Sin embargo, los tiempos de vida fluorescentes de las moléculas
que son comúnmente utilizadas van, t́ıpicamente, desde los picosegundos a
los nanosegundos.

Dos son, por tanto, los desaf́ıos que plantean las imágenes basadas en el
tiempo de vida fluorescente dentro de medios ópticamente gruesos: (i) dado
que en los tejidos biológicos la luz sufre múltiples procesos de dispersión, la
descripción de los fenómenos de propagación de la luz es mucho más compleja,
y (ii) los tiempos de migración de los fotones son comparables a las tasas
de decaimiento fluorescente de las sondas empleadas. En consecuencia, la
distribución temporal de la señal fluorescente resultante, que se detecta en
la superficie, es la convolución del pulso dispersado en el tejido y las tasas de
los decaimientos fluorescentes.

Puesto que la fuerte dispersión de la luz en el interior del tejido causa

71



una severa pérdida de resolución espacial, no se puede hacer uso de imáge-
nes directas y debe aplicarse algoritmos de reconstrucción de imágenes que
resuelvan el problema inverso asociado, y mejorar, aśı, nuestra capacidad de
visualización [50, 97, 98]. De hecho, la aparición de sofisticados marcadores
fluorescentes para objetivos biológicos espećıficos como, por ejemplo, marca-
ción genética, ha motivado el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas ópticas para
imágenes de fluorescencia con el fin de obtener una mayor información de las
moléculas fluorescentes. Recordamos que en las imágenes basadas en fluores-
cencia, las moléculas fluorescentes actúan como fuentes internas y, por tanto,
el proceso de visualización equivale a la solución de un problema inverso don-
de la fuente se reconstruye a partir de las medidas tomadas en la superficie
del tejido.

Para obtener la distribución espacial de la vida media fluorescente en
el interior de un tejido, proponemos una estrategia h́ıbrida, que se basa en
la reconstrucción de formas [33, 34, 61] y en un método tipo gradiente de
reconstrucción pixel a pixel. La busqueda simultánea de la forma de los
fluoróforos y de sus vidas medias se lleva a caba mediante un proceso de
optimización. En otras palabras, estimamos simultáneamente la distribución
de los fluoróforos mediante una estrategia basada en formas, y las vidas me-
dias fluorescentes usando un método tipo gradiente. Nuestros experimentos
numéricos validarán la combinación de estos dos métodos.

En lugar del clásico esquema iterativo basado en la reconstrucción pixel a
pixel, que suele conducir a un excesivo suavizado de las propiedades ópticas
del tejido, una estrategia basada en formas da lugar a fronteras bien defini-
das y a una mejor estimación de los parámetros ópticos de interés. Esto es
aśı, porque una estrateǵıa de reconstrucción basada en formas conlleva una
regularización impĺıcita que reduce la dimensionalidad del problema inverso
y, por tanto, ayuda a estabilizar el proceso de reconstrucción.

Nuestro algoritmo utiliza la técnica de conjuntos de nivel (level sets) para
representar las formas de las regiones del tejido con fluoróforos. La principal
ventaja de la técnica de conjuntos de nivel es que nos libera de restriccio-
nes topológicas cuando reconstrúımos un número desconocido de fluoróforos.
Esta técnica permite la separación y agrupamiento automáticos de objetos
durante la reconstrucción.

Este caṕıtulo se organizará como sigue. En la Sección 3.2 formalizamos el
problema inverso que queremos resolver y exponemos las herramientas fun-
damentales que hemos usado para ello. En la Sección 3.3 describimos cómo
hemos modelado el proceso de fluorescencia en el tejido. En la Sección 3.4
explicamos la técnica con la que hemos reconstrúıdo las imágenes de fluores-
cencia. La Sección 3.5 resume nuestro algoritmo de reconstrucción. La Sec-
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ción 3.6 contiene los experimentos numéricos que validan nuestra estrategia
de reconstrucción. Finalmente, la Sección 3.7 son nuestras conclusiones.

3.2. Conceptos generales

En esta sección revisaremos los conceptos básicos que hemos utilizado
para la reconstrucción de fuentes fluorescentes. Partiremos con una breve
exposición sobre el llamado problema inverso, del que mencionaremos sus
definiciones principales, problemas al plantearlos y los métodos más comunes
para su regularización. Luego expondremos la técnica de conjuntos de nivel, la
cual será de fundamental interés en el desarrollo del caṕıtulo, pues ésta será la
herramienta principal para la reconstrucción de fuentes fluorescentes. En esta
exposición mencionaremos el uso de conjuntos de nivel para la representación
de dos o más regiones. Finalmente, mencionaremos la idea básica para la
evolución de formas a partir del cálculo de variaciones.

3.2.1. Problema inverso

El objetivo de recolectar datos es obtener información significativa acerca
de un sistema f́ısico o fenómeno de interés. Si los datos medidos dependen,
en cierto modo, de las cantidades que queremos determinar, entonces los
datos contendrán información sobre dichas cantidades. A partir de los datos
que hemos medido, el problema de reconstruir las cantidades que realmente
queremos es llamado problema inverso. En otras palabras, un problema
inverso es aquel en el cual habiendo medido un efecto, queremos determinar
su causa [131].

Los problemas inversos surgen en disciplinas tales como geof́ısica, astro-
nomı́a, navegación, e imágenes médicas. De esta breve e incompleta lista,
es evidente que el ámbito de aplicación de la teoŕıa del problema inverso
es extensa y sus aplicaciones pueden encontrarse en diversas campos. En
particular, este trabajo se centra en la formación de imágenes médicas con
fluorescencia.

Definiciones

El conjunto de valores que queremos reconstruir se llamará imagen, in-
cluso si esos valores no representan una imagen, sino que son simplemente los
parámetros que definen al modelo (por ejemplo, el tiempo de vida τ de los
fluoróforos). El conjunto de todas las imágenes se llamará espacio imagen .
Denotaremos a una imagen por p y al espacio imagen por P.
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Por otra parte, al conjunto de todos los posibles datos o medidas le llama-
remos espacio datos y lo denotaremos por D. A los datos los denotaremos
por g. En la práctica, debido al ruido y a las imperfecciones experimentales,
nunca somos capaces de hacer mediciones exactas y los datos que obtene-
mos son una aproximación a las cantidades que se mediŕıan en condiciones
ideales. En consecuencia, nosotros modelaremos esta situación e introduci-
remos ruido en los datos y simularemos condiciones no ideales en nuestros
experimentos numéricos.

Por lo mencionado, podemos definir el problema directo como la apli-
cación de la imagen a las cantidades que somos capaces de medir, mientras el
correspondiente problema inverso consistirá en encontrar la imagen ori-
ginal teniendo en cuenta los datos medidos. Denotaremos a la aplicación con
A. Por tanto, el problema directo está definido por la aplicación

A : P −→ D

p .−→ g = Ap,
(3.1)

y el problema inverso está definido por la aplicación

A−1 : D −→ P

g .−→ p = A−1g.
(3.2)

Aqúı hemos supuesto la existencia de A−1. Las caracteŕısticas de la aplicación
A, y por tanto de A−1, establecerán si un problema inverso está bien puesto
o no [96].

Problemas bien puestos y mal puestos

El término ”problema mal puesto” apareció a principios del siglo XX,
cuando el célebre matemático francés Jacques Hadamard (1865-1963) enun-
ció por vez primera sus condiciones de “problema bien planteado o bien
puesto” y “problema mal planteado o mal puesto”.

Diremos que un problema inverso está bien puesto si se satisfacen las tres
condiciones siguientes:

Existe solución exacta.

No hay más que una solución.

La solución depende continuamente de los datos.
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Estas tres condiciones implican que g está en el rango de A, que A es inyec-
tiva y que A−1 existe y es continua en los espacios dados.

En aplicaciones médicas (especialmente imágenes) encontramos una gran
variedad de problemas inversos los cuales, generalmente, no cumplen las tres
condiciones (a menudo ninguna de ellas en absoluto), lo que significa que
están mal planteados. Esto es aśı porque el espacio de trabajo es muy am-
plio, los datos disponibles muy escasos y con errores de medición, y en la
práctica resulta dif́ıcil (o imposible) encontrar el modelo de parámetros que
los ajusta correctamente. En otras palabras, la información contenida en los
datos emṕıricos no es suficiente para determinar uńıvocamente el modelo,
de manera que las posibles soluciones que en principio permiten ajustar los
datos son virtualmente infinitas. Además, cuando se discretiza el problema
para resolverlo numéricamente, el mal planteamiento del problema inverso se
refleja en una matriz mal condicionada. Para resolver un problema inverso
mal propuesto necesitamos regularizarlo.

Regularización

Regularización significa reemplazar un problema inverso mal puesto por
una familia de problemas aproximados bien puestos, los cuales estarán carac-
terizados por uno o más parámetros de regularización. Al final se escogerá,
con un cierto criterio, una de la aproximaciones para que represente la so-
lución del problema inverso mal puesto. La solución presentada, al no ser la
verdadera solución del problema inverso mal puesto (generalmente no existe),
toma el nombre de “cuasi solución”.

Entre los métodos más frecuentes para regularizar problemas inversos mal
puestos tenemos: el método de mı́nimos cuadrados y el método de Tikhonov.

El método de mı́nimos cuadrados busca un estimador p̂ que minimize
el funcional

J =
∥∥Ap− g

∥∥2
. (3.3)

Se puede demostrar que p̂ es la única solución del sistema

A∗Ap̂ = A∗g , (3.4)

donde A∗ es el operador adjunto de A [37].

El método de Tikhonov busca un pα que minimize el funcional de coste
modificado

J =
∥∥Ap− g

∥∥2
+ α

∥∥p
∥∥2

. (3.5)
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Igualmente, se puede demostrar que pα es la única solución del sistema

(A∗A + αI)pα = A∗g , (3.6)

donde I es la matriz identidad y α > 0 es el parámetro de regularización
[133].

3.2.2. Conjuntos de nivel

El método de conjuntos de nivel 1 fue originalmente desarrollado por
Osher y Sethian para modelar el movimiento de curvas y superficies [102, 103].
Desde entonces, este método ha sido ampliamente utilizado en diferentes
áreas de investigación. Ejemplos de ello son las aplicaciónes a la mejora de
imágenes, crecimiento de cristales, y otros [121].

En 1996, Santosa propuso usar esta técnica para resolver problemas in-
versos con interfases [118]. En este primer trabajo, presentó como ejemplo la
solución de problemas inversos lineales utilizando la técnica de conjuntos de
nivel para la representación de las formas. Más tarde, este método fue uti-
lizado por Litman [89] para resolver problemas inversos no lineales. En este
trabajo, la evolución de una forma se define calculando la derivada del fun-
cional de coste con respecto a la forma desconocida. La frontera de la forma
se mueve en una dirección descendente al funcional de coste correspondiente.
El cálcuo de la velocidad de la interfase, es decir, las actualizaciones para la
función level-set en cada paso, requieren resolver un problema directo y un
problema adjunto.

Usualmente, el número de componentes del material de interés en el medio
es arbitrario y desconocido. Durante el proceso de recontrucción, normalmen-
te se necesita modelar cambios topológicos. Los modelos tradicionales que pa-
rametrizan la forma S no son adecuados para modelar cambios topológicos
puesto que ellos requieren una reparametrización en cada caso. La ventaja
de utilizar la técnica de conjuntos de nivel es que los cambios topológicos
ocurren automáticamente sin la necesidad de reparametrización [33].

A continuación explicaremos las ideas principales para la representación
de formas mediante la técnica de conjuntos de nivel, e introduciremos una ley
de evolución como herramienta principal para la reconstrucción de formas.

1En esta Tesis utilizaremos indistintamente las denominaciones conjuntos de nivel y su
traducción al inglés level sets. En general, hablaremos de métodos o técnicas de conjuntos
de nivel, y de funciones level set.
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Representación de un material inmerso en el medio

En el método conjuntos de nivel, la forma S de un material dentro de
un medio está representada impĺıcitamente por una función level-set que
está definida en una dimensión superior. La frontera de la forma coincide
con el conjunto de nivel cero de la función level-set, y los valores negativos
definen el interior de la forma. La figura 3.1 ilustra esta relación.

Función level-set φ(S)

Función level-set φ(S + δS)

Forma S + δS

z = 0

x

z
y

Figura 3.1: La función level-set φ define impĺıcitamente la forma S. Una
pequeña perturbación δφ modifica la forma S a una nueva forma S + δS de
manera impĺıcita.

La figura muestra una posible función level-set φ en un paso de la evolu-
ción de la forma (ĺınea cont́ınua), y una posible modificación de esta función
level-set (ĺınea discontinua) después de que una actualización δφ haya sido
aplicada de acuerdo a un cierto criterio (por ejemplo, la disminución de una
función de coste predefinida). Obviamente, la representación impĺıcita de una
función level-set no es única, ya que existen infinitas funciones level-set que
pueden definir una misma forma S.

Una función level-set φ define un coeficiente constante Υ(r) a trozos, que
caracteriza el dominio Ω, de la siguiente manera

Υ(r) =

{
Υi donde φ(r) ≤ 0
Υe donde φ(r) > 0.

(3.7)

La figura 3.2 esquematiza la definición de este parámetro. Υi denota el valor
del parámetro en el interior de S, y Υe denota el valor del parámetro en el
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exterior de S. De acuerdo a (3.7), la distribución espacial de Υ está completa-
mente caracterizada por la función level-set φ. En consecuencia, escribiremos
Υ = Υ[φ].

A menudo, durante el proceso de reconstrucción, la función level-set se
modifica sólo dentro de una banda de ajuste (narrowband) χ(r) que se define
alrededor del contorno de S con una anchura determinada (ver figura 3.2).

S
Υi φ ≤ 0

Υe φ > 0

χ banda de ajuste

Ω

Figura 3.2: La distribución del parámetro Υ está definido por la función
level-set φ. Banda de ajuste χ en la cual se modifica la función level-set φ.

Evolución de la función level set

Un posible enfoque de optimización para el cálculo de la evolución de la
función level-set φ consiste en minimizar el funcional de coste por mı́nimos
cuadrados (3.3). Formalmente, la evolución de la función level-set φ, en un
campo de velocidades v(r) está dada para cada punto del dominio (véase
[33]). El objetivo es disminuir el funcional de coste J(S) aplicando un campo
de velocidades v(r) en dirección n̂(r), normal a la frontera de la forma. Por
lo general, la evolución se lleva a cabo sólo en la banda de ajuste χ(r) que
tiene la forma en su frontera. Obviamente, la componente tangencial de v(r)
no contribuye a la deformación de la interfase.

Aśı pues, definiremos una ley de evolución

dφ

dξ
= f(r; ξ) , (3.8)
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para la función level-set que describe la interfase entre el tejido y los fluorófo-
ros. El término escalar forzante f(r; ξ) depende de la posición r y de la evolu-
ción de un tiempo artificial ξ, y se determinará de tal manera que el funcional
de coste (3.3) decrezca.

Representación de varios materiales inmersos en el medio

En muchas aplicaciones necesitamos reconstruir la distribución de los
parámetros de interés definidos para más de dos posibles valores; por ejemplo,
los distintos tiempos de vida fluorescente. En la literatura, las técnicas que
utilizan conjuntos de nivel dividen este problema es dos grupos: las técni-
cas que usan una sóla función level-set y las técnicas que usan dos o más
funciones level-set.

En las técnicas del primer grupo, las interfases de los distintos materiales
se representan por la misma función level-set, pero usando diferentes conjun-
tos de nivel de esta función. La figura 3.3 ilustra este caso. Esta aproximación

S1

S2

x

z
y

Figura 3.3: Una única función level-set que representa dos materiales

tiene algunas desventajas (véase [89]). En particular, es posible que no exis-
tan sufientes funciones level-set que satisfagan las restricciones planteadas
(estas técnicas pueden tener restricciones topológicas).

En el segundo grupo, se utilizan varias funciones level-set para repre-
sentar un domino compuesto por múltiples regiones (cada función level-set
está asociada con un diferente material), como en [123, 154]. La figura 3.4
esquematiza esta aproximación. Debemos tener presente que las distintas fun-
ciones level-set pueden solaparse durante el proceso de recostrucción. Esto
plantea problemas ya que f́ısicamente no están bien definidos materiales con
múltiples valores. En este caso, se puede introducir restricciones adicionales
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en el funcional de coste para minimizar la posibilidad de que estas zonas se
solapen. Alternativamente, una aproximación ligeramente distinta que utiliza
más de una función level-set ha sido propuesta en [16, 89, 143] para resolver
este problema.

φ1

φ2

φ1 < 0

φ2 < 0S1

S2

x

z
y

Figura 3.4: Dos funciones level-set que representa dos materiales

3.3. Modelo para la propagación de luz

Para modelar la fluorescencia en el tejido consideraremos las siguientes
etapas: (i) propagación de la luz de excitación desde la superficie del tejido
hacia su interior, (ii) absorción por fluoróforos, (iii) conversión a fluorescencia,
(iv) emisión de la luz fluorescente desde los fluoróforos, y (v) propagación de
la luz emitida hasta la superficie del tejido. Además, supondremos que los
espectros de absorción y emisión de las moléculas fluorescentes no se solapan.
Por lo tanto, los procesos de excitación y emisión tienen lugar en diferentes
longitudes de onda que denotaremos por λx y λm > λx, respectivamente.

Utilizaremos para ello ecuaciones de difusión. La ecuación de difusión
ha sido ampliamente utilizada en tomograf́ıa de óptica difusa para obtener
imágenes en tejidos biológicos con varios cent́ımetros de espesor [4], y en par-
ticular en el problema inverso en optical molecular imaging donde se quiere
reconstruir la distribución de fuentes fluorescentes en el interior del tejido
[18, 66, 81, 100, 92, 101, 104]. Es una buena aproximación a la ecuación de
transporte radiativo (veáse, por ejemplo, [6, 36, 108]) que describe la propa-
gación de la luz a través de medios que la absorben y la dispersan, cuando el
medio es ópticamente grueso y las fuentes fluorescentes no están cerca de los
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detectores ubicados sobre la superficie del tejido, como vimos en el caṕıtulo
anterior.

Las ecuaciones de difusión que modelan la propagación de la luz excitada
y emitida son

1

v

∂Φx(r, t)

∂t
− Dx∇2Φx(r, t) + (µx

a + µx→m
a )Φx(r, t) = q(r, t0) (3.9)

1

v

∂Φm(r, t)

∂t
− Dm∇2Φm(r, t) + µm

a Φm(r, t) = qx→m(r, t) . (3.10)

En estas ecuaciones, Φx y Φm son el promedio de las intensidades difusivas
correspondientes a la propagación de luz excitada y emitida a longitudes
de onda λx y λm, respectivamente, con velocidad v. Ellas dependen de la
posición r ∈ Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) y el tiempo t ∈ [0, T ]. Consideramos en este
caṕıtulo una geometŕıa en dos dimensiones. En un dominio bidimensional,
los coeficientes de difusión, en las longitudes de onda de excitación y emisión,
son [109]

Dx =
1

2 [(1 − g)µx
s + (µx

a + µx→m
a )]

, Dm =
1

2 [(1 − g)µm
s + µm

a ]
. (3.11)

En (3.11), µx
a y µx

s , y µm
a y µm

s , representan los coeficientes de absorción y
dispersión para las longitudes de onda de excitación y emisión, respectiva-
mente. La absorción debido a los fluoróforos está dada en (3.9)-(3.11) por el
coeficiente de absorción del fluoróforo µx→m

a . Todos estos coeficientes depen-
den de la posición r aunque no lo hayamos indicado expĺıcitamente en estas
ecuaciones. En (3.11), g es el factor de anisotroṕıa y representa el promedio
de avance (g > 0) o retroceso (g < 0) de la dispersión.

Consideramos que el tejido es iluminado en un tiempo t0 por un pequeño
pulso láser sobre un punto rs en la frontera. Esto se modela con la expresión
del lado derecho de la ecuación (3.9), la cual es igual a

q(r, t0) = δ(r − rs)δ(t − t0) . (3.12)

En los experimentos númericos modelaremos el pulso-láser con una distribu-
ción Gaussiana, de tal forma que

q(r, t0) =

[
1

σs

√
2π

e−
1
2(

r−rs
σs )2

] [
1

σt

√
2π

e
− 1

2

“
t−t0
σt

”
2
]

, (3.13)

donde σs ≪ 1 y σt ≪ 1.
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La luz de emisión generada en el tiempo t por una molécula fluorescente
en la posición r se modela por el término fuente

qx→m(r, t) =
η

τ(r)
µx→m

a (r)

∫ t

0

e−(t−t′)/τ(r)Φx(r, t
′) d t′ . (3.14)

En (3.14), τ(r) representa la distribución del tiempo de vida. Es el resultado
de la convolución de un término exponencial que describe el decrecimiento de
la emisión, y el promedio de la intensidad de excitación en función del tiempo
t. La emisión estimulada (3.14) es directamente proporcional a la eficiencia
cuántica η del fluoróforo, que cuantifica la conversión a fluorescencia, y al
coeficiente de absorción del fluoróforo µx→m

a (r).
Las ecuaciones (3.9)-(3.10) se resuelven con condiciones iniciales y de

frontera apropiadas. Para modelar que el flujo total hacia el interior es cero,
utilizamos condiciones de frontera tipo Robin

Φx,m(r, t) +
π

2
Dx,m

∂Φx,m(r, t)

∂n̂
= 0 , r ∈ ∂Ω , (3.15)

donde n̂ es el vector normal exterior a la superficie del tejido ∂Ω. Además,
supondremos que para t = 0 no existe enerǵıa en el medio, con lo cual, las
condiciones iniciales son

Φx,m(r, 0) = 0 r ∈ Ω . (3.16)

Las ecuaciones (3.9)-(3.10) con condiciones (3.15)-(3.16) comprenden una
descripción completa del problema directo en tomograf́ıa de óptica difusa
para la reconstrucción de imágenes fluorescentes.

3.4. Reconstrucción de la fuente fluorescente

Nuestro objetivo es reconstruir la distribución de fluoróforos µx→m
a (r) y la

distribución del tiempo de vida τ(r) de la fuente fluorescente (3.14) utilizando
los datos

g̃jl = −Dm
∂Φ̃m

∂n̂
, (3.17)

tomados en la superficie del tejido en las posiciones rl, l = 1, . . . , l, para
la fuente de excitación dada en la ecuación (3.9) con rs = rj, j = 1, . . . , j

. En (3.17), Φ̃m representa el promedio de la intensidad correspondiente a
los parámetros “f́ısicamente correctos” µ̃x→m

a (r) y τ̃(r). Representaremos al
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conjunto de medidas reales {g̃jl}l=1,...,l, para una fuente fija j, por el vector
g̃j .

El objetivo de averiguar la distribución de fuentes fluorescentes (fluorófo-
ros) en el interior del tejido requiere la reconstrucción de fronteras bien de-
finidas entre los fluoróforos y el medio. Puesto que las técnicas tradicionales
de reconstrucción que buscan recuperar la intensidad fluorescente en cada
pixel/voxel de la imagen dan lugar a menudo a fronteras muy difumina-
das, proponemos un enfoque basado en recuperación de formas utilizando
las técnicas de conjuntos de nivel que ya hemos descrito. La reconstrucción
basada en la recuperación de formas preserva la nitidez de los bordes y au-
menta el contraste de la imagen.

Con nuestra estrategia, la forma desconocida S de la distribución de
fluoróforos estará implicitamente representada por una función level-set φ
suficientemente suave, tal que:

µx→m
a (r) =

{
µx→m

a,in dentro de S, donde φ(r) ≤ 0 ,
0 fuera de S, donde φ(r) >> 0 .

(3.18)

Aqúı, µx→m
a,in representa el coeficiente de absorción del fluoróforo, el cual

supondremos constante dentro de cada región disconexa. La frontera del
fluoróforo, δS, consiste de todos los puntos donde φ(r) = 0, y la distri-
bución de fluoróforos es distinta a cero en todos los puntos donde φ(r) ≤ 0.
Indicaremos la dependencia del parámetro µx→m

a sobre la función level-set φ,
por µx→m

a [φ].

3.4.1. Reconstrucción del soporte de la fuente
fluorescente

Con las definiciones realizadas, podemos formular el problema de recons-
truir formas usando conjuntos de nivel como sigue. Suponiendo que las pro-
piedades ópticas del tejido y de los fluoróforos son conocidas, y dado los datos
reales g̃j medidos sobre la superficie del tejido, encontrar una función level-set
φ̂ tal que usando µx→m

a [φ̂] en el modelo (3.9)-(3.10) obtengamos datos

g(µx→m
a [φ̂]) = −Dm

∂Φm

∂n̂
, (3.19)

que coincidan con los reales. Es decir, que

gj(µ
x→m
a [φ̂]) ≈ g̃j . (3.20)
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Para resolver este problema seguiremos un esquema iterativo en el que la
función level-set, y por tanto la forma asociada S, evoluciona con el tiempo
[1, 61]. Introducimos, para ello, un tiempo artificial ξ (relacionado con el paso
iterativo del proceso de reconstrucción), y usamos una ley de evolución

dφ

dξ
= f(r; ξ) (3.21)

para la función level-set desconocida φ. El propósito de la ley de evolución
(3.21) es reducir, y eventualmente minimizar, el funcional de coste de mı́nimos
cuadrados, definido de la siguiente manera

J(µx→m
a [φ(ξ)]) =

1

2

∥∥R(µx→m
a [φ(ξ)])

∥∥2

D
. (3.22)

En (3.22), hemos introducido el operador residuo

R(µx→m
a [φ(ξ)]) = gj(µ

x→m
a [φ(ξ)]) − g̃j , (3.23)

que mide la coincidencia entre los datos reales g̃j y los datos gj estimados a
partir de µx→m

a [φ].
El término forzante f(r, ξ), desconocido en (3.21), se elije de tal manera

que el funcional de coste (3.22) decrezca para un paso de tiempo lo suficien-
temente pequeño en el algoritmo. En nuestra formulación, el funcional de
coste depende del tiempo artificial ξ. Por tanto, diferenciando formalmente
J(µx→m

a (φ(ξ))) con respecto al tiempo ξ, y aplicando la regla de la cadena,
se obtiene

dJ

dξ
=

∂J

∂µx→m
a

∂µx→m
a

∂φ

dφ

dξ

=

〈
gradµJ,

∂µx→m
a

∂φ

dφ

dξ

〉

P

=

∫

Ω

dr gradµJ(r; ξ) µx→m
a,in δ(φ) f(r, ξ) ,

(3.24)

donde ⟨, ⟩P representa el producto interno canónico en el espacio imagen P.
Usando esta ecuación, podemos seleccionar una dirección descendente para
el funcional de coste tomando

f(r; ξ) = −gradµJ(r; ξ) para todo r ∈ Ω. (3.25)
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Observad que para resolver (3.21), hemos extendido f a todo el domi-
nio. Estrictamente f sólo se deriva, según (3.24), en aquellos puntos donde
φ(r) = 0, i.e., en la frontera S que es donde se anula el argumento de la
función δ en el integrando de (3.24). El elegir una “velocidad extendida”
f(r; ξ) tiene la propiedad útil de crear objetos en cualquier punto del do-
mino. Recomendamos [33] para más detalles sobre otras posibles extensiones
de f(r; ξ).

Método adjunto

El problema ahora es cómo calcular eficientemente la dirección del gra-
diente de J respecto de µx→m

a . Una buena manera es hacer uso de la formu-
lación adjunta. Para ello proponemos aqúı el siguiente teorema.

Teorema 3.1. El gradiente de J con respecto a µx→m
a en cada tiempo artifi-

cial ξ está dado por

gradµJ(r; ξ) =
η

τ(r)

∫ T

0

dt W (r, t)

∫ t

0

dt′e−(t−t′)/τ(r)Φx(r, t
′) , (3.26)

donde Φx(r, t′) es la solución de (3.9) con (3.18), y W (r, t) es la solución de
la siguiente ecuación adjunta

−1

v

∂W (r, t)

∂t
− Dm∇2W (r, t) + µm

a W (r, t) = 0 , (3.27)

W (r, t = T ) = 0 (3.28)

W (r, t) = R(µx→m
a [φ(ξ)]) donde r ∈ ∂Ω . (3.29)

Demostración

Para demostrar este teorema usaremos una formulación variacional. Si
Φx(r, t) y Φm(r, t) son soluciones de (3.9) y (3.10), respectivamente, entonces
para cualquier par de funciones Z(r, t) y W (r, t) se cumple que

L1 =

∫ T

0

dt

∫

Ω

drZ(r, t)M̂x

= 0

(3.30)

y que

L2 =

∫ T

0

dt

∫

Ω

drW (r, t)M̂m

= 0

(3.31)

85



donde

M̂x =
1

v

∂Φx(r, t)

∂t
− Dx∇2Φx(r, t) + (µx

a + µx→m
a )Φx(r, t) − q(r, t0) (3.32)

y

M̂m =
1

v

∂Φm(r, t)

∂t
− Dm∇2Φm(r, t) + µm

a Φm(r, t) − qx→m(r, t). (3.33)

Ahora, para determinar el valor del gradiente de J respecto a µx→m
a , utiliza-

remos la ayuda del lagrangiano

L(µx→m
a , Φx, Φm) = J − L1 − L2. (3.34)

La derivada de L es

δL =
∂L

∂µx→m
a

δµx→m
a − ∂L

∂Φx
δΦx −

∂L

∂Φm
δΦm . (3.35)

Antes de continuar, notemos que cuando Φx(r, t) y Φm(r, t) son soluciones
de (3.9) y (3.10), respectivamente, (3.30) y (3.31) se cumplen, es decir, L1 =
L2 = 0 y, por lo tanto,

L = J. (3.36)

para todo Z(r, t) y W (r, t). En particular,

δL = δJ. (3.37)

Por otra parte, si en (3.35) elegimos funciones Z(r, t) y W (r, t) de manera
que

∂L

∂Φx
δΦx = 0 , (3.38)

∂L

∂Φm
δΦm = 0 . (3.39)

tendremos que

δL =
∂L

∂µx→m
a

δµx→m
a , (3.40)

y sustituyendo (3.37) en (3.40) obtendremos que

δJ =
∂L

∂µx→m
a

δµx→m
a . (3.41)
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Esto significa que la variación del funcional de coste J será igual a la variación
del lagrangiano L con respeto a µx→m

a , considerando Z(r, t) y W (r, t) de
manera adecuada. Veamos a continuación la condiciones que deben cumplir
Z(r, t) y W (r, t) para que (3.38) y (3.39) se cumplan.

Consideremos, en primer lugar, (3.38) y escribamos una aproximación a
primer orden, de la siguiente manera

∂L

∂Φx
δΦx = L(µx→m

a , Φx + δΦx, Φm) − L(µx→m
a , Φx, Φm). (3.42)

Luego de las operaciones algebraicas respectivas, sobre el lado derecho de
(3.42) y dada la linealidad de los operadores, llegamos a la siguiente igualdad

∂L

∂Φx
δΦx =

∫ T

0

dt

∫

Ω

drZ

{
1

v

∂δΦx

∂t
− Dx∇2δΦx + (µx

a + µx→m
a )δΦx

}
.

(3.43)
Integrando por partes, aplicando el teorema de la divergencia, y utilizando
(3.15) y (3.16), en el lado derecho de (3.43), obtenemos que

∫ T

0

dt

∫

Ω

drZ

{
1

v

∂δΦx

∂t
− Dx∇2δΦx + (µx

a + µx→m
a )δΦx

}
=

∫ T

0

dt

∫

Ω

dr δΦx

{
−1

v

∂Z

∂t
− Dx∇2Z + (µx

a + µx→m
a ) Z

}
,

(3.44)

donde hemos impuesto que

Z(r, t = T ) = 0 en Ω y , Z(r, t) = 0 sobre ∂Ω . (3.45)

Bajo estas condiciones, sustituyendo (3.44) en (3.43), tendremos que

∂L

∂Φx
δΦx =

∫ T

0

dt

∫

Ω

dr δΦx {−
1

v

∂Z

∂t
− Dx∇2Z + (µx

a + µx→m
a ) Z} . (3.46)

Luego, puesto que δΦx ≠ 0, ya que buscamos soluciones distintas a la
trivial para (3.38), tendremos que

−1

v

∂Z

∂t
− Dx∇2Z + (µx

a + µx→m
a ) Z = 0 . (3.47)

Esta es la ecuación adjunta para Φx(r, t), la cual estará sujeta a las condi-
ciones dadas en (3.45). El signo menos delante de la derivada temporal en
(3.47) signifiva que el tiempo de integración es hacia atrás.
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La solución de la ecuación (3.47), sujeta a las condiciones iniciales y de
frontera dadas en (3.45), es

Z(r, t) = 0 para todo r ∈ Ω , and t ∈ [0, T ]. (3.48)

Analicemos, a continuación, (3.39) siguiendo un esquema similar a lo
efectuado para (3.38). Empecemos por escribir una aproximación a primer
orden para Φm de la siguiente manera

∂L

∂Φm
δΦm = L(µx→m

a , Φx, Φm + δΦm) − L(µx→m
a , Φx, Φm). (3.49)

Luego de las operaciones algebraicas respectivas, el lado derecho de (3.49)
es igual a

∂L

∂Φm
δΦm =

∫ T

0

dt

∫

Ω

drW

{
1

v

∂δΦm

∂t
− Dm∇2δΦm + µm

a δΦm

}
. (3.50)

Utilizando la integración por partes, la segunda identidad de Green, la de-
finición del funcional de coste y las condiciones dadas en (3.15) y (3.16),
tedremos que

∫ T

0

dt

∫

Ω

drW

{
1

v

∂δΦm

∂t
− Dm∇2δΦm + µm

a δΦm

}
=

∫ T

0

dt

∫

Ω

dr δΦm

{
−1

v

∂W

∂t
− Dm∇2W + µm

a W

} (3.51)

donde hemos impuesto que

W (r, t = T ) = 0 en Ω y , W (r, t) = R(µx→m
a ) sobre ∂Ω . (3.52)

Bajo estas condiciones, sustituyendo (3.51) en (3.50), tendremos que

∂L

∂Φm
δΦm =

∫ T

0

dt

∫

Ω

dr δΦm

{
−1

v

∂W

∂t
− Dm∇2W + µm

a W

}
. (3.53)

Luego, puesto que δΦm ≠ 0, ya que buscamos soluciones distintas a la
trivial para (3.39), tendremos que

−1

v

∂W

∂t
− Dm∇2W + µm

a W = 0 . (3.54)
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Esta es la ecuación adjunta para Φm(r, t), la cual estará sujeta a las condi-
ciones dadas en (3.52). El signo menos delante de la derivada temporal en
(3.54) signifiva que el tiempo de integración es hacia atrás.

En resumen, hemos encontrado funciones Z(r, t) y W (r, t) que satisfacen
(3.38) y (3.39), respectivamente, siempre y cuando Z(r, t) sea solución (3.47),
sujeto a las restricciones dadas por (3.45) y W (r, t) sea la solución de (3.54),
sujeto a las restricciones dadas por (3.52).

Ahora, si seleccionamos Z(r, t) y W (r, t) de la manera descrita anterior-
mente, tendremos que la derivada de L, ecuación (3.35), es igual a

δL =
∂L

∂µx→m
a

δµx→m
a

= < gradµL, δµx→m
a >P

=

∫

Ω

dr gradµLδµx→m
a .

(3.55)

Entonces, para determinar el gradµL debemos determinar el valor de ∂L
∂µx→m

a
.

A partir de la definición de L, ecuación (3.34), tendremos que

∂L

∂µx→m
a

=
∂J

∂µx→m
a

+
∂L1

∂µx→m
a

+
∂L2

∂µx→m
a

=

∫

Ω

dr

∫ T

0

dt W
∂qx→m

∂µx→m
a

(3.56)

Utilizando (3.55) y (3.56) podemos concluir que

gradµL =

∫ T

0

dt W
∂qx→m

∂µx→m
a

=
η

τ(r)

∫ T

0

dt W (r, t)

∫ t

0

dt′e−(t−t′)/τ(r)Φx(r, t
′) .

(3.57)

Finalmente, dado que se cumplen las condiciones necesarias, considerando
Z y W de la manera propuesta, para que se cumpla la igualdad (3.36), es
decir, J = L, tendremos que

gradµJ(r, ξ) =
η

τ(r)

∫ T

0

dt W (r, t)

∫ t

0

dt′e−(t−t′)/τ(r)Φx(r, t
′) . (3.58)

Esto demuestra el teorema propuesto.

!
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Con este teorema demostrado, retomamos la discución anterior para bus-
car una manera eficiente de resolver el problema de reconstruir la forma de los
fluoróforos utilizando técnicas de conjunto de nivel. En (3.21), establećıamos
una ley de evolución para la función level-set φ, según la cual

dφ

dξ
= f(r; ξ) . (3.59)

A continuación, en (3.25), vimos que la elección

f(r; ξ) = −gradµJ(r, ξ) (3.60)

garantizaba que el funcional de coste (3.22) decreciera en cada paso de nuestro
algoritmo.

Si ahora discretizamos (3.59) con un método de diferencias finitas para el
tiempo artificial ξ con un paso de tiempo ∆ξ(n) > 0, se obtiene

φ(ξ(n) + ∆ξ) − φ(ξ(n))

∆ξ(n)
= −gradµJ(r, ξ(n)) . (3.61)

Por lo que interpretando φ(n+1) = φ(ξ(n)+∆ξ(n)), φ(n) = φ(ξ(n)) y gradµJ(n)(r) =
gradµJ(r, ξ(n)), obtenemos la siguiente regla de iteración

φ(n+1)(r) = φ(n)(r) − ∆ξ(n) gradµJ(n)(r), φ(0) = φ0, (3.62)

donde el gradµJ(n)(r) está dado por el Teorema 3.1.

3.4.2. Reconstrucción del tiempo de vida de la fuente
fluorescente

Observemos que, hasta ahora, hemos supuesto conocido τ(r) en aquellos
puntos donde µx→m

a (r) ≠ 0, pero ¿qué sucede si no es aśı? Es decir, si no
conocemos el valor de τ a priori, o existen varios tipos de fluoróforo, cada
uno de ellos con distinto valor de τ .

Para responder a esta pregunta proponemos la búsqueda de τ(r), si-
multáneamente a la búsqueda de la distribución de fluoróforos µx→m

a (r). Usa-
remos el siguiente esquema de actualización

τ (n+1)(r) = τ (n)(r) + ∆τ(r), (3.63)

donde ∆τ(r) debe garantizar, de igual manera que lo haćıa la evolución de
la forma de los fluoróforos, que el funcional de coste disminuya. Utilizaremos
para ello

∆τ(r) = α gradτJ(r) , (3.64)
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donde α es un factor de proporcionalidad que regula el paso. A continuación
proponemos el siguiente teorema.

Teorema 3.2. El gradiente de J con respecto a τ está dado por

gradτJ(r) = −η µx→m
a (r)

(τ (n)(r))2

∫ T

0

dt W (r, t)

∫ t

0

dt′
(
−1 +

t − t′

τ (n)(r)

)
e−(t−t′)/τ (n)(r)Φx(r, t

′) ,

(3.65)
donde Φx(r, t′) es la solución de (3.9) considerando (3.18), y W (r, t) es la
solución de (3.27) sujeto a las condiciones (3.28) y (3.29).

Demostración

Consideremos que el soporte de los fluoróforos es conocido, pero que des-
conocemos sus tiempos de vida. En este caso podemos escribir

J(τ) =
1

2
∥R(τ)∥2

=
1

2
⟨R(τ), R(τ)⟩D ,

(3.66)

donde, como antes, R representa el residuo, esto es, la diferencia entre los
datos reales y los proporcionados por el modelo cuando se supone una deter-
miada distribución τ(r).

Supongamos que el residuo R(τ) puede ser desarrollado en serie de Taylor
como

R(τ + ∆τ) = R(τ) + R′(τ)∆τ + O(∥∆τ∥2
P), (3.67)

donde ∥ · ∥P es la norma en el espacio de las imágenes P, y ∆τ ∈ P es una
pequeña perturbación. En (3.67), R′(τ) es el operador residuo linealizado 2.
Sustiyendo (3.67) en (3.66), obtenemos la siguiente relación

J(τ + ∆τ) = J(τ) + ⟨R′(τ)∗R(τ), ∆τ⟩P + O(∥∆τ∥2
P). (3.68)

El operador R′(τ)∗ es el operador adjunto de R′(τ) con respecto a los espacios
D y P. De esta forma deducimos que

gradτJ(τ) = R′(τ)∗R(τ) (3.69)

proporciona el gradiente de J respecto de τ .

2R′(τ) está estrechamente relacionado con las ’funciones de sensibilidad’ de la distri-
bución del parámetro de interés con respecto a los datos.
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Siguiendo los pasos realizados en la demostración del Teorema 3.1, pero
ahora con respecto a τ llegamos a determinar que

gradτJ(r) =

∫ T

0

dt W (r, t)
∂qx→m

∂τ
. (3.70)

Desarrollando la derivada parcial de qx→m con respecto a τ , obtenemos (3.65).

!

Observemos que (i) puesto que los soportes de µx→m
a y τ coinciden, las

actualizaciones (3.64) son sólo diferentes de cero en las regiones donde hay
los fluoróforos, y (ii) estas actualizaciones no tienen casi coste computacional
extra dado que sólo se requiere conocer Φx(r, t) y W (r, t) que son parte del
cálculo de las actualizaciones de la función level-set φ.

Antes de finalizar esta sección queremos hacer notar que en el caso en el
que la distribución de fluoróforos, definida por µx→m

a (r), esté compuesta por
una colección arbitraria de subdominios compactos disjuntos (conectados o
desconectados) Sp, p = 1, . . . , p, cada uno con un diferente, pero constante, τp

en su interior, uno puede regularizar el problema inverso aun más aplicando

∆τp =

∫

Sp

dr∆τ(r) , (3.71)

en cada subdominio. Este es un caso de interés, puesto que en muchas oca-
siones los fluoróforos ocupan regiones muy pequeñas y se puede considerar
sus tiempos de vida constante en ellas.

3.5. Algoritmo de reconstrucción

En esta sección describimos las principales caracteŕısticas del algoritmo
desarrollado para reconstruir la distribución de fluoróforos y el tiempo de
vida fluorescente.

Sin pérdida de generalidad y por razones de coste computacional, conside-
ramos un dominio Ω en 2D, espećıficamente un cuadrado. Este procedimien-
to puede extenderse a otras geometŕıas y a R3. Resolvemos las ecuaciones
parabólicas de excitación (3.9) y emisión (3.10) usando un esquema de Crank-
Nicolson, utilizando diferencias finitas de segundo orden para los operadores
espaciales, como hicimos en el caṕıtulo anterior. Aproximamos el valor de las
integrales involucradas en nuestros cálculos utilizando la regla del trapecio.
Las fuentes en la ecuación de excitación (3.9) que representan un “pulso
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láser” sobre ∂Ω, son simuladas utilizando (3.13). Aplicamos un procedimiento
similar para resolver la ecuación adjunta (3.27)

Nuestro algoritmo de reconstrucción consiste de dos etapas. Durante la
primera etapa aplicamos una estrategia pixel a pixel que minimiza el fun-
cional de coste para conseguir mejoras sucesivas de una distribución inicial
de fluoróforos. Durante la segunda etapa cambiamos a una estrategia basada
en la reconstrucción de formas en donde aplicamos técnicas de conjunto de
nivel.

Etapa 1. Reconstrucción pixel a pixel.

1. Consideramos el perfil inicial de fluoróforos µx→m
a (r) = 0. Activa-

mos la primera fuente j = 1.

2. Resolvemos el problema directo (3.9)-(3.10) con condiciones (3.15)-
(3.16) para calcular los datos simulados gj . En el primer paso del
algoritmo, gj = 0 puesto que inicialmente µx→m

a (r) = 0 en todo el
tejido.

3. Calculamos el residuo R = gj − g̃j y resolvemos el problema ad-
junto (3.27)-(3.29).

4. Utilizamos las expresiones (3.26) y (3.65) para actualizar las dis-
tribuciones de los parámetros µx→m

a (r) y τ(r), respectivamente, en
cada pixel del dominio.

5. Comprobamos el criterio de parada. Si no se cumple, activamos la
siguiente fuente j = j + 1 y vamos al paso (2). Nuestro criterio de
parada es que el funcional de coste sea cuasi-estacionario.

6. Si se cumple el criterio de parada, guardamos los perfiles recons-
truidos y vamos a la siguiente etapa del algoritmo.

Etapa 2. Reconstrucción basada en formas.

1. Reemplazamos los perfiles pixel a pixel conseguidos en la primera
etapa por distribuciones constantes a trozos. Para ello, calculamos
un valor umbral de µx→m

a igual a 1/e su valor máximo en todo el
tejido, e introducimos una función level-set inicial φ(n), con n = 0.
La función level-set es positiva en los puntos donde el coeficiente
de absorción del fluoróforo es menor y es negativa en los puntos
donde el coeficiente es mayor. Asignamos a cada región donde hay
fluoróforos el valor conocido de µx→m

a de los marcadores fluores-
centes y los valores medios de τ(r) sobre cada región. El resultado
es una distribución constante a trozos con fronteras bien definidas.
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2. Activamos la primera fuente j = 1 y resolvemos el problema di-
recto (3.9)-(3.10), con condiciones (3.15)-(3.16), usando la última
distribución µx→m

a [φ(n)]. Esto nos proporciona los datos simulados

g(n)
j .

3. Calculamos el residuo R = g(n)
j − g̃j y resolvemos el proble-

ma adjunto (3.27)-(3.29). La dirección gradiente de J(µx→m
a [φ(n)])

está dada por (3.26).

4. Calculamos el término forzante f (n)(r) con (3.25), y aplicamos
(3.62) para actualizar la función level-set. Suavizamos f (n)(r) via
la ecuación del calor [1]. Los tamaños de paso ∆ξ(n) dependen de
la fuente activada, de forma que las variaciones con cada una de
ellas sean similares.

5. Actualizamos los valores de τ en el soporte del fluoróforo. Para este
propósito usamos la expresión (3.63) y tomamos como actualiza-
ción de τ la integral sobre cada subdomino disconexo Sp de µx→m

a .
Si durante la evolución el número de fluoróforos vaŕıa, asignamos
un valor referencial (arbitrario) a cada nuevo subdominio.

6. Revisamos el criterio de parada. Si no se satisface, regresamos al
punto (2) con j = j + 1 y n = n + 1.

3.6. Experimentos numéricos

En los experimentos numéricos que presentamos a continuación hemos
considerado una configuración tomográfica en 2D. El experimento consiste
de un “tejido” cuadrado de 5 cm × 5 cm cuyas propiedades ópticas están
dadas por los parámetros de dispersión µ̃x

s = µ̃m
s = 10 cm−1, absorción

µ̃x
a = µ̃m

a = 0,1 cm−1, y factor de anisotroṕıa g = 0,8. Usamos únicamen-
te cuatro fuentes para iluminar el tejido. Estas fuentes, que están situadas
en el centro de cada uno de los lados del tejido, lo ilumina secuencialmente.
Los experimentos fueron realizados considerando fluoróforos de distinto tipo
y tamaño, y ubicados en distintos lugares. Los fluoróforos considerados tie-
nen el mismo coeficiente de absorción ˜µx→m

a = 0,1 cm−1 con un rendimiento
cuántico η = 1, pero distintos tiempos de vida media. Los tiempos de vida
media vaŕıan entre 0,5 ns y 1 ns.

Para modelar la autofluorescencia del tejido biológico añadimos de for-
ma aleatoria fuentes endógenas en cada pixel del tejido usando una varia-
ble aleatoria uniforme en el intervalo [0,0.001]. Además, introducimos ruido
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Figura 3.5: Primer experimento numérico: reconstrucción del tiempo de vida
de varios objetos. En la fila superior: perfil “real” de los tiempos de vida de los
fluoróforos (izquierda), y reconstrucción pixel a pixel al final de la primera
etapa del algoritmo (derecha). En la fila del medio: perfil de los tiempos
de vida al inicio de la segunda etapa (izquierda), y reconstrucción en la
iteración número 13 (derecha) del algoritmo. En la fila de abajo mostramos
la reconstrucción al final de nuestro algoritmo.

Gaussiano del 1 % directamente en los datos. Todo ello, la autofluorescencia
y el ruido Gaussiano, dan lugar a un ruido estimado en los datos de entre el
3 % y el 4 %. Para cada fuente, registramos la distribución temporal del flujo
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de salida en cada una de las fronteras utilizando el modelo de difusión ya
explicado. Observamos que, con estos parámetros ópticos, la dispersión en el
tejido es significativa por lo que las imágenes directas seŕıan muy borrosas y
seŕıa muy dif́ıcil extraer información útil de ellas.

Primer experimento

El primer experimento consiste en una reconstrucción de varios obje-
tos. En particular, consiste en tres fluoróforos separados que tienen distintos
tiempos de vida media τ , 0,5 ns, 0,75 ns y 1 ns, como se muestra en la imagen
superior izquierda de la figura 3.5 donde se representa la distribución de los
tiempos de vida en el tejido.

Empezamos el proceso de inversión con un esquema clásico de reconstruc-
ción pixel a pixel. El resultado al final de esta primera etapa del algoritmo
se muestra en la imagen superior derecha de la figura 3.5. Parece claro que
en esta imagen es dif́ıcil (o incluso imposible) estimar la presencia de tres
fluoróforos distintos. Podŕıamos llegar a estimar un valor promedio de la vida
media, pero no prod́ıamos saber la vida media de cada uno de los fluorófo-
ros. Es posible, de todas maneras, que otras reconstrucciones pixel a pixel
que estén optimizadas (por ejemplo usando más de las cuatro fuentes que
utilizamos nosotros) den lugar a unas imagenes mejores que la conseguida
con nuestra implementación directa del método adjunto, pero en cualquier
caso las imágenes seguirán siendo borrosas y seguirá siendo dif́ıcil obtener
información clave de ellas.

Para continuar con la segunda etapa reemplazamos esta reconstrucción
por un perfil constante a trozos, como muestra la imagen izquierda de la
fila central de la figura 3.5. Empezamos la segunda etapa de nuestro método
con este perfil y lo evolucionamos como se explicó en la sección anterior. La
imagen derecha de la fila central es la reconstrucción a la que se llega después
de 13 iteraciones. Observar que uno de los dos objetos se está rompiendo en
dos. En las siguientes iteraciones podemos observar cómo cada uno de ellos
evoluciona cambiando su posición y valor del tiempo de vida. Al final del
proceso, obtenemos un buena estimación del tamaño, posición y tiempo de
vida de los fluoróforos, como se observa en la imagen de la fila inferior de la
figura.

Es interesante comparar la calidad de nuestra reconstrucción final con la
que se consigue con la reconstrucción pixel a pixel (usando nuestra propia
implementación) mostrada en la imagen superior derecha de la figura. La
estrategia basada en la recuperación de formas no sólo proporciona una clara
identificación de los tres fluoróforos, sino que también da una estimación
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mucho más precisa de sus tiempos de vida. Esto se debe a que la estrategia
basada en reconstrucción de formas incorpora información a priori en lo que
se refiere al soporte finito de los fluoróforos, lo que no puede hacerse de forma
sencilla en una reconstrucción pixel a pixel.

En la figura 3.6 mostramos la evolución del coste en las dos etapas de
nuestro algoritmo. Podemos ver cómo evoluciona de manera decreciente y
después de un cierto número de iteraciones llega a ser cuasi-estacionario. El
salto que hay entre el final de la primera etapa y el inicio de la segunda, se
debe a la sustitución de la reconstrucción pixel a pixel por la distribución
constante a trozos con la que iniciamos la segunda etapa.

0 20 40 60 80 100 1200

0.002

0.004

0.006

0.008

0.01

first stage

second stage

iteration

co
st

Figura 3.6: Reconstrución final. Muestra la estimación final, con el algoritmo
desarrollado, del tamaño, posición y tiempo de vida media de los fluoróforos.

Segundo experimento

En nuestro segundo experimento queremos recuperar un fluoróforo con
forma más compleja. El fluoróforo tiene forma de T y un tiempo de vida
τ = 0,75 ns, como se muestra en la imagen izquierda de la fila superior de la
figura 3.7.

La reconstrucción al final de la primera etapa (es decir, usando el método
pixel a pixel) se muestra en la imagen derecha de la fila superior de la figura.
Esta imagen nos proporciona una posible ubicación del fluoróforo y una cierta
estimación de su valor de τ , pero no es capaz de definirnos la forma que tiene
el fluoróforo debido a la fuerte dispersión de la luz en el interior del tejido.
Sin embargo, la reconstrucción basada en formas, que se aplica durante las
siguientes iteraciones, da lugar a una clara identificación de las propiedades
más importantes del fluoróforo. La imagen de la fila inferior de la figura 3.7
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Figura 3.7: Segundo experimento numérico: fluoróforo con forma de T . Fila
superior y de izquierda a derecha: perfil “real” del tiempo de vida y recons-
trucción pixel a pixel al final de la primera etapa. Fila inferior: reconstrucción
al final de nuestro algoritmo.

muestra la posición, forma y tiempo de vida del fluoróforo reconstruido al
final del algoritmo.

Tercer experimento

Finalmente, en el tercer experimento nos proponemos investigar la re-
solución espacial de nuestro método. Para ello consideramos dos fluoróforos
pequeños y cercanos el uno del otro con un tiempo de vida media τ = 0,75
ns para ambos. Esto se muestra en la figura izquierda de la fila superior de
la figura 3.8.

La reconstrucción al final de la primera etapa (reconstrucción pixel a pi-
xel que se muestra en la imagen derecha de la fila superior) no nos permite
detectar la presencia de los dos fluoróforos. Podemos observar que esta recons-
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trucción nos proporciona como resultado un sólo fluoróforo grande. Además,
el valor de τ no es correcto. Nuevamente, cuando utilizamos el método de con-
juntos de nivel en las siguientes iteraciones observamos cómo nuestra técnica
es capaz de diferenciar la presencia de los dos fluoróforos y recuperar sus
valores de τ . Esto se muestra en la imagen de la fila inferior de la figura 3.8.
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Figura 3.8: Tercer experimento numérico: dos fluoróforos pequeños y cerca-
nos el uno del otro. El tiempo de vida de los dos fluoróforos es τ = 0,75
ns. Fila superior y de izquierda a derecha: perfil “real” del tiempo de vi-
da y reconstrucción pixel a pixel al final de la primera etapa. Fila inferior:
reconstrucción al final de nuestro algoritmo.

3.7. Conclusión

En este caṕıtulo hemos presentamos un algoritmo basado en la reconstruc-
ción de formas especialmente diseñado para la tomograf́ıa de fluorescencia.
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Para ello, hemos derivado el gradiente del funcional de coste respecto de los
parámetros relevantes, µx→m

a y τ , haciendo uso de la formulación adjunta, y
hemos aplicado técnicas de conjuntos de nivel para recuperar las formas de
los fluoróforos de forma eficiente. La aproximación basada en la recupera-
ción de formas conserva la nitidez de los bordes de los fluoróforos mejorando
aśı el contraste de la imágenes. La técnica de conjuntos de nivel empleada
aqúı nos libera de restricciones topológicas durante el proceso de recons-
trucción. Creemos que los resultados mostrados en este trabajo podŕıan ser
importantes para el diseño de sistemas ópticos para imágenes de tiempo de
vida.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado una nueva técnica matemática de
reconstrucción de imágenes especialmente diseñada para el problema de to-
mograf́ıa de fluorescencia. Hemos aplicado técnicas de modelización para des-
cribir la propagación de la luz en los tejidos, y la absorción y emisión de la luz
fluorescente por parte de los fluoróforos. Asimismo, hemos aplicado técnicas
de simulación numérica para resolver las ecuaciones en derivadas parciales
resultantes de la modelización, y hemos analizado, mediante experimentos
numéricos, la precisión de cada uno de los modelos. Finalmente hemos pro-
puesto una estrategia para resolver el problema inverso que da lugar a las
imágenes deseadas. En particular, hemos aplicado técnicas de conjuntos de
nivel (level-sets) que permiten la representación impĺıcita de las formas de
los fluoróforos que están presentes en el interior del tejido. Además, nuestra
estrategia basada en la reconstrucción de formas conlleva una regularización
impĺıcita del problema inverso que hay que resolver. Esta regularización es-
tabiliza el proceso de reconstrucción de las imágenes y permiten recuperar
información clave de los marcadores fluorescentes.

Luego de estudiar los distintos modelos para el comportamiento de la
luz en el tejido: ecuación de transporte radiativo, ecuación de Fokker-Plank
y ecuación de difusión, se seleccionó el modelo basado en la ecuación de
difusión para el desarrollo del algoritmo. Aunque este modelo tiene ĺımites,
claramente establecidos para su aplicación en el caṕıtulo 2 de la tesis, es
significativamente menos costoso que el modelo basado en la ecuación de
tranporte radiativo y que el modelo basado en la ecuación de Fokker-Plank.

Usando, pues, el modelo de difusión estudiamos en el caṕıtulo 3 de la tésis
el potencial de nuestra estrategia de reconstrucción de las propiedades de los
flouróforos en téjidos ópticamente gruesos donde la dispersión juega un papel
muy importante. Los resultados de nuestro algoritmo numérico muestran que
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con él se consiguen imágenes de mayor calidad, incluso en presencia de ruido
significativo, que las que proporcionan otros esquemas más clásicos basados
en reconstrucciones pixel a pixel. En particular, hemos buscado reconstruir la
forma de una o más fuentes fluorescentes (fluoróforos) con un squema basado
en la recuperación de sus interfases, y sus respectivos tiempos de vida media
τ aplicando un esquema adjunto para calcular direcciones de descenso de un
funcional de coste dado. La forma básica de este algoritmo supone que los
parámetros dentro de zonas distintas (fluoróforos) son constantes. Por otra
parte hemos visto, que las técnicas clásicas de reconstrucción pixel a pixel
que normalmente se usan en estas aplicaciones no son capaces de resolver las
interfases de los fluoróforos, y no son capaces de discrimir adecuadamente
dos o más fluoróforos cuando están cercanos. Además, proporcionan valores
de sus tiempos de vida menos precisos dando lugar a caracterizaciones de las
moléculas fluorescentes de peor calidad.

Los ejemplos numéricos presentados en este trabajo demuestran que las
técnica desarrollada aqúı puede ser una buena herramienta, estable y fiable
para la determinación de fluoróforos y sus distintos tiempos de vida media.
Esto es de fundamental importancia puesto que la marcación fluorescente
constituye una técnica médica y de investigación fundamental en biomedicina
para determinar posibles enfermedades o el comportamiento de determinadas
células y protéınas.

En cuanto al trabajo futuro, dos son las extensiones inmediatas que quiero
abordar. La primera es usar técnicas de reconstrucción de imágenes para eva-
luar los modelos directos que describen la propagación de luz en los tejidos.
Para ello, generaŕıamos los datos detectados en la superficie del tejido con
la ecuación radiativa de transporte (ello simulaŕıa los datos reales obtenidos
en el laboratorio), y reconstruiŕıamos las imágenes de interés con el modelo
de difusión y con el modelo de Fokker-Planck. El objetivo seŕıa determinar
para qué rango de los parámetros ópticos que definen las propiedades de los
tejidos, estos dos modelos proporcionan buenas reconstrucciones. La segun-
da extensión que quiero llevar a cabo seŕıa hacer reconstrucciones en tres
dimensiones. Para ello, necesito optimizar aun más los algoritmos numéricos
que me proporcionan los datos con los que reconstruir las imágenes.
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Caṕıtulo 5

Apéndice I

Derivación de la ecuación de difusión

En este apéndice realizaremos una derivación detallada de la ecuación de
difusión en 2D, a partir de la ecuación de transporte radiativo.

Expansión de la ecuación de transporte radiativo en
armónicos esféricos

Sea

I(r⃗, ŝ, t) =
p=1∑

n=0

n∑

m=−n

In,m(r⃗, t)Yn,m(ŝ) (5.1)

la primera aproximación, por armónicos esféricos, de la ecuación de transpor-
te radiativo (2.1). Desarrollando la serie, la igualdad (5.1) se puede escribir
de la siguiente forma

I(r⃗, ŝ, t) = I0,0(r⃗, t)Y0,0(ŝ)+I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(ŝ)+I1,0(r⃗, t)Y1,0(ŝ)+I1,1(r⃗, t)Y1,1(ŝ),
(5.2)

donde los términos In,m son los coeficientes de la expansión, el primer su-
mando

I0,0(r⃗, t)Y0,0(ŝ) (5.3)

representa la componente isotrópica y el resto de sumandos

I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(ŝ) + I1,0(r⃗, t)Y1,0(ŝ) + I1,1(r⃗, t)Y1,1(ŝ) (5.4)

representan la componente anisotrópica (no-isotrópica) de la radiación.
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Para continuar con la deducción necesitamos la definición de los armóni-
cos esféricos. Los armónicos esféricos son funciones que representan la varia-
ción espacial de un conjunto ortogonal1. Se los representan en términos de
funciones trigonométricas y de polinomios de Legendre.

Definición 5.1. Los armónicos esféricos se definen de la siguiente forma

Yn,m(ŝ) = (−1)m

√
(2n + 1)(n − m)!

4π(n + m)!
Pn,m(cos(θ))eimφ, (5.5)

donde Pn,m son los polinomios de Legendre

Pn,m =
(1 − x2)m/2

2nn!

dm+n

dxm+n
(x2 − 1)n. (5.6)

Propiedades de los armónicos esféricos

Simetŕıa
Yn,m(ŝ) = (−1)mY ∗

n,m(ŝ). (5.7)

Aqúı, ∗ representa la conjugación compleja.

Ortogonalidad

∫

Sn−1

Yn,m(ŝ)Y ∗
n′,m′(ŝ)ds = δnn′,mm′ . (5.8)

Aqúı, δnn′,mm′ representa la función delta de Krönecker; la cual es 1
si tanto n = n′ y m = m′, y 0 para cualquier otro caso. La integral
representa el producto interno. Ademas

ŝ = (sin(θ) cos(φ), sin(θ) sin(φ), cos(θ)). (5.9)

Observación.
Para la deducción de la ecuación de difusión en 2D, consideraremos que

el vector director ŝ es
ŝ = (cos(φ), sin(φ)), (5.10)

es decir, θ = π
2 .

1El conjunto ortogonal considerado es el de las soluciones de la ecuación de Laplace
cuando esta se expresa en coordenadas esféricas
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Proposición 5.1. La radiación I(r⃗, ŝ, t), utilizando la aproximación P1, se
puede escribir de la siguiente manera

I(r⃗, ŝ, t) =
1

2π
Φ(r⃗, t) +

1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ. (5.11)

Demostración

Dividiremos la demostración en dos partes. Primero demostraremos el
término isotrópico y luego el término no isotrópico.

Término isotrópico

Mostraremos que

I0,0(r⃗, t)Y0,0(ŝ) =
1

2π
Φ(r⃗, t). (5.12)

Por la definición de la intensidad en 3D, ecuación (2.2), podemos definir
la intensidad en 2D como:

Φ(r⃗, t) =

∫

2π

I(r⃗, ŝ, t)dŝ. (5.13)

Luego, si sustituimos la ecuación (5.2) en la ecuación (5.13), tendremos
que

Φ(r⃗, t) =

∫

2π

[I0,0(r⃗, t)Y0,0(ŝ) + I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(ŝ) + I1,0(r⃗, t)Y1,0(ŝ)

+I1,1(r⃗, t)Y1,1(ŝ)] dŝ.
(5.14)

Antes de continuar, calculemos los armónicos esféricos en 2D. Por la
definición de armónicos esféricos, ecuación (5.5), los armónicos esféricos
en 2D son:

Y0,0(φ) = 1√
4π

Y1,−1(φ) =
√

3
8πe−iφ

Y1,0(φ) = 0

Y1,1(φ) = −
√

3
8πeiφ.
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Ahora, utilizando los armónicos esféricos calculados, analicemos cada
término del lado derecho de la ecuación (5.14).

El primer término es igual a

∫

2π

I0,0(r⃗, t)Y0,0(φ)dφ =

∫ 2π

0

I0,0
1√
4π

dφ

= I0,0
1√
4π

∫ 2π

0

dφ

= 2πI0,0
1√
4π

,

(5.15)

el segundo término es igual a

∫

2π

I−1,−1(r⃗, t)Y−1,−1(φ)dφ =

∫ 2π

0

I−1,−1(r⃗, t)

√
3

8π
e−iφdφ

= I−1,−1(r⃗, t)

∫ 2π

0

√
3

8π
e−iφdφ

= 0,

(5.16)

el tercer término es igual a

∫

2π

I1,0(r⃗, t)Y1,0(φ)dφ =

∫ 2π

0

I1,0(r⃗, t)0dφ

= 0

(5.17)

y el cuarto término es igual a

∫

2π

I1,1(r⃗, t)Y1,1(φ)dφ = −
∫ 2π

0

I1,1(r⃗, t)

√
3

8π
eiφ

= 0.

(5.18)

Sustituyendo las igualdades (5.15), (5.16), (5.17) y (5.18) en la ecuación
(5.14), obtenemos que

Φ(r⃗, t) = 2πI0,0
1√
4π

+ 0 + 0 + 0, (5.19)

es decir,

I0,0(r⃗, t)
1√
4π

=
1

2π
Φ(r⃗, t), (5.20)
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pero dado que por la definión de armónicos esféricos sabemos que

Y0,0(ŝ) =
1√
4π

, (5.21)

podemos escribir la ecuación (5.20) de la siguiente manera

I0,0(r⃗, t)Y0,0(ŝ) =
1

2π
Φ(r⃗, t). (5.22)

Término no isotrópico

Mostraremos que

1∑

m=−1

I1,m(r⃗, t)Y1,m(ŝ) =
1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ. (5.23)

Por la definición de flujo en 3D, ecuación (2.3), podemos definir el flujo
en 2D como

J⃗(r⃗, t) =

∫

2π

ŝI(r⃗, ŝ, t)dŝ. (5.24)

Antes de continuar expresemos el vector director ŝ en función de los
armónicos esféricos, este será igual a

ŝ = (cos(φ), sin(θ))

=

(√
2π

3
[Y1,−1(φ) − Y1,1(φ)],

√
2π

3
[i(Y1,−1(φ) + Y1,1(φ)]

)

=

√
2π

3
(Y1,−1(φ) − Y1,1(φ), i(Y1,−1(φ) + Y1,1(φ)) .

(5.25)

Utilizando la igualdad dada en (5.25), podemos escribir la ecuación
(5.24) de la siguiente manera

J⃗(r⃗, t) =

√
2π

3

∫

2π

[(Y1,−1(φ) − Y1,1(φ)), i(Y1,−1(φ) + Y1,1(φ))] I(r⃗, ŝ, t)dŝ.

(5.26)

Analicemos a continuación cada uno de las componentes de la ecuación
vectorial (5.26), para ello definamos la primera componente como

Jx(r⃗, t) =

√
2π

3

∫

2π

[(Y1,−1(φ) − Y1,1(φ))] I(r⃗, ŝ, t)dŝ. (5.27)
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Entonces, si sustituimos la ecuación (5.2) en la ecuación (5.27), tendre-
mos que

Jx(r⃗, t) =

√
2π

3

∫

2π

[(Y1,−1(φ) − Y1,1(φ))] (I0,0(r⃗, t)Y0,0(ŝ)

+ I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(ŝ) + I1,0(r⃗, t)Y1,0(ŝ) +I1,1(r⃗, t)Y1,1(ŝ)) dŝ

=

√
2π

3

∫

2π

(I0,0(r⃗, t)[Y1,−1(φ)Y0,0(φ) − Y1,1(φ)Y0,0(φ)]

+ I1,−1(r⃗, t)[Y1,−1(φ)Y1,−1(φ) − Y1,1(φ)Y1,−1(φ)]

+ I1,0(r⃗, t)[Y1,−1(φ)Y1,0(φ) − Y1,1(φ)Y1,0(φ)]

+ I1,1(r⃗, t)[Y1,−1(φ)Y1,1(φ) − Y1,1(φ)Y1,1(φ)]) dφ

=

√
2π

3

(
I0,0(r⃗, t)

∫

2π

[Y1,−1(φ)Y0,0(φ) − Y1,1(φ)Y0,0(φ)] dφ

+ I1,−1(r⃗, t)

∫

2π

[Y1,−1(φ)Y1,−1(φ) − Y1,1(φ)Y1,−1(φ)] dφ

+ I1,0(r⃗, t)

∫

2π

[Y1,−1(φ)Y1,0(φ) − Y1,1(φ)Y1,0(φ)] dφ

+ I1,1(r⃗, t)

∫

2π

[Y1,−1(φ)Y1,1(φ) − Y1,1(φ)Y1,1(φ)] dφ

)
.

(5.28)

Ahora, por las propiedades de simetŕıa (5.7) y ortogonalidad (5.8) sa-
bemos que
∫

2π

Y1,−1(φ)Y0,0(φ)dφ =

∫

2π

Y1,1(φ)Y0,0(φ)dφ =

∫

2π

Y1,−1(φ)Y1,−1(φ)dφ = 0,

(5.29)∫

2π

Y1,−1(φ)Y1,0(φ)dφ =

∫

2π

Y1,1(φ)Y1,0(φ)dφ =

∫

2π

Y1,−1(φ)Y1,1(φ)dφ = 0,

(5.30)∫

2π

Y1,1(φ)Y1,−1(φ)dφ = −3

4
(5.31)

y que ∫

2π

Y1,−1(φ)Y1,1(φ)dφ = −3

4
. (5.32)

Sustituyendo las igualdades (5.29), (5.30), (5.31) y (5.32) en (5.28),
tendremos que

Jx(r⃗, t) =
3

4

√
2π

3
[I1,−1(r⃗, t) − I1,1(r⃗, t)]. (5.33)
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Para la segunda componente de la ecuación vectorial (5.26) definida
como

Jy(r⃗, t) =

√
2π

3

∫

2π

i [(Y1,−1(φ) + Y1,1(φ))] I(r⃗, ŝ, t)dŝ, (5.34)

si efectuamos un análisis similar al realizado para la componente Jx,
obtendremos que

Jy = −3

4

√
2π

3
[I1,−1(r⃗, t) + I1,1(r⃗, t)]. (5.35)

Entonces, por las igualdades (5.33) y (5.35) podemos escribir la ecua-
ción vectorial (5.26) de la siguiente forma

J⃗(r⃗, t) =
3

4

√
2π

3
[I1,−1(r⃗, t)−I1,1(r⃗, t);−i(I1,−1(r⃗, t)+I1,1(r⃗, t))]. (5.36)

A continuación veamos a que es igual el producto escalar

J⃗(r⃗, t) · ŝ. (5.37)

Utilizando la definición para J⃗(r⃗, t) dada por (5.36) y la definición para
ŝ dada en (5.25), realizando las operaciones algebraicas correspondien-
tes, podemos decir que

J⃗(r⃗, t) · ŝ = π[I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(φ) + I1,1(r⃗, t)Y1,1φ]. (5.38)

Finalmente, utilizando el hecho de que Y1,0(φ) = 0, podemos decir que

I1,0(r⃗, t)Y1,0(φ) = 0, (5.39)

y escribir la igualdad (5.38) de la siguiente manera

J⃗(r⃗, t) · ŝ = π[I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(φ) + I1,0(r⃗, t)Y1,0(φ) + I1,1(r⃗, t)Y1,1φ],
(5.40)

o de forma equivalente

1∑

m=−1

I1,m(r⃗, t)Y1,m(ŝ) =
1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ. (5.41)

!
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Proposición 5.2. Sea

∂Φ(r⃗, t)

c∂t
+ ∇ · J⃗(r⃗, t) + µaΦ(r⃗, t) = S(r⃗, t) (5.42)

la ecuación diferencial escalar obtenida a partir de la ecuación de transporte
radiativo.

Demostración

La demostración se basará en integrar con respecto a φ, en el intervalo
[0, 2π], la ecuación de transporte radiativo de la siguiente manera:

∫

2π

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ = −

∫

2π

[ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)]dφ−
∫

2π

[µtI(r⃗, ŝ, t)]dφ

+

∫

2π

[
µs

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ+

∫

2π

[q(r⃗, ŝ, t)]dφ.

(5.43)

A continuación, analizaremos cada uno de los términos de la ecuación
(5.43):

Sea ∫

2π

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ (5.44)

el primer término de la ecuación (5.43). Si sustituimos la proposición
5.1 en (5.43) tendremos que

∫

2π

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ =

1

c

∂

∂t

∫

2π

[
1

2π
Φ(r⃗, t) +

1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ

]
dφ

=
∂

c∂t

[∫

2π

1

2π
Φ(r⃗, t)dφ+

∫

2π

1

π
(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dφ

]

=
∂

c∂t

[
1

2π
Φ(r⃗, t)2π + 0

]

=
∂Φ(r⃗, t)

c∂t
.

(5.45)

En resumen, ∫

2π

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ =

∂Φ(r⃗, t)

c∂t
. (5.46)
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Observación. ∫

2π

1

π
(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dφ = 0. (5.47)

A continuación su justificación:

∫

2π

1

π
(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dφ =

∫ 2π

0

1∑

m=−1

I1,m(r⃗, t)Y1,m(φ)dφ

=

∫ 2π

0

[I1,−1(r⃗, t)Y1,−1(φ) + I1,0(r⃗, t)Y1,0(φ) + I1,1(r⃗, t)Y1,1(φ)]dφ

= I1,−1(r⃗, t)

∫ 2π

0

Y1,−1(φ)dφ+ 0 + I1,1(r⃗, t)

∫ 2π

0

Y1,1(φ)dφ

= I1,−1(r⃗, t)

∫ 2π

0

√
3

8π
e−iφdφ+ 0 − I1,1(r⃗, t)

∫ 2π

0

√
3

8π
eiφdφ

=

√
3

8π
I1,−1(r⃗, t)(sin(φ) − i cos(φ))|2π

0 −
√

3

8π
I1,1(r⃗, t)(sin(φ) + i cos(φ))|2π

0

= 0

Sea ∫

2π

[ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)]dφ (5.48)

el segundo término de la ecuación (5.43).

En la presente deducción necesitamos tener presente la siguiente iden-
tidad vectorial

∇ · (ŝI) = I∇ · ŝ + ŝ ·∇I, (5.49)

donde ∇ · ŝ = 0.

Si sustituimos la identidad (5.49) en (5.48) tendremos que

∫

2π

ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t) =

∫

2π

∇ · [ŝI(r⃗, ŝ, t)]dφ

= ∇ ·
∫

2π

[ŝI(r⃗, ŝ, t)]dφ,

es decir, ∫

2π

ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t) = ∇ ·
∫

2π

[ŝI(r⃗, ŝ, t)]dφ. (5.50)
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Ahora si sustituimos la definición de flujo en 2D dado por la ecuación
(5.24) en la ecuación (5.50), tendremos que

∫

2π

ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t) = ∇ · J⃗(r⃗, t). (5.51)

Sea ∫

2π

[µtI(r⃗, ŝ, t)]dφ (5.52)

el tercer término de la ecuación (5.43). Por la definición de intensidad
en 2D dada por la ecuación (5.13), podemos decir que

∫

2π

[µtI(r⃗, ŝ, t)]dφ = µt

∫

2π

[I(r⃗, ŝ, t)]dφ

= µtΦ(r⃗, t).
(5.53)

Sea ∫

2π

[
µs

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ (5.54)

el cuarto término de la ecuación (5.43). Si sustituimos la proposición
5.1 en (5.54), tendremos que

∫

2π

[
µs

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ = µs

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)
[

1

2π
Φ(r⃗, t)

+
1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ

]
dŝ′
]

dŝ

=
µs

2π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)Φ(r⃗, t)dŝ′
]

dŝ +
µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′
]

dŝ

=
µs

2π
Φ(r⃗, t)

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)dŝ′
]

dŝ +
µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′
]

dŝ.

En resumen,

µs

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dŝ =
µs

2π
Φ(r⃗, t)

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)dŝ′
]

dŝ

+
µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′
]

dŝ.

(5.55)
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Por otra parte, utilizando la definición de la función de fase, ecuación
(1.6), la cual nos dice que

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)ds = 1,

podemos decir que que el primer término del lado derecho de la ecuación
(5.55) es

µs

2π
Φ(r⃗, t)

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)dŝ′
]

dŝ =
µs

2π
Φ(r⃗, t)

∫

2π

1dŝ

=
µs

2π
Φ(r⃗, t)2π

= µsΦ(r⃗, t),

(5.56)

y que el segundo término es

µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′
]

dŝ =
µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)|J⃗(r⃗, t)||ŝ| cos(φ)dφ′
]

dφ

= |J⃗(r⃗, t)||ŝ|µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′) cos(φ)dφ′
]

dφ

= |J⃗(r⃗, t)||ŝ|µs

π

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′))dφ′
]

cos(φ)dφ

= |J⃗(r⃗, t)||ŝ|µs

π

∫ 2π

0

(1) cos(φ)dφ

= 0.
(5.57)

Finalmente, si reemplazamos los resultados obtenidos en (5.56) y (5.57)
en (5.55), tendremos que

µs

∫

2π

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dŝ = µsΦ(r⃗, t). (5.58)

Sea ∫

2π

[q(r⃗, ŝ, t)]dφ. (5.59)

el quinto término de la ecuación (5.43). Consideraremos que la fuente
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q es isotrópica, es decir, es independiente de la dirección ŝ, por lo tanto
∫

2π

[q(r⃗, ŝ, t)]dφ =

∫

2π

q(r⃗, t)

2π
dφ

=
q(r⃗, t)

2π

∫ 2π

0

dφ

=
q(r⃗, t)

2π
2π

= q(r⃗, t).

En resumen, ∫

2π

[q(r⃗, ŝ, t)]dφ = q(r⃗, t). (5.60)

Para finalizar, si reemplazamos las ecuaciones (5.46), (5.51), (5.53), (5.58)
y (5.60) en la ecuación (5.43) obtenemos que

∂Φ(r⃗, t)

c∂t
= −∇ · J⃗(r⃗, t) − µtΦ(r⃗, t) + µsΦ(r⃗, t) + q(r⃗, t), (5.61)

o
∂Φ(r⃗, t)

c∂t
+ ∇ · J⃗(r⃗, t) + µaΦ(r⃗, t) = q(r⃗, t). (5.62)

!

Proposición 5.3. Sea

∂J⃗(r⃗, t)

c∂t
+ (µa + µ′

s)J⃗(r⃗, t) +
1

2
∇Φ(r⃗, t) = 0, (5.63)

la ecuaćıón diferencial vectorial obtenida a partir de la ecuación de transporte
radiativo.

Demostración

La demostración se basará en multiplicar por ŝ e integrar con respecto a
φ, en el intervalo [0, 2π], la ecuación de transporte radiativo, de la siguiente
manera:

∫

2π

ŝ

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ = −

∫

2π

ŝ[ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)]dφ−
∫

2π

ŝ[µtI(r⃗, ŝ, t)]dφ

+

∫

2π

ŝ

[
µs

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ+

∫

2π

ŝ[q(r⃗, ŝ, t)]dφ.

(5.64)
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A continuación, analizaremos cada uno de los términos de la ecuación
(5.64):

Sea

∫

2π

ŝ

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ (5.65)

el primer término de la ecuación (5.64). Por la definición de flujo en 2D
dado por la ecuación (5.24), podemos decir que

∫

2π

ŝ

[
1

c

∂I(r⃗, ŝ, t)

∂t

]
dφ =

1

c

∂

∂t

∫ 2π

0

ŝI(r⃗, ŝ, t)dφ

=
1

c

∂J⃗(r⃗, t)

∂t
.

(5.66)

Sea ∫

2π

ŝ[ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)]dφ (5.67)

el segundo término de la ecuación (5.64). Si sustituimos la proposición
5.1 en (5.67), tendremos que

∫

2π

ŝ[ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)]dφ =

∫

2π

ŝ

[
ŝ ·∇

[
1

2π
Φ(r⃗, t) +

1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ

]]
dφ

=
1

2π

∫

2π

ŝ [ŝ ·∇Φ(r⃗, t)] dφ+
1

π

∫

2π

ŝ
[
ŝ ·∇(J⃗(r⃗, t) · ŝ)

]
dφ

=
1

2π
(π∇Φ(r⃗, t)) +

1

π
(0)

=
1

2
∇Φ(r⃗, t).

En resumen, ∫

2π

ŝ[ŝ ·∇I(r⃗, ŝ, t)]dφ =
1

2
∇Φ(r⃗, t). (5.68)

Sea ∫

2π

ŝ[µtI(r⃗, ŝ, t)]dφ (5.69)
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el tercer término de la ecuación (5.64). Por la definición de flujo en 2D
dado por la ecuación (5.24) podemos decir que

∫

2π

ŝ[µtI(r⃗, ŝ, t)]dφ = µt

∫

2π

[ŝI(r⃗, ŝ, t)]dφ

= µtJ⃗(r⃗, t).

(5.70)

Sea ∫

2π

ŝ

[
µs

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ (5.71)

el cuarto término de la ecuación (5.64). Si sustituimos la proposición
5.1 en (5.71), tendremos que

µs

∫

2π

ŝ

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ = µs

∫

2π

ŝ

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)
[

1

2π
Φ(r⃗, t)

]
dŝ′dφ

+ µs

∫

2π

ŝ

∫

2π

p(ŝ · ŝ′)
[

1

π
J⃗(r⃗, t) · ŝ

]
dŝ′dφ

=
µs

2π
Φ(r⃗, t)

∫

2π

ŝ

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)dŝ′
]

dφ+
µs

π

∫

2π

[∫

2π

ŝp(ŝ · ŝ′)dφ
]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′

=
µs

2π
Φ(r⃗, t)

∫

2π

ŝ(1)dφ+
µs

2
gJ⃗(r⃗, t)

= 0 + µsgJ⃗(r⃗, t)

= µsgJ⃗(r⃗, t).

En resumen,

µs

∫

2π

ŝ

[∫

2π

p(ŝ · ŝ′)I(r⃗, ŝ, t)dŝ′
]

dφ = µsgJ⃗(r⃗, t). (5.72)

Observación

µs

π

∫

2π

[∫

2π

ŝp(ŝ · ŝ′)dφ
]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′ = µsgJ⃗(r⃗, t). (5.73)

A continuación su justificación. Para ello consideremos la siguiente
identidad vectorial

ŝ = ŝ′(ŝ · ŝ′) + ŝ′ × (ŝ × ŝ′). (5.74)
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Entonces

µs

π

∫

2π

[∫

2π

ŝp(ŝ · ŝ′)dφ
]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′ =
µs

π

∫

2π

[∫

2π

ŝ′(ŝ · ŝ′)p(ŝ · ŝ′)dφ
]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′

+
µs

π

∫

2π

[∫

2π

ŝ′ × (ŝ × ŝ′)p(ŝ · ŝ′)dφ
]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′

=
µs

π

∫

2π

ŝ′
[∫

2π

(ŝ · ŝ′)p(ŝ · ŝ′)dφ
]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′

+
µs

π

∫

2π

[
ŝ′ ×

(∫

2π

ŝp(ŝ · ŝ′)dφ× ŝ′
)]

(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′

=
µs

π

∫

2π

ŝ′g(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′ + 0

=
µs

π
g

∫

2π

ŝ′(J⃗(r⃗, t) · ŝ)dŝ′

=
µs

π
gπJ⃗(r⃗, t)

= µsgJ⃗(r⃗, t).

Sea ∫

2π

ŝ[q(r⃗, ŝ, t)]dφ (5.75)

el quinto término de la ecuación (5.64). Consideraremos que la fuente
q es isotrópica, es decir, es independiente de la dirección ŝ, por lo tanto

∫

2π

ŝq(r⃗, ŝ, t)dφ =

∫

2π

ŝ
q(r⃗, t)

2π
dφ

=
q(r⃗, t)

2π

∫ 2π

0

ŝdφ

=
q(r⃗, t)

2π
0

= 0.

(5.76)

En resumen, ∫

2π

q(r⃗, ŝ, t)dφ = 0. (5.77)

Para finalizar, si reemplazamos las ecuaciones (5.66), (5.68), (5.70), (5.72)
y (5.77) en la ecuación (5.64) obtenemos que

1

c

∂J⃗(r⃗, t)

∂t
= −1

2
∇Φ(r⃗, t) − (µs + µa)J⃗(r⃗, t) + µsgJ⃗(r⃗, t), (5.78)
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o
1

c

∂J⃗(r⃗, t)

∂t
+

1

2
∇Φ(r⃗, t) + µtJ⃗(r⃗, t) = 0 (5.79)

!

Proposición 5.4. La ecuación de difusión en 2D es

1

c

∂Φ(r⃗, t)

∂t
−∇ · (D∇Φ(r⃗, t)) + µaΦ(r⃗, t) = q(r⃗, t), (5.80)

donde

D =
1

2(µ′
s + µa)

. (5.81)

Demostración
Para la demostración supondremos que el cambio del flujo J⃗(r⃗, t) para una

distancia equivalente al coeficiente libre medio reducido l′t es muy pequeño,
es decir, (

l′t
c

)(
1

|J⃗(r⃗, t)|

∣∣∣∣∣
∂J⃗(r⃗, t)

∂t

∣∣∣∣∣

)
≪ 1, (5.82)

donde el primer paréntesis describe el tiempo que tardan los fotones en a
travesar l′t y el segundo paréntesis describe la fracción de cambio del flujo
por unidad de tiempo. Está hipótesis implica que

1

c

∣∣∣∣∣
∂J⃗(r⃗, t)

∂t

∣∣∣∣∣≪ µ′
t|J⃗(r⃗, t)|. (5.83)

Si ahora consideramos la proposición 5.3, la cual estable que

1

c

∂J⃗(r⃗, t)

∂t
+

1

2
∇Φ(r⃗, t) + µtJ⃗(r⃗, t) = 0,

bajo la hipótesis establecida, ecuación (5.83), podemos despreciar el término
temporal y obtener la siguiente expresión

1

2
∇Φ(r⃗, t) + µ′

tJ⃗(r⃗, t) = 0. (5.84)

Despejando el flujo, tendremos que

J⃗(r⃗, t) = − 1

2µ′
t

∇Φ(r⃗, t). (5.85)
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o
J⃗(r⃗, t) = −D∇Φ(r⃗, t), (5.86)

donde

D =
1

2µ′
t

=
1

2(µ′
s + µ′

a)
. (5.87)

La ecuación (5.86) se conoce como la ley de Fick.
Finalmente si sustituimos (5.86) en la proposición 5.2, es decir en

1

c

∂Φ(r⃗, t)

∂t
+ ∇ · J⃗(r⃗, t) + µaΦ(r⃗, t) = q(r⃗, t),

tendremos que

1

c

∂Φ(r⃗, t)

∂t
−∇ · (D∇Φ(r⃗, t)) + µaΦ(r⃗, t) = q(r⃗, t). (5.88)

!
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Caṕıtulo 6

Apéndice II

Método numérico para la ecuación de difusión

En este apéndice desarrollaremos el método número para resolver la ecua-
ción de difusión en el plano x − y.

Para empezar, consideremos la siguiente notación: I = I(x, y, t), D =
D(x, y), µa = µa(x, y) y S = S(x, y, t). Luego, consideremos la siguiente
ecuación de difusión

∂I

∂t
−∇ · (D∇I) + µaI = S (6.1)

donde

∇ · (D∇I) = ∇D ·∇I + D△I

=
∂D

∂x

∂I

∂x
+
∂D

∂y

∂I

∂y
+ D

∂2I

∂x2
+ D

∂2I

∂y2
.

(6.2)

Ahora, si sustituimos (6.2) en la ecuación diferencial (6.1), tendremos que

∂I

∂t
−
(
∂D

∂x

∂I

∂x
+
∂D

∂y

∂I

∂y
+ D

∂2I

∂x2
+ D

∂2I

∂y2

)
+ µaI = S. (6.3)

Esta es la ecuación de difusión en el plano x−y con coeficientes variables
que resolveremos numéricamente utilizando el esquema de Crank-Nicholson.

Discretización de la Ecuación

Discretizaremos la ecuación (6.3) utilizando diferencias finitas centradas
de segundo orden para los operadores diferenciables.
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Discretización espacial

∂D

∂x
=

Di+1,j − Di−1,j

2dx

∂D

∂y
=

Di,j+1 − Di,j−1

2dy
(6.4)

∂I

∂x
=

Ii+1,j − Ii−1,j

2dx

∂I

∂y
=

Ii,j+1 − Ii,j−1

2dy
(6.5)

∂2I

∂x2
=

Ii+1,j − 2Ii,j + Ii−1,j

dx2

∂2I

∂y2
=

Ii,j+1 − 2Ii,j + Ii,j−1

dy2
. (6.6)

Utilizando la relaciones establecidas en (6.4), (6.5) y (6.6), respectiva-
mente, desarrollaremos el término en x.

∂D

∂x

∂I

∂x
+ D

∂2I

∂x2
=

(
Di+1,j − Di−1,j

2dx

)(
Ii+1,j − Ii−1,j

2dx

)
+ Di,j

(
Ii+1,j − 2Ii,j + Ii−1,j

dx2

)

=
1

4dx2
[(Di+1,j − Di−1,j)(Ii+1,j − Ii−1,j) + 4Di,j(Ii+1,j − 2Ii,j + Ii−1,j)]

=
1

4dx2
[(Di+1,j − Di−1,j)Ii+1,j − (Di+1,j − Di−1,j)Ii−1,j]

+
1

4dx2
[4Di,jIi+1,j − 8Di,jIi,j + 4Di,jIi−1,j]

=
1

4dx2
[(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)Ii+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)Ii−1,j]

− 1

4dx2
[8Di,jIi,j]

(6.7)

Análogo para el término en y

∂D

∂y

∂I

∂y
+ D

∂2I

∂y2
=

1

4dy2
[(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)Ii,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)Ii,j−1]

− 1

4dy2
[8Di,jIi,j ] .

(6.8)

En resumen, por las ecuaciones (6.7) y (6.8) el operador diferencial de la
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ecuación (6.3) es

∇ · (D∇I) =
∂D

∂x

∂I

∂x
+
∂D

∂y

∂I

∂y
+ D

∂2I

∂x2
+ D

∂2I

∂y2

=
1

4dx2
[(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)Ii+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)Ii−1,j]

+
1

4dy2
[(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)Ii,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)Ii,j−1]

− 8

[
1

4dx2
+

1

4dy2

]
Di,jIi,j .

(6.9)

Esquema de Crank-Nicholson

El esquema se basa en la construcción de una aproximación numérica al
valor de la solución en (x, y, t+k/2) que es un punto situado entre dos filas de
la malla. Para construir el esquema, empezaremos por aproximar la ecuación
(6.3) en dos filas distintas.

Aproximación para la fila k

Ik+1
i,j − Ik

i,j

dt
−∇ · (D∇Ik) + µai,jI

k
i,j = Sk

i,j. (6.10)

Aproximación para la fila k + 1

Ik+1
i,j − Ik

i,j

dt
−∇ · (D∇Ik+1) + µai,jI

k+1
i,j = Sk+1

i,j . (6.11)

El valor de la solución estará entre estas dos filas. La forma más sencilla
de establecer un punto entre las filas k y k + 1 es su punto medio. Entonces,
el promedio entre las filas k y k + 1 es

(
Ik+1
i,j − Ik

i,j

dt

)

−1

2
∇·(D∇Ik)+

1

2
µai,jI

k
i,j−

1

2
∇·(D∇Ik+1)+

1

2
µai,jI

k+1
i,j =

1

2

(
Sk

i,j + Sk+1
i,j

)

(6.12)
donde

∇ · (D∇Ik) =
1

4dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)I

k
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)I

k
i−1,j

]

+
1

4dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)I

k
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)I

k
i,j−1

]

− 8

[
1

4dx2
+

1

4dy2

]
Di,jI

k
i,j

(6.13)

123



y

∇ · (D∇Ik+1) =
1

4dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)I

k+1
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)I

k+1
i−1,j

]

+
1

4dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)I

k+1
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)I

k+1
i,j−1

]

− 8

[
1

4dx2
+

1

4dy2

]
Di,jI

k+1
i,j .

(6.14)

Por otra parte, si multiplicamos la ecuación (6.12) por dt y definimos los
términos

p =
dt

8dx2
, q =

dt

8dy2
y r =

dt

2
,

la ecuación (6.12) se puede escribir aśı

Ik+1
i,j −Ik

i,j−(p[k]+q[k]+p[k+1]+q[k+1])+rµai,jI
k
i,j+rµai,jI

k+1
i,j = r(Sk

i,j+Sk+1
i,j ).

(6.15)
Finalmente, separando los términos (k + 1) y (k) se obtiene la siguiente

ecuación en diferencias

Ik+1
i,j −(p[k+1]+q[k+1])+rµai,jI

k+1
i,j = Ik

i,j+p[k]+q[k]−rµai,jI
k
i,j+r(Sk

i,j+Sk+1
i,j )

(6.16)
con

p[k + 1] =
dt

8dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)I

k+1
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)I

k+1
i−1,j

−8Di,jI
k+1
i,j

]
,

(6.17)

q[k + 1] =
dt

8dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)I

k+1
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)I

k+1
i,j−1

−8Di,jI
k+1
i,j

]
,

(6.18)

p[k] =
dt

8dx2

[
(Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j)I

k
i+1,j − (Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j)I

k
i−1,j

−8Di,jI
k
i,j

]
,

(6.19)
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y

q[k] =
dt

8dy2

[
(Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j)I

k
i,j+1 − (Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j)I

k
i,j−1

−8Di,jI
k
i,j

]
.

(6.20)

Agrupando términos, el lado izquierdo de la ecuación (6.16) es

Ik+1
i,j − (p[k + 1] + q[k + 1]) + rµai,jI

k+1
i,j = [1 + 8Di,j(p + q) + rµai,j]︸ ︷︷ ︸

ain

Ik+1
i,j

−p[Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
ai+1

in

Ik+1
i+1,j

+p[Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
ai−1

in

Ik+1
i−1,j

−q[Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
aj+1

in

Ik+1
i,j+1

+q[Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
aj−1

in

Ik+1
i,j−1

(6.21)

y el lado derecho es

Ik
i,j + p[k] + q[k] − rµai,jI

k
i,j + r(Sk

i,j + Sk+1
i,j ) = [1 − 8Di,j(p + q) − rµai,j]︸ ︷︷ ︸

bin

Ik
i,j

+p[Di+1,j − Di−1,j + 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
bi+1
in

Ik
i+1,j

−p[Di+1,j − Di−1,j − 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
bi−1
in

Ik
i−1,j

+q[Di,j+1 − Di,j−1 + 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
bj+1
in

Ik
i,j+1

−q[Di,j+1 − Di,j−1 − 4Di,j]︸ ︷︷ ︸
bj−1
in

Ik
i,j−1

+ r(Sk
i,j + Sk+1

i,j )
︸ ︷︷ ︸

cin

.

(6.22)
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La discretización de la ecuación (6.3) nos genera al siguiente sistema

[Ain]Ik+1 = [Bin]Ik + [Cin] (6.23)

donde

[Ain] =

⎡

⎢⎣
0 aj−1

in 0 · · · 0 ai−1
in ain ai+1

in · · · 0 0 aj+1
in 0 · · · 0

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · 0 aj−1

in 0 0 · · · ai−1
in ain ai+1

in 0 · · · 0 aj+1
in 0

⎤

⎥⎦ ,

[Bi] =

⎡

⎢⎣
0 bj−1

in 0 · · · 0 bi−1
in bin bi+1

in · · · 0 0 bj+1
in 0 · · · 0

...
. . . . . . . . .

...
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · 0 bj−1

in 0 0 · · · bi−1
in bin bi+1

in 0 · · · 0 bj+1
in 0

⎤

⎥⎦ ,

y

[Ci] =

⎡

⎢⎣
cin
...

cin

⎤

⎥⎦ .

Condiciones de contorno

Las condiciones de contorno a considerar, de manera general, se pueden
escribir aśı:

αI + βD∇I · n = γ, (6.24)

donde α, β y γ son constantes. Para nuestro problema, de manera particular,
tendremos las siguientes condiciones de contorno

αxaI +βxaD
∂I

∂x
= γxa, αxb

I +βxb
D
∂I

∂x
= γxb

x ∈ [a, b] (6.25)

αycI + βycD
∂I

∂y
= γyc , αyd

I + βyd
D
∂I

∂y
= γyd

y ∈ [c, d]. (6.26)

Discretización de la condición de contorno

A continuación, desarrollaremos la discretización de las condiciones de
contorno.
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Desarrollo del término en x, tendremos que

αIi,j + βD

[
Ii+1,j − Ii−1,j

2dx

]
= γ

2αdxIi,j + βD [Ii+1,j − Ii−1,j] = 2γdx

Ii+1,j − Ii−1,j =
2γdx

βD
− 2αdx

βD
Ii,j,

(6.27)

es decir,

Ii+1,j − Ii−1,j =
2γdx

βD
− 2αdx

βD
Ii,j. (6.28)

Despejando la ecuación (6.28), obtendremos que

Ii+1,j = Ii−1,j +
2γdx

βD
− 2αdx

βD
Ii,j (6.29)

e

Ii−1,j = Ii+1,j −
2γdx

βD
+

2αdx

βD
Ii,j. (6.30)

Análogo para el término en y

Ii,j+1 = Ii,j−1 +
2γdy

βD
− 2αdy

βD
Ii,j (6.31)

e

Ii,j−1 = Ii,j+1 −
2γdy

βD
+

2αdy

βD
Ii,j. (6.32)

Determinación de las ecuaciones en diferencias para las condiciones
de contorno

Para determinar las ecuaciones en diferencias de la condiciones de con-
torno, consideraremos que el término difusivo D es constante en la frontera,
con lo cual la ecuación de difusión será

∂I

∂t
− D∇2I + µaI = S. (6.33)

La discretización de la condiciones de contorno, considerando el siguiente
esquema

[Af ]I
k+1 = [Bf ]I

k + [Cf ], (6.34)
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es

[Af ]I
k+1 =

[
1 + D

dt

dx2
+ D

dt

dy2
+

dt

2
µa

]
Ik+1
i,j − Ddt

2dx2
Ik+1
i+1,j −

Ddt

2dx2
Ik+1
i−1,j

− Ddt

2dy2
Ik+1
i,j+1 −

Ddt

2dy2
Ik+1
i,j−1,

(6.35)

[Bf ]I
k =

[
1 − D

dt

dx2
− D

dt

dy2
− dt

2
µa

]
Ik
i,j +

Ddt

2dx2
Ik
i+1,j +

Ddt

2dx2
Ik
i−1,j

+
Ddt

2dy2
Ik
i,j+1 +

Ddt

2dy2
Ik
i,j−1

(6.36)

y

[Cf ] =
dt

2
(Sk

i,j + Sk+1
i,j ). (6.37)

Ecuaciones en diferencias para los contornos

Contorno (frontera) Inferior

Para j = 1 / i = 1. Sustituimos Ii−1,j e Ii,j−1 en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
− αadt

βadx
− αcdt

βcdy

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j −Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
ai+1

f

Ik+1
i+1,j

−Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

aj+1
f

Ik+1
i,j+1

(6.38)

[Bf ]I
k = [1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
+
αadt

βadx
+
αcdt

βcdy
]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

dx2︸︷︷︸
bi+1
f

Ik+1
i+1,j

+
Ddt

dy2
︸︷︷︸
bj+1
f

Ik+1
i,j+1

(6.39)
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y

[Cf ] = −2γadt

βadx
− 2γcdt

βcdy
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.40)

Para j = 1 / i = 2, . . . , nx− 1. Sustituimos Ii,j−1 en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
− αcdt

βcdy

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j − Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
ai+1

f

Ik+1
i+1,j −

Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
ai−1

f

Ik+1
i−1,j

−Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

aj+1
f

Ik+1
i,j+1,

(6.41)

[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
+
αcdt

βcdy

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
bi+1
f

Ik+1
i+1,j +

Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
bi−1
f

Ik+1
i−1,j

+
Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

bj+1
f

Ik+1
i,j+1

(6.42)

y

[Cf ] = −2γcdt

βcdy
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.43)

Para j = 1 / i = nx. Sustituimos Ii+1,j e Ii,j−1 en (6.35) y en (6.36).
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[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
+
αbdt

βbdx
− αcdt

βcdy

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j −Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
ai−1

f

Ik+1
i−1,j

−Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

aj+1
f

Ik+1
i,j+1,

(6.44)

[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
− αbdt

βbdx
+
αcdt

βcdy

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
bi−1
f

Ik+1
i−1,j

+
Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

bj+1
f

Ik+1
i,j+1

(6.45)

y

[Cf ] =
2γbdt

βbdx
− 2γcdt

βcdy
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
f

.
(6.46)

Frontera superior

Para j = ny / i = 1. Sustituimos Ii−1,j e Ii,j+1 en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
− αadt

βadx
+
αddt

βddy

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j −Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
ai+1

f

Ik+1
i+1,j

−Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

aj−1
f

Ik+1
i,j−1,

(6.47)
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[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
+
αadt

βadx
− αddt

βddy

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
bi+1
f

Ik+1
i+1,j

+
Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

bj−1
f

Ik+1
i,j−1

(6.48)

y

[Cf ] = −2γadt

βadx
+

2γddt

βddy
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.49)

Para j = ny / i = 2, . . . , nx−1. Sustituimos Ii,j+1 en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
+
αddt

βddy

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j − Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
ai+1

f

Ik+1
i+1,j −

Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
ai−1

f

Ik+1
i−1,j

−Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

aj−1
f

Ik+1
i,j−1,

(6.50)

[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
− αddt

βddy

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
bi+1
f

Ik+1
i+1,j +

Ddt

2dx2︸ ︷︷ ︸
bi−1
f

Ik+1
i−1,j

+
Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

bj−1
f

Ik+1
i,j−1

(6.51)

y

[Cf ] =
2γddt

βddy
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.52)
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Para j = ny / i = nx. Sustituimos Ii+1,j e Ii,j+1 en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
+
αbdt

βbdx
+
αddt

βddy

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j −Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
ai−1

f

Ik+1
i−1,j

−Ddt

dy2
︸ ︷︷ ︸

aj−1
f

Ik+1
i,j−1,

(6.53)

[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
− αbdt

βbdx
− αddt

βddy

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
bi−1
f

Ik+1
i−1,j

+
Ddt

dy2
︸︷︷︸
bj−1
f

Ik+1
i,j−1

(6.54)

y

[Cf ] =
2γbdt

βbdx
+

2γddt

βddy
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.55)

Frontera izquierda

Para j = 2, . . . , ny − 1 / i = 1. Sustituimos Ii−1,j en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
− αadt

βadx

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j −Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
ai+1

f

Ik+1
i+1,j −

Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

aj+1
f

Ik+1
i,j+1

−Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

aj−1
f

Ik+1
i,j−1,

(6.56)
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[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
+
αadt

βadx

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
bi+1
f

Ik+1
i+1,j +

Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

bj+1
f

Ik+1
i,j+1

+
Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

bj−1
f

Ik+1
i,j−1

(6.57)

y

[Cf ] = −2γadt

βadx
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.58)

Frontera derecha

Para j = 2, . . . , ny−1 / i = nx. Sustituimos Ii+1,j en (6.35) y en (6.36).

[Af ]I
k+1 =

[
1 +

Ddt

dx2
+

Ddt

dy2
+

µadt

2
+
αbdt

βbdx

]

︸ ︷︷ ︸
af

Ik+1
i,j −Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
ai−1

f

Ik+1
i−1,j −

Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

aj+1
f

Ik+1
i,j+1

−Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

aj−1
f

Ik+1
i,j−1,

(6.59)

[Bf ]I
k =

[
1 − Ddt

dx2
− Ddt

dy2
− µadt

2
− αbdt

βbdx

]

︸ ︷︷ ︸
bf

Ik+1
i,j +

Ddt

dx2︸ ︷︷ ︸
bi−1
f

Ik+1
i−1,j +

Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

bj+1
f

Ik+1
i,j+1

+
Ddt

2dy2
︸ ︷︷ ︸

bj−1
f

Ik+1
i,j−1

(6.60)
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y

[Cf ] =
2γbdt

βbdx
+ r(Sk

i,j + Sk+1
i,j )

︸ ︷︷ ︸
cf

.
(6.61)

Ahora que ya sabemos el valor de los coeficientes para las condiciones de
contorno, podemos definir la matriz [Af ] de la siguiente manera:

[Af ] =

⎡

⎣
[Afi]
· · ·

[Afs] ,

⎤

⎦ (6.62)

donde

[Afi] =
[

[Afi]1 [Afi]2 [Afi]3
]

con

[Afi]1 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

af ai+1
f 0 · · · 0

ai−1
f af ai+1

f · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · ai−1
f af ai+1

f

0 · · · 0 ai−1
f af

aj−1
f 0 · · · 0 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

[Afi]2 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aj+1
f 0 0 · · · 0
0 aj+1

f 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 aj+1
f 0

0 · · · 0 0 aj+1
f

af ai+1
f 0 · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

y

[Afi]3 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 · · · 0
0 · · · 0 · · · 0

aj+1
f 0 0 · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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[Afs] =
[

[Afs]1 [Afs]2 [Afs]3
]

con

[Afs]1 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 0 · · · aj−1
f

0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

[Afs]2 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 0 · · · ai−1
f af

aj−1
f 0 0 · · · 0
0 aj−1

f 0 · · · 0
...

. . . . . . . . .
...

0 · · · 0 aj−1
f 0

0 · · · 0 0 aj−1
f

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

y

[Afs]3 =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

aj+1
f 0 0 · · · 0
af ai+1

f 0 · · · 0
ai−1

f af aj+1
f · · · 0

...
. . . . . . . . .

...
0 · · · ai−1

f af ai+1
f

0 · · · 0 ai−1
f af

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

La matriz [Bf ] es igual a la matriz [Af ] salvo los coeficientes. La matriz
[Cf ] tiene la siguiente forma

[Cf ] =

⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

cfi
...

cfi

cfi

· · ·
cfs

cfs
...

cfs

⎤

⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.
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Para finalizar, el esquema de Crank-Nicholson tendra la siguiente estruc-
tura

AIk+1 = BIk + C (6.63)

donde

A =

⎡

⎣
[Afi]
[Ain]
[Afs]

⎤

⎦ , B =

⎡

⎣
[Bfi]
[Bin]
[Bfs]

⎤

⎦ y C =

⎡

⎣
[Cfi]
[Cin]
[Cfs]

⎤

⎦ (6.64)
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