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Leccién n°2: Un operador, un espacio funcional, una desigualdad UCE, otofio 2014

El objetivo de esta leccién es mostrar que el estudio de cierto tipo de operadores conduce a la definicién de dife-
rentes espacios funcionales.
1. Funciones Maximales

» Funciones de gran importancia en el andlisis armoénico: una herramienta indispensable

» Ejemplo de operadores que no son acotados en L' en L': ilustracién de la necesidad de los espacios de
Lorentz

Definicion 1 Sea f: R™ — R una funcion localmente integrable. Definimos el promedio de f sobre la bola
B = B(x,r) como
1

me(N@ = BT Jaen

f(y)dy

Vemos sin problema que si f = C' > 0 es una funcién constante, se tiene mp(f)(z) = C para toda bola B(x,r).

Definicién 2 (funcién maximal centrada) Sea f : R"™ — R wuna funcién medible. La funcidn mazimal
centrada de Hardy-Littlewood estd definida por la expresion:

M(f) (@) = sup mp(|f[) () = sup —— / F@ — )ldy
r>0 r>0 UnT {ly|<r}

Ejemplos:
» si f = C, entonces M(f)(z) = |C].
» si f es una funcién a soporte compacto (supp(f) C B(0, R)), se puede mostrar que se tiene

cfl £z

M(P)(a) = ot

— Esto muestra que si una funcién esté en el espacio L', el operador funcién maximal nunca estd en L!.
Dicho de otra manera, el operador funcién maximal no es un operador acotado de L' en L.

= A partir de la definicién, se puede ver sin problema que

Moo < [1f ]|z

para toda funcién f € L*°(R™), es decir que el operador funcién maximal es un operador acotado de L* en L.
Algunas Preguntas:

s Es el operador funcién maximal acotado de LP en LP para 1 < p < +o00?

» Qué sucede si en vez de tomar el promedio sobre bolas B(x, ) se toma el promedio sobre cuadrados? o sobre
rectangulos?



2.

2.1.

Espacios de Lorentz

= Son una generalizacién de los espacios de Lebesgue: miden el “tamano” de las funciones.
= Muy ttiles cuando se trabaja con operadores, es decir en todo el andlisis.
s Muchas veces sélo se disponen de estimaciones en donde intervienen los espacios de Lorentz no se puede

pasar a estimaciones mas fuertes en donde intervienen espacios de Lebesgue.

Funcion de distribucién

Definicién 3 Sea (X, Bor(X), i) un espacio medido, sea f : X — K una funcion medible y sea a € [0, +00]
un real. Definimos sobre [0, +o0o[ la funcién de distribucién asociada a la funcién f por

dp(a) = /X 1 pwysay (@)du(e) = u({z € X - |f(2)] > a}).

Proposicién 1 Sea (X, Bor(X),u) un espacio medido y sean f,g : X — K dos funciones medibles.
Entonces, para todo a, B > 0 tenemos:

(1) dy es decreciente y continua a la derecha sobre [0, +o00],

(2) si|g(x)| < |f(z)| p-c.t.p. entonces dg(o) < dg(er), para todo o > 0,

(3) para toda constante X € K*, se tiene dy¢(o) = dg(a/|N]), para todo o > 0,
(4) dp+g(a+ B) < dp(a) + dg(B),

(5) dpg(af) < df(@) +dy(B).

Proposicién 2 Sea (X, Bor(X), p) un espacio medido, sea f : X — K una funcion medible y sea 1 < p <
400 un parametro real. Se tiene entonces la identidad

+0o0 1
1712, = p /0 P \ds(0)da

Prueba.

P/OJFOO Pty (a)da :p/()+oo Pl (/X ]l{f|>a}(x)du(x)> dou.

Aplicamos el teorema de Fubini en la 1dltima integral para obtener

too £ ()]
:p/X/O o My f50y () da dp() :p/X/O o’ Nda dp(z) = /X fPdu() = |fIE,. ™

2.2. Espacios de Lorentz LP>

También llamados espacios de Lebesque débiles o espacios de Marcinkiewicz.

Definicién 4 Sea (X, Bor(X), 1) un espacio medido y sea f : X — K una funcion medible.

1) Sea 1 < p < 400 un nimero real, diremos que f pertenece al espacio LP*°(X) si la cantidad

oo = l/p = { < g )
| flle. ilipo {a dy (oa)} clgfo {df(a) <5 , Voo > 0} es finita.

2) El espacio L°>°(X) es por definicion el espacio L>®(X).




Proposicién 3 Sea 1 < p < o0 y sea (X, Bor(X), ) un espacio medido. Entonces tenemos la inclusion:
LP(X) C LP(X).

= | fllzpee < (I llze-

FEsta inclusion es estricta.

Prueba.

= Sea o > 0 un numero real, entonces

P Pdu(z) = x)|Pdu(x x)[Pdp(x
1B /le( ) Pdu(x) /{|f>a}|f( ) Pdu( )+/{|f§a}|f( ) Pdu(x)

> x)|Pdu(x) > oP dup(x) = oPdr(a).
> /{|f>a}|f( Pdn(a) > /{|f|>a} u(x) = P ()

Es decir, para todo a > 0, || f||Lr > ad}/p(a).
= La inclusién es estricta: Sea la funcién f : 2 — |z|~™/? definida sobre X = R™. Se tiene f ¢ LP(R™). Pero

| flLp.oo es igual a la raiz p-ésima de la medida de la bola unidad de R™, en efecto, un cambio de variable
permite ver que

dy/?(a) = a1 B(0,1)[ /7.
Luego se tiene || f||rr.cc = |B(0, 1)|1/p. n

Primera utilidad de los espacios de Lorentz:
—> Permiten mejorar el resultado de interpolacién entre los espacios de Lebesgue.

Sabiamos que se tiene la estimacion || f]|pr < Hle/THle U para toda funcién f € L'(X) N L*®(X), con
1 <7 < 400. Con los espacios de Lorentz tenemos algo mejor:

Proposicién 4 Sean 1 < p < ¢ < 400 y sea f € LP>*°(X) N L9°(X), entonces f € L"(X) para todo
p<r<gq:

1£1lzr < Cloy g, )| Fl| e | £l 2
s1q <400 yl=p/rsiq=+oc0.

con § = BT
T q—p

Prueba.

= Sea g < +00. Sabemos que

oP af

df(a) < min (‘f pee 1712 w>

1
Fijemos T = (Hflqu o ) 7" para escribir

”f P00
+oo P
1flzr = / ' 1df Jdo < 7“/ o1 min (HfHLPOO £ 117q. oo) do
0 oP ol
+oo
< / | edact / & e "
r — .
S HfHLPOO T = o -+ (HfHLPOO) (Hf”quo)

p q-

» Sea ¢ = +o00. Como dj(a) = 0si @ > ||f||r~ entonces basta utilizar la estimacién dy(a) < o || f||} . para
la parte a < || f||z= en la integral (1) para obtener

Iz < IIfH el il W




El comportamiento de los espacios de Lorentz con respecto a la convolucién es similar al de los espacios de
Lebesgue pues se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 5 (Desigualdades de Young) Sean 1 < p,q,r < +oco relacionados por la expresion 1+% =
- + 1, entonces si f € LYR") y si g € L™ (R"), se tiene la estimacién

1S * glle < 1 fllzallgllzroe

3. Teorema de interpolacion de Marcinkiewicz

Definicién 5 Sea (X, Bor(X), u) un espacio medido. Definimos LP°(X )+ LP*(X) como el espacio de todas
las funciones f tales que f = fo + f1 en donde fy € LP°(X) y f1 € LP*(X).

Proposicién 6 Sea (X, Bor(X), pu) un espacio medido. Si py < p1 se tiene LP(X) C LP°(X)+ LP*(X) para
todo p tal que pg < p < p1.

Prueba. Sea f una funcién de LP(X) y sea v una constante positiva fijada. Escribimos

flx)  silf(x)] >~ flx) sil|f(z)] <~
fo(z) = fi(z) =
0 st |f(z)] < 0 si |f(z)] >
de manera que f = fo + f1.

Puesto que pg — p < 0 se tiene

/ [fo(@)Podp(z / Fo@)PLfola) P Pdpu(z) < AP0 / @) Pdu(

De forma similar tenemos

/ @) P e / @) P (@) P Pdp(x) < A7 / (@) Pdu(a

luego fo € LP°(X) y f1 € LPY(X). [ |

3.1. Interpolacién de Marcinkiewicz

Un operador sublineal verifica T'(af + Bg) < aT'(f) + BT(g)-

Teorema 1 Sean (X, Bor(X),u) y (Y,Bor(X),v) dos espacios medidos. Sea 1 < py < p1 < 400. Sea T' un
operador sublineal definido en el espacio LPO(X) + LPY(X) y que toma valores en el espacio de funciones
medibles definidas sobre Y .

Supongamos que existen dos constantes positivas Ay y A1 tales que:

1T (f)l Lroce vy < Aoll Lo (x), para toda funcion f € LP°(X), (2)

IT(H)lLrresyy < Aillfllex),  para toda funcion f € L7 (X). (3)

Entonces, para todo pg < p < p1 y para todo f € LP(X), tenemos la estimacion:

IT(F)lreyy < Allfllzecx (4)
en donde )
= 1/p—1/ 1/pg—1/
A=9 < p + p )p Aé/p’i)*l/l;z All/Pri)Ofl/pZ;. (5)
b—pPo pP1—P




Demostracion.

Supongamos que p; < +0o0o y fijemos una funcién f € LP(X) y un pardmetro o > 0. Utilizamos la descom-
posicién anterior de la funcién f escribiendo f = f§ + ff* en donde

o[ @ silf@)] > da o[ @ silf@)<da
f°(>_{o si |f(2)] < da fi) {0 si |f(z)] > da.

Aqui ¢ es un parametro positivo cuyo valor sera determinado posteriormente. Obsérvese que f§ pertenece
al espacio LP°(X) y que f{* pertenece al espacio L' (X).

Utilizemos la hipétesis de sublinealidad para obtener

THI =T + SO < T+ T

lo que implica las inclusiones {z : |T(f)(z)| > a} C{z : |T(f§)| > /2} U{x : |T(f{)| > «/2}, de donde se
tiene, al nivel de las funciones de distribucién

dr(sy(a) < dppey(a/2) + dp(pe)(a/2). (6)
Esta estimacién anterior, junto con a las hipdtesis (2) y (3), nos da

« Ay x)[PPdp(x AT x)[Prdu(x
@) S i [ )+ e [ @)

Ahora vamos a contruir la norma LP de T'(f) utilizando la proposicién 2, en efecto:

+0o0 “+o0o
IT(HIE, = p / oLy (a)da < (240)p / N / (@) [P du(e)da
0 0 {|f|>da}

+o0o
weayy [ et [ )P duta)do.
0 {If1<éa}

Aplicamos el teorema de Fubini para obtener

1£1/8 e
IT(F)IE, < (2A0) / @) / P P dadu(x) + (24,7 p /X )P /W PP dadp(x),

es decir

|P Po |p pl

IT(F)IIF, < (240)™ / Faype 0T 5o OH(T) + / |f( |p1'f5p o dnl=).
De donde se obtiene

I, < [<2Ao>p06pop T Ay pl’jpa} T

— Po

_Po _P1
Falta ahora fijar un valor de ¢ para terminar la prueba; para ello es suficente escribir § = (2A¢)#1-r0 (2A1)P0—71 .

El lector verificara sin problema que se tiene la estimacion deseada.

Caso cuando p; = +oo. Escribamos otra vez f = f§ + fi' con

o f@) s f@)] > ay [ @) sIf@] <0
fO()_{o si|f(2)] < va fi) {o st |f(2)] > o

Tenemos las estimaciones siguientes

T lzee < ALl 1|z < Arya = a/2



siempre y cuando fijemos v = 73— Se deduce de esto que el conjunto {z : |T'(f)| > a/2} es de medida cero;

1
por lo tanto dr(y) (@) < dp(se)(/2). Se construye otra vez la norma LP de T'(f) utilizando la proposicién 2:

—+00

TG <o [ 0z a/2do.

Aplicando el teorema de Fubini se tiene

A1l f|
< 2anpy [ 15 | S dadp().

Es decir

< AL [ 1@ @A) P d(a).

de donde concluimos que
po D
1T (I < 27 AG AT —— || fI[7,
P—Dpo

lo que termina la prueba. n

3.2. Aplicacién: Funciones Maximales

= Sabemos que, para una funcién f € L*(R"), la funcién maximal M(f) no es un operador acotado: es decir
que nunca se tiene la desigualdad

M)l < Cllfll s

» Sabemos ademas que la funcién maximal M(f) es un operador acotado de L> en L>.

= Es posible demostrar que para una funcién f € L'(R"), se tiene una estimacién débil del tipo siguiente

[MP)[Lree < CllF L,

dicho de otra manera, la funcién maximal es un operador acotado de L' en L.

= Para estudiar el caso 1 < p < 400 aplicamos directamente el teorema de interpolacién de Marcinkiewicz!

4. Una desigualdad

Sea f € LP(R™) una funcién con 1 < p < +00 y sea a > 0 un real. Definimos el operador T, por medio de la

expresion

1
‘x|n—o¢

To(f) () = f

Deseamos saber para qué valores de a este operador T, es un operador acotado.

Antes de lanzarnos en cédlculos complicados, es necesario hacer algunas observaciones:

» T, estd dado por convolucién: podemos usar las desigualdades de Young, pues sabemos que f € LP(R")

s ...pero la funcién localmente integrable ‘x'% no pertenece a ningun espacio LP

" ...pero \xl’%a pertenece a un espacio de Lorentz L™ (R")!



Debemos aplicar entonces las desigualdades de Young que hacen intervenir los espacios de Lorentz:

1

‘x|n—o¢

[ Ta(H)llze < (1 f]lze

L0

donde 1 + % = ]% + % Sabemos que f € LP, de manera que || f||zr < +00, debemos pues estudiar la cantidad

1

’x‘n—a

L7500

aqui recordamos que es sencillo calcular la norma de las funciones de tipo |x|_f3 en los espacios de Lorentz, y

notamos que esta cantidad es finita si n — a = 7. De esta manera obtenemos:

Teorema 2 (Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev) Sea f € LP(R™) con 1 < p < 400 y sea

a>0. 55 = % — é entonces se tiene la desigualdad

[ Ta(PllLe < CllF e

Esta desigualdad es indispensable en muchisimas ramas de las matemaéticas!

Y en realidad esta desigualdad, cuando 1 < p < +00 es equivalente a las desigualdades de Sobolev siguientes:

a _ 1 1

Teorema 3 (Desigualdades de Sobolev) Sea (—A)zf € LP(R") con 1 < p < 400 y sea o > 0. Si
n = p — g entonces se tiene la desigualdad

Ifllze < ClI(=A)% flLs

Aqui hemos definido el operador (—A)% utilizando la transformada de Fourier por medio de la expresion

—
o~

(—A)2 f(£)) = cl¢|* (&)

y el espacio de Sobolev homogéneo WP (R™) de regularidad fraccionaria esté caracterizado por la cantidad

1F liraw = I1(=2)% fl12o



