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Leccién n°3: Analisis en grupos de Lie estratificados UCE, otofio 2014

El objetivo de esta leccién es mostrar que es posible considerar problemas de anélisis armdnico sobre estructuras
diferentes: el espacio eculideo R™ posee propiedades demasiado particulares y a veces es necesario estudiar lo que
sucede en otro tipo de situaciones. Consideraremos aqui el caso de los grupos de Lie estratificados (y méas en
particular el grupo de Heisenberg) que son una generalizaciéon de R".

1. Un cambio de operacién y algunas consecuencias

Hasta ahora hemos trabajado sobre el espacio R™ dotado de su estructura de espacio medido natural. Veamos
un poco mas de cerca su estructura interna.

= R" es un grupo para la suma de vectores definida por
z+y= (21, 2n) + W Yn) = @1+ Yny T+ Yn)
el elemento neutro es el origen (0,0,0) y el elemento inverso es —z = (—z1, —x2, —23).

= si A > 0 es un real podemos definir la dilatacion de un vector x € R™ por la expresién

Wz = (Axy, -+, Azy)

= Vemos sin problema que se tiene, para todo A > 0 la férmula
0alall = (A, -+, Aaa)] = Ala]
en donde |z| = (23 + - +22)1/2,
= tenemos ademads, para x,y € R™:

iz +yl= @1 +y1), s Man + yn)) = r[x] + A[Y]

= si definimos ahora la dilatacion de una funcién f : R™ — R por
(@) = f(Ox[x])
tenemos la férmula siguiente para toda funcién f € LP(R™) con 1 < p < +o0:
[fallze = A" 7 [ f]l e

decimos entonces que los espacios de Lebesgue son homogéneos de grado %.

» si calculamos la medida de la bola B(0,\) = {x € R™ : |z| < A} se tiene
[B(0, A)] = A"|B(0, 1)
Esto nos dice que el espacio R™ es homogéneo de grado n.

Qué sucede si cambiamos un poco la estructura de grupo?



Definicién 1 Consideremos por ejemplo la operacion siguiente en R3:

1
z -y = (w1, 22,23) - (y1,92,y3) = (21 + Y1, 22 + Y2, T3 + y3 + 5[3313/2 — z9y1])

Definimos el grupo de Heisenberg como H = (R3,-).

Esta operacion no es comutativa pues en general se tiene x -y # y - x.
Vamos a ver cémo este cambio de estructura modifica profundamente el medio ambiente de trabajo.

= Desde el punto de vista de la teoria de la medida, el grupo H es un grupo localmente compacto que posee
una tnica medida agradable (la medida de Haar) que en este caso coincide con la medida de Lebesgue en R3.

= Para definir una estructura de dilatacién con propiedades interesantes sobre el grupo H escribimos
(5)\[.%'] = (Al’l, )\Q?Q, /\2$3).

— Definimos ahora una norma con la expresién
) 1
4
loll = | (@3 +23)° + 1603
= Con esta definicién de dilatacién tenemos la propiedad
x[z - y] = dx[z] - Oa[y]

» Adems4s tenemos la identidad

1A [z][] = All|

» Sea f € LP(H) con 1 < p < +o0 y consideremos fy(x) = f(dr[z]), vemos que se tiene

_4
[fxllze = A2 fllzw

decimos entonces que los espacios de Lebesgue definidos sobre el grupo de Heisenberg son homogéneos de
4
grado >

— La homogeneidad de los espacios de Lebesgue no es la misma si se trabaja en R? o en H.

» si calculamos la medida de la bola B(0,\) = {x € H: ||z|| < A} se tiene
B0, M) = X B(0,1)]
Esto nos dice que el espacio H es homogéneo de grado 4: la dimensién topolégica (n = 3) es diferente de la

dimensién homogénea (N = 4).

— Es 1iltimo punto es interesante pues muestra una diferencia importante entre la dimensién topoldgica y
la dimensién homogénea.

— Finalmente, como la ley de grupo no es comutativa, el producto de convolucién tampoco lo es: es decir
que no se tiene en general la identidad

fxg=gx*f

para dos funciones f, g : H — R para las cuales estas cantidades estan bien definidas.



2. Una estructura diferencial y un poco de geometria

En R? tenemos tres coordenadas 1,2, x3 v tenemos tres derivadas parciales Oz, Oz,, Oz, En particular, se
tiene para una funcién derivable f : R? — R y para A > 0 la propiedad
8%. [f()\acl, )\{/CQ, )\1‘3)] = )\[(%le]()\xl, )\(L‘Q, )\1‘3) 1= 1, 2, 3.
Cual es el analogo de esta propiedad de estabilidad con respecto a la dilatacién en el grupo de Heisenberg?
Aqui debemos tener mucho cuidado pues debemos por un lado obtener operadores de derivacién con un com-

portamiento similar al de las derivadas parciales 0, pero que respeten la estructura del grupo de Heisenberg
asi como su dilatacion especifica.

Definicion 2 Los campos de vectores que corresponden a la nocion de derivadas en el grupo de Heisenberg
H estdn dados por:

Xl = 8.’21 - 75628%3

2

1
X2 - 8&:2+§x18$3

X3 = Oy

Estos campos de vectores X1, Xo, X3 poseen las buenas propiedades que uno espera de un operador de deriva-
cién cuando se toma en cuenta la estructura del grupo de Heisenberg. En particular tenemos:

» Se tiene la invariancia con respecto a la ley de grupo:

Xilf(z-2)] = [Xufl(x-2),  Xo[f(z-2)] = [Xof](z - 2)
para todo z,z € H.

= Los operadores X7 y X5 son operadores diferenciales homogéneos de grado 1 con respecto a la estructura de
dilatacion:

Xalf(Oa[z])] = AIX1f1(0x[2]),  Xa[f(Oa[a])] = A[Xaf](0r]x])-

= El operador 1" es en cambio un operador diferencial homogéneo de grado 2 con respecto a la estructura de
dilatacién:

T[f(Bxla])] = N[T f1(0x[z]).

= En el caso de los operadores de derivacién usuales 0, se tiene que 0;,0;; = 0,0, para todo 4,5 = 1,2,3.
Esta propiedad de comutatividad no se mantiene cuando consideramos los operadores diferenciales X1, Xo y Ty
tenemos la proposicién siguiente.

Proposicién 1 (Corchete de Lie) Se tienen las relaciones siguientes entre los campos de vectores
X1, X2, X3:
[XlaXQ] :X37 [X17X3] :07 [XQaX3] =0

en donde [A, B] es el corchete de comutacion entre dos operadores A y B definido por

[A, Blf = A(B(f)) = B(A({))

donde f es una funcion que pertenece al dominio de estos operadores.

= Los elementos X1, X9 y T determinan la estructura geométrica del grupo de Heisenberg y forman lo que
se denomina el &lgebra de Lie del grupo de Heisenberg.



— Para evidenciar la diferencia geométrica del grupo de Heisenberg, podemos estudiar la nocién de “cubo
unidad”: en R"™ podemos sin problema definir el conjunto @ = {zr € R" : 0 < z; < 1, i = 1,...,n} y por
traslacién es posible pavimentar el espacio R™. Este cubo unidad posee buenas propiedades geométricas. Cudl
es el equivalente del cubo unidad en el grupo de Heisenberg? Es posible definir un tal cubo, pero el conjunto
resultante es un conjunto que tiene una estructura fractal, lo cual complica significativamente su uso.

3. Analisis en un grupo de Lie?

Es posible hacer andlisis en este tipo de grupos de Lie? Qué dificultades aparecen?

= Vimos que los espacios de Lebesgue pueden definirse sin problema: solo la propiedad de homogeneidad es
diferente.

= De la misma manera es posible definir los espacios de Lorentz sobre este tipo de grupos de Lie.

En realidad también es posible definir espacios de Sobolev y es posible considerar todo tipo de problema de
analisis armonico en el marco de estos grupos de Lie.

Definicion 3 Sea H el grupo de Heisenberg. Definimos el operador Laplaciano por la expresion:

J =— (X7 +X3)

Es importante observar que no hay una manera tnica de definir un operador Laplaciano, por ejemplo
J=—(Xi+X34T) Jo=-(X{+X3+T1?)
son dos tipos distintos de operador Laplaciano con propiedades muy particulares.

= El operador Laplaciano J es un operador homogéneo de grado 2 con respecto a la estructura de dilatacion.

= El operador Laplaciano [J; también es un operador homogéneo de grado 2 con respecto a la estructura de
dilatacién.

— El operador Laplaciano J> no es un operador homogéneo de grado 2 con respecto a la estructura de
dilatacion.

Una vez que fijamos el operador Laplaciano, es posible hacer muchisimas cosas: podemos definir espacios fun-
cionales, considerar ecuaciones en derivadas parciales, etc.

Definicién 4 (Espacios de Sobolev) Sea H el grupo de Heisenberg. El espacio de Sobolev sobre el grupo
de Heisenberg W*P(H) con 1 < p < 400 es el conjunto de funciones f : H — R tales que

If lwes = 1fllee + T2 f o

Tenemos, de la misma forma que en R", las desigualdades de Sobolev:

Definicion 5 Sea H el grupo de Heisenberg. Sea j%f € LP(H) con 1 < p < 400, entonces se tiene

I fllze < CIIT2F| e

1_ s _
cona—4

Sl

y la demostracion es esencialmente la misma que la que dimos en R?, a condicién de usar las buenas herramientas!



