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Leccién n°3: Tres aplicaciones. EPN 2021

1. Ejercicios
Ejercicio 1.1. Encuentre la representacion exacta de 1j; gnq-
Ejercicio 1.2. Sea E C R"™ un conjunto Lebesque medible.

1. Muestre que

lfm [ENB(z,r)] (1 z€FE

r—0t  |B(z,7)] 0 z¢FE
para cast todo punto. Los puntos x € E que cumplen esta propiedad se los conoce como puntos de densidad
de E.

2. Muestre que |E| > 0 si y sélamente si E tiene al menos un punto de Lebesgue.

Ejercicio 1.3. Sea f: R” — R una funcion localmente integrable. Muestre que para casi todo punto x € R™ se
tiene la estimacion puntual

f(@) < Mf(z).

Ejercicio 1.4. Sea f € L} (R"). Recordemos que x € R™ es un punto de Lebesgue para [ si verifica

L o
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para 1 < p < +00. ;Qué sucede con los puntos de Lebesgue cuando p = +o0?
Considere la funcion f(x) = |x|2, y analice la condicion de punto de Lebesque en el punto xg = 0.

Ejercicio 1.5. Sea f : R — R una funcion localmente integrable. Se busca mostrar que:

1 x+h
Jim / F(y)dy = £(2).

Para ello:

1. Verifique que existe una constante C > 0 tal que para todo h > 0 se tiene la mayoracion

o — hya + bl < Cllz,z + b

2. Muestre que

1 x+h

h’m—/ |f(y) — f(z)|dy =0 c.t.p. x € R.
h—0h [,

3. Concluya.

Observacion. Esta versién del Teorema de diferenciacion de Lebesgue estd relacionada con la funcién maximal no
centrada de Hardy-Littlewood.

Ejercicio 1.6. Recordemos que para 0 < a < n el potencial de Riesz para una funcion localmente integrable
f:R™ — R se define mediante la siguiente expresion:

1(f)(@) = C(n,0) /R _J@) g, 2)

n |z —y|nm

Suponiendo que la transformada de Fourier del potencial de Riesz de una funcion estd dada por la expresion

o — o~

Lo(£)(&) = [E]7°f(8), (3)



se busca demostrar la caracterizacion de Riemann-Liouville de este operador. Es decir, mostrar que

+oo
L@ = g [ e D @

donde g es el niucleo de Gauss y I la funcion gamma usual.

1. Suponga (4) y muestre que

i 7 oo )
L6 = g [ e

2. Muestre que se tiene la igualdad (3).
Indicacion: Utilice un cambio de variable adecuado.

Ejercicio 1.7. Sean 7 € R™ y A > 0, la traslacion y dilatacion de f se define como f-(x) = f(zx +7) y
o\(f)(x) = f(Ax) respectivamente. Sea I, el potencial de Riesz definido en (2), muestre que para 1 < p < 400,

L La(fo)llze = [Ha(f)llzr-
2 Talr(FDllr = A7 Ha(f)llar-
Ejercicio 1.8. Sobre R", sea 0 < oo < m.
1. Sea f una funcion constante. Determine I, (f).
2. Sea g(z) = (1+ |z|)~9 | se busca se busca mostrar que para § > 0 se tiene que I,(g)(x) < +oc. Para ello:

a) Considere |x| < 1, y muestre que el potencial de Riesz 1,(g)(x) es finito.
Indicacion: Analice 1,(g)(x) sobre el conjunto {y € R™ : |y| < 1} y su complemento.

b) Considere |z| > 1. Muestre que

/ 1 1 du < C < C
- y < — < o
{vemryi<lal} lyI"= (L4 | —y])"*o (L fa))rrome = (1 + fa))ne

donde C' es una constante que depende de n y .
¢) Bajo la misma consideracion que en b), Muestre que

/ 1 1 du < C < C
- Y= P o’
fuemnys 1) fyemngeyi> 1) e (L o — g0 = TaJiia = Jofr=o

Indicacion: Recuerde que si una funcion h es positiva y D C E, entonces /
D

h(z)dr < / h(z)dz.
E
d) Bajo la misma consideracion que en b), Muestre que

/ 1 1 du < C
— Y= 11—+
fyerniyl> ) nfyernipyislel} [y (T o —y[)PH ™ = Jafr=e

donde C' es una constante que depende de n y .
Indicacion: Utilizando primero la indicacion en c¢) y tomando el cambio de variable z = x — y, analice

la integral sobre los conjuntos {z € R": |z| <1} y{z e R": 1 < |z| < @}

e) Usando los anteriores literales, concluya que se tiene la siguiente mayoracion

c

1, < —.
oz(g)(x) = (1 + ’x‘)n_a
FEsto prueba que para § > 0, se tiene 1,(g)(x) < 400.

3. Considerando la funcion g como en el numeral anterior y § > 0. Utilice la desigualdad demostrada en e)
para indicar qué valores de o hacen que ||I1,(g)| 2 < +o0.



Ejercicio 1.9. Considere la dilatacién normalizada en norma L' del niicleo de Gauss en una dimension definido

como:
1 |2

gt(x) = \/m

d
1. El objetivo de este numeral es probar que e} pertenece al espacio de Hardy H'(R), que por definicion

X
dg1 dgy
() G

stgnifica probar que = ||sup < 400. Para ello sequir los siguientes pasos:
Il t>0 I
. dgy
a) Grafique la funcion T
x
b) Muestre que (g¢ * g1)(z) = g1 ().
Indicacion: Apliqgue un cambio de variable adecuado.
c) Muestre que
dgl> d dgi i1 x _ =2
* — | (z) = —(g¢ * T) = T) = ————"——=¢€ 0D, )
(304 52 ) @) = oo a)e) = L0 NETRET )

d) Si|z| > /6, verifique que se tiene

sup <g * dgl) ()] = 3: e_‘léf—fl) =
t* —— = - = —,
£>0 da >0 | Ay/m(t+1)2 |z
donde C' es una constante.
Indicacion: Analice la primera derivada respecto a t de (5).
e) Si|z| < V6, verifique que se tiene
d L lz=|?
sup (a0 + 921 ) (o) = sup| - 7| — Clale
>0 dx >0 | 4y/m(t+1)2

donde C' es una constante.
Indicacion: Analice la primera derivada respecto a t de (5).

f) Usando la informacion obtenida en los literales anteriores verifique que

My (8)]),

Indicacion: Analice la integral de Mg (%gj) sobre el conjunto {:C eER: |z| > \/6} y su complemento.

1<—i—oo.

2. Por otro lado, se busca mostrar que g1 ¢ H'(R), es decir que | Mg (g1) |1 = +o0o. Para ello se debe realizar
lo siguiente:

a) Si |x| > V2, verifique que se tiene

(00 + (@) it | = ©
sup |(g¢ * g1)(2)| = sup | ———=c ==,
>0 >0 [ /47 (t + 1) ||
donde C' es una constante.
Indicacion: Analice la primera derivada respecto a t de (g¢ * g1)(x).
b) Si|z| < V2, verifique que se tiene
_ e =2
e A+D | =(Ce 1,

sup |(g¢ * g1)(z)| = sup
t>0

>0 [\/4m(t+ 1)

donde C' es una constante.
Indicacion: Analice la primera derivada respecto a t de (g * g1)(x).

c) Muestre que .
M (g1)(x)dx = +oo.
V3 E( 1)( )



d) Concluya que ||[Mgy(g1) |1 = +o0.

Esto muestra que H'(R) # L' (R). Mds atin, se puede mostar que el espacio de Hardy H'(R) es un subcon-
junto estricto de L'(R).

Ejercicio 1.10. FEl objetivo de este ejercicio es proponer una demostracion alternativa del Teorema de diferen-
ciacion de Lebesgue usando principalmente las propiedades de las medidas de Raddn (En la resolucion se hard uso
de algunas propiedades y definiciones concernientes a la medida de Radén que se pueden revisar en [1]).

Sea f: R"™ — R una funcion localmente integrable.

1. Para todo conjunto boreliano B C R™, definimos v*(B) = / fi(ac)dx y para todo conjunto A C R™
B

consideramos
vE(A) = inf{v=(B) : A C B,B € Bor(R")}.

Verifique que v y v~ son medidas de Radén.

2. Muestre que v y v~ son absolutamente continuas con respecto a la medida de Lebesgue.

3. Recordando que la derivada de Radon-Nikodyn de una medida de Radon v con respecto a la medida de
Lebesgue se define por
o v(BG)

Ddx( )( ) 0 |B($ T‘)| )

utilizando el Teorema fundamental del cdlculo de medidas de Radon, obtener las identidades

— / Dap(v)(@)dz = / f(x)dz, vy
/Ddx dﬂc—/f

y deducir que se tienen las identificaciones Dg,(vF) = f*, en casi todas partes.

4. Comprobar que se tiene la identidad

1 —
lim ——— |B o) / . E%W(WL(B(%T)) — v (B(z,1))).

r—0

5. De los numerales anteriores, obtener el Teorema de diferenciacion de Lebesgue.

Ejercicio 1.11. Sea f € LY(R, Bor(R), dx,R). Se busca mostrar que

hm—/|f x)|dy = 0. (6)

I>x |I|
donde I es un intervalo cerrado que contiene a x y el limite se toma cuando la longitud del intervalo I tiende a 0.

1. Para cada v € Q, se define la medida boreliana p, como sigue:

- / () — 7Ly sdy
A

para cada A € Bor(R) y donde |a,b[ es un intervalo abierto y acotado en R. Muestre que Dg,(pr)(z) =
|f(x) — 7| casi todo punto en R™.

2. Muestre que
lim sup |I|/|f x)|dy = 0.

I>z
3. Concluya.
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