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Leccion n°3: Tres Aplicaciones. EPN 2021

Introducciéon

Gracias al estudio previo de las Lecciones n°1 y n°2 sobre los operadores maximales de Hardy-Littlewood,
podemos abordar tres aplicaciones de estos operadores. La primera de ellas es demostrar el Teorema de diferen-
ciacién de Lebesgue sobre R” que se presenté como motivacién en la Lecciéon n°l. La segunda es presentar una
demostracién para las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev. Por iltimo, cerraremos esta leccién presen-
tando una caracterizacion para los espacios de Lebesgue con 1 < p < 400 usando las funciones maximales de
Hardy-Littlewood.

1. Teorema de diferenciaciéon de Lebesgue

Teorema 1.1 (de diferenciacién de Lebesgue). Sea f : R™ — R una funcion localmente integrable, entonces se

tiene el limite )

lim ———— dy = f(x
1 B e (0= 1) 1)

para casi todo punto x € R™.

Demostracion.

» Consideremos una funcién f € LY(R", Bor(R"),dr,R). Recordemos que el promedio de una funcién f se lo

puede expresar como

1
m o) fy)dy = (f * ¢r) ().

donde (¢,)y>0 es una dilatacién en norma L! de la forma

1

VT

Or (y) =

1(0,1)(y/r).

Notemos también que la familia (¢, ),~0 es una aproximacién de la identidad y por lo tanto, de [1, Teorema
4.4.3] se sigue

m || f — f* ¢pllr =0

r—0

de donde se deduce (1) de manera que basta verificar que dicho limite sea finito en casi todas partes.

» Definamos la siguiente cantidad para cualquier funcién f € L'(R"™, Bor(R"), dz,R)

Osc(f)(x) = [limsup(f * ¢,)(x) — h,l;n_jélf(f * o) ()|, (2)

r—0

que permite medir las oscilaciones de la familia (f * ¢, )¢ cuando r — 0.

Del segundo punto de [1, Teorema 4.4.3] se sabe que si una funcién f es continua con soporte conteni-
do en un compacto, entonces h’n% f * ¢ = f uniformemente y en este caso Osc(f) = 0.
r—



= Ahora, si f € LY(R", Bor(R"),dz,R), entonces ||M(f)|/z1.« < C||f|lz1, lo que se puede reescribir como
" 2C
o € B - 2M (1)) > a}] < 20 |l
Notando que Osc(f)(x) < 2M(f)(x), se obtiene el control

o € B": Ose(f)(@) > a}] < 22 7|

» De la densidad de las funciones continuas a soporte compacto en L'(R", Bor(R"), dz,R), podemos expresar
a toda funcién f en este espacio como f = g + h donde g es una funcién a soporte compacto y h tal que
su norma en L' es tan pequefia como se desee. En este marco se tiene Osc(f) < Osc(g) + Osc(h) pero
Osc(g) = 0, entonces obtenemos Osc(f) < Osc(h), de donde se deduce que

2C
o € R : Ose(f)(x) > 0| < 2 .
Como la cantidad ||h||;1 es tan pequenia como se desee, se deduce que Osc(f) = 0 casi todas partes, lo que
demustra (1) para f € L'(R"™, Bor(R"), dz,R).

= Para el caso general de una funcién localmente integrable f, basta replicar los argumentos precedentes
considerando f multiplicada por una funcién indicatriz sobre una bola de radio finito y reescribir R™ por
medio de la unién numerable de bolas. |

Este resultado nos da la idea de que podemos recuperar casi todos los valores de una funcién localmente
integrable a partir del limite de promedios sobre bolas, haciendo énfasis en que no se puede recuperar todo valor.
En efecto, consideremos la funcién f : R — R dada por la expresion

ra={1 72 )

-1 z <0,

l6—m—

—Til
Figura 1: Gréfico de la funcién f definida en (3).

y analicemos lo que sucede en 2z = 0. Por un lado se tiene que f(0) = 1, mientras que por otro

Ii L ' dy = Ii L ' d ’ dy | =1 1 =0 0
ti [ty =tim o ([ fdn+ [ wan) = tim o) =02 £(0)

Esto muestra que la igualdad (1) falla cuando x = 0 para f. Esta idea nos permite presentar la siguiente definicién:

Definicién (Representacién exacta de una funcién). Sea f € L], (R™, Bor(R"),dz,R), definimos su representa-
cion exacta fy de la siguiente manera:

1

lim ———— f(y)dy si el limite existe,
f*(l‘) = r—0 |B(‘T7T)’ B(z,r)
0 caso contrario.

La representacién exacta de una funcién nos permite levantar la ambigiiedad que existe al trabajar sobre clases
de funciones donde difieren en un conjunto de medida nula. En efecto, si tomamos f,g € L}, .(R™, Bor(R"), dz,R)

tales que f = g casi todas partes, considerando sus representaciénes exactas se tiene que f, = g, para todo x € R™.

Una consecuencia interesante que el lector puede demostrar y nace a partir del Teorema de diferenciaciéon de
Lebesgue es el control puntual de una funcién por su funcién maximal de Hardy-Littlewood asociada.



Corolario 1.1. Sea f : R — R una funcion localmente integrable. Entonces, para casi todo x € R™ se tiene la
estimacion puntual

f() < M(f)(=).
Adicionalmente, podemos presentar el siguiente resultado:

Corolario 1.2. Sean 1 <p < +oo y f € L} (R™, Bor(R"),dz,R). Se tiene que

%ﬁ%m 5 |/ VW =@y =o (4)

Demostracion.

» Considere (p;)jeny un subconjunto denso y numerable de R. Gracias a que f es localmente p-integrable
entonces | f — p;|P es localmente integrable para cada j € N. Aplicando el Teorema 1.1 a esta funcién vemos

que
P,
rﬁ0|B.7}7"|/$,,, = pil"dy = |f(x) = p;I", (5)

para casi todo punto x € R™ y para cada j € N.

» Denotemos por A C R” al conjunto de medida nula tal que (5) se cumple para cada = € R”\A De esto, se
puede tomar x € R™\ A y € > 0 arbitrarios, ademads sea p; de modo que |f(z) — p;|P < 5. De esto

1

1
fimsup o [ ) = apdy <2 Mimsw o [ 1) < pldy
r—0 €, r | z,r r—0 |B(l’ T)’ B(z,r) !
+ 2P~ im sup / — p;lPdy.
r—0 1' r ’ xr

= Aplicando el Teorema 1.1 en el primer término de la parte derecha de la desigualdad anterior y notando que
el segundo término no depende de la variable de integracién

timswp o [ 1) = f@Pdy <27 (1) = o+ £@) =) <27 (554 57) =

y puesto que

lim / — @) Pdy <timsup [ |5y~ f(a) Py,
r—0 ‘B L, T ‘ (z,r) ‘ r—0 ’B(.%',T’)‘ B(z,r)
junto con la arbitrariedad de € se obtiene el resultado para casi todo x € R". |

Gracias a este corolario podemos empezar a pensar sobre el conjunto de puntos que cumple el limite (4). En
realidad, estos puntos expresan el buen comportamiento de la funcién alrededor sus promedios. Este interés nace
de su utilidad en el analisis de las ecuaciones en derivadas parciales y en teoria de la medida geométrica, entre
otros temas que estan fuera del enfoque de esta leccion.

Definicién (Puntos de Lebesgue). Si f € LI (R™, Bor(R™),dz,R) con 1 < p < +o0, definimos el conjunto de
Lebesgue de f como el conjunto de puntos en donde se tiene el limite (4). A los puntos en este conjunto se les
denomina puntos de Lebesgue.

De esta definicion se tiene directamente que el conjunto de Lebesgue de una funcién localmente integrable es de
medida nula.

2. Desigualdad de Hedberg y espacios de Sobolev

En esta seccion se va a demostrar las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev utilizando propiedades de las
funciones méaximales. Esta forma de proceder hard uso de una desigualdad puntual conocida como la desigualdad
de Hedberg. Antes de enunciar el teorema se presenta algunos conceptos necesarios:



= Sobre R”, sea 0 < a < n un pardmetro real. El potencial de Riesz I, se define de la siguiente manera

flz—y),

R |y["m

Lo(f)(z) = C(n, @)

)

donde f : R®™ — R es una funcién localmente integrable y donde C(n,«) es una constante universal que
depende unicamente de la dimensién n y del parametro a.

= Usando la transformada de Fourier podemos ver a este operador de manera mas sencilla

L()(€) = €17 (&).

Esto nos motiva a escribir, formalmente, la identidad

I.(f) = (-A)

(1)

(f)-

Con estas notaciones podemos demostrar el siguiente teorema:

Teorema 2.1 (Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev). Sea n la dimension del espacio R™ y sea 0 < a < %
un real. Si 1 < p < q < 400 son dos indices reales tales que

; (6)

entonces existe una constante universal C(n, o, p,q) > 0 tal que para toda funcion f € LP(R™, Bor(R™),dz,R) se
tiene la desigualdad

Ha(f)llza < Cn, e, p,q) || fll v (7)

Demostracion.

= Empecemos dando la caracterizaciéon de Riemann-Liouville del potencial de Riesz

1 oo
— a/2-1
a2

donde I' es la funcién gamma usual y g(x) = v 1) o e%, es el nticleo de Gauss. A partir de esta representacién
se tiene

d @< g [ o Flats o [ e s (®)

of ()] < x — x)|dt,
I'(a/2) Jo ' (a/2) Jr '

donde T es un parametro que se determinard posteriormente.

» Recordando que (ver Teorema 4.1 de la Leccién n°2) se tiene la mayoracién
sup (g @) < g1l M) @)
>

y por las desigualdades de Young
gt * f(@)llzee < llgell o L f ]| o

con % + I% = 1, podemos inyectar estas estimaciones en las integrales de (8) para obtener

1
I'(a/2)

1d @ = s [ ol M@+ 1 [ 2l
a = . el 1 T(a/2) Jr Otlirp Lrat.

» Como [|gef[pr =1y [|loell 0 = thg(lfl/p/), entonces

1 +00 . .
|Iaf(x)| <M(f)($)r(a/2)/ tOc/Q 1dt+”f”Lp ( /2)/ ta/Q_lt_f(l_l/p)dt

= CaM(f)(@)T2 + CL|| f|| o T



Tomando T = ( Al ep se obtiene la expresion

2p/n
M(f)(ﬂ?))

L f(@)] < CLM(F) @) £ (9)

Esta estimacion que controla puntualmente el potencial de Riesz de una funcién f por su funciéon maximal
M(f) es conocida como la desigualdad de Hedberg.

» Reconstruyendo la norma L7 en (9) obtenemos

ap

/ Lo @)"de < Cal I3 / M(f) (@)1= )id
R~ Rn

y por (6) se tiene que
/ L f (2)|tdz < Cal FI% / M(f)(@)Pde = Call 15 1M

= Por ultimo, ya que 1 < p < +o0 y por la acotacion en LP de las funciones maximales de Hardy-Littlewood,
se concluye finalmente que

ap qp( +%)
1o fl%e < CallFITS NI, = Call fllpn® ™

|
Cabe recalcar que esta es una demostracion de las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev considerada
desde el punto de vista del analsis armdnico, utilizando herramientas como las acotaciones de las funciones maxi-

males y las representaciones de Riemann-Liouville. Existen otras maneras de demostrar este teorema usando los
espacios de Lorentz y la convolucién por ejemplo, pero ese no es el enfoque de esta leccién.

3. Caracterizacion de los espacios de Lebesgue LP con 1 < p < +o0

Finalmente se busca caracterizar a los espacios de Lebesgue LP para 1 < p < 4+o00. Los calculos que vamos a
mostrar son relativamente simples, sin embargo para el caso 0 < p < 1 ha sido fuente de desarrollos muy profundos.

Teorema 3.1. Sea f : R" — R una funcion y M(f) la funcion mazimal de Hardy-Littlewood. Entonces para
todo 1 < p <+ se tiene la equivalencia de normas

ML = [|.fllze-

En otras palabras el espacio de funciones medibles tal que su funcién maximal de Hardy-Littlewood sea p-integrable
para 1 < p < 400 no es méas que el espacio de Lebesgue LP usual.

Demostracion.
= En la Leccién n°2 se obtuvo que

M <0 (25 1l

para 1 < p < +00, y en la Leccién n°1 que

MOz < N1 fllzee-

Por lo tanto basta concentrarse en las estimaciones reciprocas.

» Ahora, suponiendo que M(f) € LP(R"™, Bor(R™),dx,R), por el Corolario 1.1 se tiene la estimacién puntual

f(x) < M(f)(x)

casi todo punto x € R™.



» Para p = +00, de la desigualdad anterior se tiene directamente que

[fllzee = supess|f(z)| < supess [IM(f)(x)] = [M(f)llzo-
TCRn TCRn
s Para 1 < p < +00 de la misma desigualdad vamos a tener que

11, = [ 1f@Pds < [ M) @Pds = 1M

lo que concluye la demostracion. |

El caso p = 1 se tiene la estimacién || f|[1 < ||[M(f)||1 trivialmente pues en este contexto se tiene siempre
que |[M(f)||;r = +oo si f # 0 (Recordar los problemas de acotacién en L' de la Leccién n°1), lo que nos dice
que la funcién maximal de Hardy-Littlewood no es un buen operador para caracterizar al espacio L.

Este problema se lo puede atacar desde otro punto de vista, usando funciones maximales mas flexibles, en par-
ticular de la forma estudiada en la Leccién n°2. Para fijar ideas, si consideramos la funcién maximal Mgy(f)(x)
definida como

Mg (f)(x) = sup |(f * g:) (z)],

t>0

donde g es el nicleo de Gauss, se vié que Mgy(f)(z) < M(f)(z) y por tanto se tienen propiedades de acotacién
muy similares. Con esto nos podemos plantear la siguiente pregunta:

Si Mg(f) € LY(R", Bor(R"),dz,R), ;A qué espacio funcional debe pertenecer la funcién f?

Contrario al caso de la funcién maximal de Hardy-Littlewood M(f), la respuesta a esta pregunta no se limita
solo a la funcién nula y tampoco se obtienen los espacios L' 6 L, sino un espacio completamente diferente
llamado el espacio de Hardy ' definido a continuacién.

Definicién (Espacio de Hardy H!). Se define al espacio de Hardy H' como el conjunto de funciones f : R® — R
tales que la funcién mazimal Mgy(f) pertenece al espacio de Lebesque L*(R™, Bor(R™), dz,R). Esto es

H = {f € Lioe(®™) : || fllar = IMg(f)llzr < +00} .

Los espacios de Hardy son la puerta de entrada del andlisis armdnico que ha sido desarrollado en los anos
1960-1990 y constituyen un marco natural para estudiar problemas de analisis funcional y de anélisis de las
ecuaciones en derivadas parciales. Su utilidad se hace més evidente cuando resultados que no se cumplen en L'
suelen tener versiones correctas en los espacios de Hardy #H!, por lo que se convierten en substitutos indispensables.

Notese que gracias al estudio de esta seccién, si definimos a los espacios de Hardy HP con 1 < p < +o00 por
medio de la condicién || f|lyr = [|[Mg(f)|lLr < 400 lo que obtenemos son los espacios de Lebesgue LP, pero al
considerar 0 < p < 1 entonces se obtienen espacios muy diferentes que, al igual que el espacio H', poseen muchas
propiedades interesantes que hacen de ellos herramientas fundamentales en el estudio de andlisis arménico mo-
derno.

Presentar estos espacios de manera mas profunda requiere de mucho material preliminar que no se lo puede
hacer en esta leccién.
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