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Leccién n°4: Introduccién a los pesos A,. EPN 2021

Introducciéon

Consideremos una funciéon medible f : R — R, observemos que no es lo mismo estudiar bajo qué condiciones
se tiene

/ (@) Pyt < +oo,
R

donde p es una medida boreliana cualquiera, que estudiar cuando se tiene
1
[ I@pPlaltds < +x,
R

donde la medida considerada es la de Lebesgue dx precedida de un peso |z| 3. Por ejemplo, consideremos la funcién

1
flx) = \}Z?H%IQ definida sobre R y estudiemos la finitud de estas integrales. Primero, se puede ver que esta funcién

no pertenece a L?(R,R, Bor(R),dxr) pues, si aprovechamos la paridad de la funcién y haciendo un cambio de
variable, podemos calcular la integral facilmente

2d +oo 1 d +oo 1 d 1 1d -‘roold
z)|"dr =2 ——dr =2 ———dr = — —du = —du = +o0.
[irwpar=z [ =2 [ 1+ ) [oam=]

Pero por otro lado, si pertenece al espacio L(R, R, Bor(R), \x]%dx) En efecto, haciendo manipulaciones similares
se puede calcular sin mayor problema que

9 1 +oo 1 teo
/f(:v)] |ac]2d:n:2/ 1dac:él/ 4du:\/§7r<+oo.
R 0o zz2(1+2?) o 1tu

Esta forma de proceder, es decir reemplazar dx por |:c\%d:r, es muy usual en la practica e interviene en muchisimas
aplicaciones y nos llevara a definir espacios funcionales de Lebesgue y Lorentz donde interviene una medida con
peso. El objetivo principal de esta leccién es proporcionar condiciones bajo las cuales las funciones maximales son
continuas en los espacios funcionales de Lebesgue y de Lorentz con peso.

1. Notaciones y definiciones generales

Para lograr el objetivo de esta leccién serd necesario fijar notaciones y definiciones de los objetos que estaremos
utilizando.

Definicién (Peso, Medida con Peso).
1) Un peso w es una funcion localmente integrable definida sobre R™ a wvalores en |0, +o00[ en casi todo punto.

2) Una medida con peso, es una medida de la forma w(z)dz, donde dx es la medida de Lebesgue y la funcion
w: R" —]0, 00| es un peso.

Observacién. Puesto que los pesos son funciones que se igualan a 0 o infinito sobre conjuntos de medida nula, si
ademas % es localmente integrable, entonces % es también un peso.

Notacién: Si w es un peso, para todo conjunto medible A C R™ escribiremos



para designar la medida w del conjunto A y puesto que los pesos son funciones localmente integrables se tiene que
w(A) < +oo siempre que A esté contenido en un conjunto compacto.

Definamos ahora los espacios de Lebesgue con peso.

Definicién (Espacios de Lebesgue con peso). Sea w : R" —]0, +o0[ un peso. Para 1 < p < 400 definimos los
espacios de Lebesgue con peso w, denotado por LP(w)(R™,R), como el conjunto de funciones medibles f : R — R
tales que

/ |f (z)Pw(z)dx < +o0.
En el caso cuando p = +o0 se define L (w)(R™,R) = L>*(R",R).

A estos espacios se les puede dotar de la norma

s = ([ rf<x>|pw<x>dx)’l’ . )

la cual en efecto es una norma pues basta tomar du(z) = w(x)dz y aplicar la teoria desarrollada de los espacios
de Lebesgue.

También es posible considerar la funcién de distribucidon para caracterizar estos espacios de Lebesgue con pe-
SOS.

Proposicion 1.1. Sea 1 < p < +00. Entonces puede escribirse como

“+oo
1120y =P /O o 'w({z e R : |f(@)] > a}) da. (3)

Idea de la demostracién.
Notando que se puede escribir lo siguiente

“+o00

+o0
p/O o'l ({z €R" If(w)\>a})da=p/

ozpl/ Ly fsayw()dzda,
0 R™

y por el Teorema de Fubini en la expresion de la derecha, se tiene que

+00 +o0
p [Tt [ dgpas@isia=p [ [ g o w@de = [ 5@ P,
0 Rn Rn Jo n
obteniendo asi el resultado. [ |

La expresién nos induce a estudiar los espacios de Lorentz con peso de manera similar a como se hizo en
la Leccién n°2, de forma que se tiene la siguiente definicién.

Definicién (Espacios de Lorentz con peso). Sea w : R" —]0, 400 un peso. Para 1 < p < +o0, definimos los
espacios de Lorentz con peso w, denotados por LP*°(w)(R™, R), como el conjunto de funciones medibles f : R" —
R tales que

1
p,oo () = S > Py,
11| Lo (@) o}i% {ozw({|f| a}) }
Si p = +oo definimos L (w)(R",R) = L>®(R™, R).

De manera similar a los espacios de Lorentz usuales estudiados en la Leccién n°2, la cantidad [ - [|zp.ec(.) €n
realidad no es una norma.

Como ya se pudo observar con ciertas propiedades de los espacios de Lebesgue y Lorentz, la mayoria de pro-
piedades de estos espacios se mantienen pues estructuralmente solo se estd considerando una medida un poco
particular. Sin embargo, la situacion cambia cuando estudiamos problemas de acotacién del operador funcién
maximal con respecto a medidas arbitrarias. Nos limitaremos a estudiar bajo qué condiciones de los pesos w, las
funciones maximales son acotadas en los espacios de Lebesgue y Lorentz. Es decir, queremos saber cuiando se
tienen las siguientes estimaciones:

IM()ler@w) S Cllfllrw)y v M) zeow) < Clfllreew),



para un cierto peso w y para toda funcién medible f que pertenece a un espacio de Lebesgue LP(w) o un espacio
de Lorentz LP*°(w) con 1 < p < +o0.

Antes de definir los pesos A, y presentar resultados importantes relacionados con ellos, vamos a deducir a
priori algunas propiedades que un cierto peso w debe verificar si se desea tener una estimacion del tipo

A M(f)(@)Pw(z)dz < C A |f(@)[Pw(z)dz, (4)
para toda funcién f € LP(w)(R™,R), que por simplicidad consideraremos tinicamente 1 < p < +oo0.
Ahora, tomemos pesos w que verifican y tales que w™! es una funcién localmente integrable. Sea entonces

1p, donde f € LP(w)(R™*,R) con 1 < p < +00y B = B(xg,r) es una bola abierta con zg € R" y r > 0. De esta
y y
manera, si Suponemos para esta funcion f1p tendriamos por un lado que

M (f15) (@)Pw(z)dz < C / 1 (@) Poz)dz,
Rn B

pero por otro lado, de la definicién de funcién maximal tenemos

B

1
prom(f) = 7 /B F(w)Lpdy < M (f15) (2).

Elevando esta desigualdad a la potencia p e integrando sobre la bola B con respecto a la medida con peso w(x)dz
obtenemos, juntando las dos estimaciones anteriores:

/B <Prgm(f)>pw(w)da:§ /B M (f1p) (x)fw(x)ds < C /B | f (@) |Peol)da.

Puesto que el promedio de la funcién f sobre la bola B es constante sobre esta misma bola, puede salir de la
integral, que con la notacién se puede escribir como

o (i1 /. f(y)dy>p§0 [ @tz (5)

Dado que la desiguadad anterior debe ser valida para toda bola B y toda funcién f € LP(w)(R™, R) tal que la
1

_1 _p_ 1
cantidad de la derecha sea finita, y notando que si f = w P=T entonces |f|Pw = w P~Tw = w »-1 = f, podemos
escoger la funcion f de esta forma obteniendo la desigualdad

1 _ 1 P _ 1
w(B) </ w(y) Plldy> < C’/ w(x) P Tde < +00,
|B| Jp B
donde se tiene que la integral de la derecha es finita ya que w™! es localmente integrable.

1
Ahora si suponemos que el peso w verifica i%f w(x) > 0 (es decir que nunca se anula), la cantidad / w(x) P71 es
B
positiva y finita pues 1 < p < +00, lo que nos conduce a escribir

<|;‘/Bw(x)dx> <|;/Bw(x)z711dx>pl <

y puesto que esta estimacién es uniforme sobre el tipo de bolas que se considera, podemos tomar el supremo,
obteniendo la siguiente expreson:

sup (“;' /B w(:c)dx) <|;| /B w(;,;)—pildx>p_1 <c (6)

es decir



1
En el caso cuando w verifica inf w(x) = 0 para ciertas bolas B, entonces podemos reemplazar la funcién f = w™ 7—1
B

1
por la funcién f = (w+¢€) »=1 con € > 0 y entonces la desigualdad toma la siguiente forma

5 (i /. f(y)dy>p<0 [ 1@tz
w(B) (,;/( () + ) 7 1dy> <0/ fi))dx

ahora si reemplazamos el peso w por w + ¢, de la anterior desigualdad se obtiene sin problema la mayoracién

W(B)(wl'/( () +2) 7 1dy> <c/ _g;iildx,

es decir que podemos escribir
— | w(x)dx ) | = w(z)+e) rldx < C.
1Bl JB 1Bl JB

Notemos ahora que la sucesién de funciones (w + 8)7ﬁ es creciente cuando € — 0, entonces por el Teorema
de convergencia mondtona de Beppo Levi se obtiene la misma expresion @ Es decir, hemos verificado que todo
peso que cumple la desigualdad y tal que w™! es localmente integrable debe satisfacer la condicién @ que
acabamos de obtener y esto merece la definicién a continuacién:

Definicién (Peso de tipo Ap). Sea 1 < p < +00. Diremos que un peso w : R —]0,400[ es de tipo Ap, o que
pertenece a la clase de Muckenhoupt Ay, si w™l es localmente integrable y si verifica la condicion

ela, =swp (1 [ o) (o [ w(x)‘filda:)p_l<+oo. 7)

A la cantidad [w]a, se le denomina la constante caracteristica del peso w.

Para el caso p = 1 se los define de la siguiente manera.

Definicién (Peso de tipo A;). Direos que un peso w : R —]0, +o00[ es de tipo A1 siw™! es localmente integrable
y st la constante caracteristica verifica

oy =sup (1 [ (oo o < 4o, ®)

Ejemplo 1.1. Consideremos la funcién w(x) = 1 para todo = € R™ como un ejemplo inicial de un peso. En efecto,
es una funcién positiva y localmente integrable, donde ademés w(z)~! = 1 para todo 2 € R™ y por tanto también
localmente integrable. Mostremos ahora que su constante caracteristica es finita. Para ello notemos por un lado

(\;/B“@)“) (@L”(x)_pildx)p_l <|]§|/ d””) <|f13/ dg”)p_l:l’

para 1 < p < 400 y para toda bola B. Del mismo modo se tiene la siguiente igualdad

<|;|/Bw(9«“)d$> lw™ | oo () = (; / dx) 1l ey = 1,

para toda bola B. Tomando el supremo sobre las bolas en estas tltimas igualdades muestra que [1]4, = 1 para
todo 1 < p < +o0. En particular, se puede ver que LP(1)(R",R) = LP(R",R) para todo 1 < p < +o0.

que



Estas nociones de pesos que pertenecen a las clases A, estdn, por construccién, intimamente relacionadas con
la acotacién de las funciones maximales en los espacios de Lebesgue con peso correspondientes y veremos que
en realidad existe una equivalencia entre la continuidad de las funciones maximales de Hardy-Littlewood en los
espacios de Lebesgue LP(w), 1 < p < +o0o y el hecho de que el peso w pertenezca a la clase A,,.

2. Propiedades de los pesos A,

Habiendo definido ya las familias de pesos A, para 1 < p < +o00, presentemos ahora algunos resultados que
seran relevantes en el desarrollo de la leccién. Es importante indicar que existe mucha teoria sobre estas familias
de pesos, por lo tanto solo se hace una pequena introduccién sobre este tema.

Propiedades

La demostracién de algunas propiedades que se presentan a continuacién son relativamente faciles, por lo que
se les deja como ejercicio para el lector.

A) Estabilidad respecto a ciertas operaciones
Sean 1 < p < +00 y w:R"™ — R un peso que pertenece a A,. Entonces,

1) Para todo A > 0, entonces se tiene que [0x(w)]a
como Iy (w)(z) = w(Ax).

= |w onde w) es la dilatacion de w definida
, = [w]a,, donde 0 (w) es la dilatacién de w definid

2) Si y € R™, entonces se tiene que [1,(w)]a
Ty(w)(2) = w(z +y).
3) Para todo A > 0, se tiene [Aw]a, = [w]a

, = |w]a,, donde 7,(w) es la traslacién de w definida como

b
B) Dualidad
1

1
Sea 1 < p < 400. Si w € Ay, entonces el peso w -1 € A,y donde % + 5= 1 y ademas se tiene la identidad

W Tla, = W (9)
En particular, de este resultado obtenemos que w € As si y solamente si w™! € A,.

C) Monotonia respecto a p
Sean 1 < p < ¢ < 400 dos indices. Entonces se tiene la inclusion A, C Ay, es decir

Idea de la demostracion.

e Primero supongamos 1 < p < ¢ < 4o00. Notemos que por definicién de la constante caracteristica [w]4,,

1 q-1
esta conformada por dos términos de los cuales basta estudiar <|é| / w(:c)_q—ldx> ya que este
B
depende del indice de la clase A,. Definamos a = % >1l,yvaquel <p<g<+oo,yb= % de modo
que é + % = 1. Entonces aplicando la desigualdad de Holder se obtiene la mayoracién

- .\ N
(i< (o) ()
p—1 q—l
< ((/Bw(x)plldx)ql ’B‘g"{1>

< <|;/Bw(m)—zi1dm)p_l.

1
Multiplicando ambos lados de la desigualdad por @ / w(x)dx y tomando el supremo sobre las bolas
B

obtenemos

e ) i ) s o) i )

y recordando la definicién de [w], se deduce el resultado.



e Parael casop =1y 1 < g < +o0 se procede de manera analoga y se lo deja como ejercicio para el
lector.

|
Esto nos indica que los pesos de las clases A, son crecientes respecto al indice p (Es decir que se tiene
A, C Ay cuando 1 < p < ¢ < +00).

Producto entre dos pesos

1) Siw:R™ —]0,+o00[ un peso de tipo A, con 1 < p < 400 y si 0 < o < 1, entonces w* € A,.
2) Si wg,wi : R™ —]0,+00[ son dos pesos de tipo A, con 1 < p < 400y si 0 < a < 1, entonces
wg‘wifa €A,

Idea de la demostracién.
Para ambos puntos, los casos en que a = 0 y a = 1 son directos. En efecto, si &« = 1, se tiene que w® = w
el cual pertenece a A, por hipdtesis, lo que muestra el primer punto, y para el segundo punto se tiene que

wiwi™® = whw) = wy el cual también pertenece a A, por hipétesis.

0

Si a = 0, entonces para el primer punto se tiene que w® = w” = 1 que por el Ejemplo 1.1 se tiene que
11—« 0,,1

w € Ap, mientras que para el segundo punto se tiene que wiw; ¥ = wyw; = wi que pertenece a A, por
hipétesis. Asi, podemos suponer 0 < o < 1 sin problema para el resto de la demostracion.

1) Notemos que para toda bola B, aplicando la desigualdad de Hélder, se tienen las estimaciones

‘;’/Bw(x)o‘dxﬁ (,;‘/Bw(w)dxf y
‘;/Bw(x)_pfldxg <|;|/Bw(:v)_pi1d:v) |

Asi, gracias a estas estimaciones obtenemos al estudiar la constante caracteristica la relacién

i o) ()

) o)
<sup| — | w(z)dzx — [ w(x) »ldzx < [w]% < 4oo,
B \|B| /B |B| /B Ap

lo que muestra el resultado.

2) Aplicando nuevamente la desigualdad de Holder tenemos las siguientes estimaciones para toda bola B

1 _ o _l-a 1 _ 1 @ 1 _ 1 1=a
|B|/wo(a:) P=Twi (z) ;fldxg <|B’/wo(x) plldgc) <|B|/w1(aj) p11da:> ,
B B B
11—«

que si procedemos como en el punto anterior, al estudiar la constante caracteristica del peso wfw;
se obtiene

[al—a

wiw1 ™4, < lwold, 1]l * < 4o,

P
lo que muestra el segundo punto.

Existe una propiedad reciproca al segundo punto anterior: si w es un peso de tipo A4, con 1 < p < +o0,
entonces w se puede factorizar como el producto de dos pesos wg v w1 que pertenecen a Aj.

Control sobre promedios
Sobre el espacio medible (R™, Bor(R™)), si un peso w pertenece a la clase de pesos A, con 1 < p < 400,
entonces se tiene la desigualdad

prom(f)? < w4,

om(f) < /B 17 () (), (11)

para toda bola B y para toda funcién f : R™ — R positiva y localmente integrable.

Esta propiedad es sumamente 1til pues permite controlar el promedio usual de funciones (respecto a la
medida de Lebesgue) por medio de cantidades que hacen intervenir integrales con respecto a un peso.



2.1. Ejemplos concretos

Después de haber estudiado algunas de las propiedades de las familias de pesos A,, es natural presentar
ejemplos concretos de funciones peso que pertenecen a estas clases, ya que esto nos da una idea de que objetos
estamos manipulando. Antes de esto, es necesario introducir una nocién adicional.

Definicién (Medida duplicante). Consideremos el espacio medible (R™, Bor(R™)). Una medida o-finita p definida
sobre la o-dlgebra Bor(R™) es una medida duplicante, si existe una constante C' > 0 tal que se cumpla la condicion

n(2B) < Cu(B), (12)
para toda bola B.

Con esta definicién es claro que la medida de Lebesgue usual es duplicante pues se tiene la identidad |2B| =
2"|B| para toda bola, de donde se deduce para esta medida que C' = 2". Presentemos otro ejemplo de medida
duplicante que serd de utilidad para estudiar los pesos en las clases A,,.

Proposicién 2.1. Sobre el espacio medible (R™, Bor(R™)) las medidas |x|?dx son medidas duplicantes si o > —n.
Demostracion.

» Sea g € R™ y r > 0, consideremos las bolas B(zg,r) y distingamos dos tipos de bolas en funcién de si
contienen o no el origen. Més precisamente, se dividen en dos tipos:

- Las bolas de tipo I, que son las bolas tales que |zg| > 3r (no contienen el origen).

- Las bolas de tipo I, que son las bolas tales que |zo| < 3r (contienen el origen).

» Para las bolas del tipo I y para o > 0, se tiene la estimacién |z|7 < (|zo| 4+ 2r)7?, para todo x € B, lo que
nos permite escribir

/ 2|7dz < (|z0] + 27~)0'/ dz = (|o] + 20)7| B(wo, 20| = (lo] + 2r)7vn (20"
B(xo,2r) B(xo,2r)

Asi mismo, se tiene la desigualdad |xzg| — 2r < |z|, para todo & € B, pero si consideramos —n < o < 0
entonces |z|7 < (|xg] — 2r)?, y por tanto se puede escribir

/ 2[7dz < vn(20)" (o] — 2r)°.
B(zo,2r)

En resumen se encontré la mayoracién

/ 2|7 dz < vy, (2r)" { (|lzo| +2r)7 sio >0,
B(wo,2r) - (lzo| — 2r)7 sio <0.

Razonando de manera andloga a lo anterior se deduce facilmente la desigualdad

/ |2|7dz > vy (r)" { (Jzo| — )7 sia >0,
Beor) U (lwl )7 sio<o.

» Finalmente, puesto que |zg| > 3r, se tiene |zo| + 2r < 4(|wo| — 7) y |2o| — 2r > 3 (|zo| + 7), lo que permite
escribir

/ |z|7dz < v, (2r)" { (lzo| +27)° sio >0,
B(xo,2r) B (’[BO‘ _ 27.)0' sio< 07

alol(|zo| = )7 sio >0
< 7L27’L - Y
= Ul { lel(|zg| +7)7 sio <O.

< 2n4lol / |z|7 dx,
B(zo,r)

de donde se deduce la desigualdad para las bolas de tipo I con C' = 274lol,



» Para las bolas de tipo II, notamos por la condicién —n < o las integrales sobre este tipo de bolas son
convergentes y entonces, por un lado se tiene

/ |z|7dx < / |z|7dx = Cr™te.
B(zo,2r) {|z|<5r}

Mientras que por otro lado, dado que las funciones |z|? son radialmente crecientes si o > 0 y radialmente
decrecientes si —n < o < 0, se tiene

/ |x|7dx > / |z|7dx = C'r""7  sio >0,
B(zo,r) B(0,r)

y si —n < ¢ < 0, notamos que se tiene la minoracion

/ |z|” dx 2/ |z|7 dx,
B(zo,r) B(Sr‘z—o 7“)

lzgl”

y sobre la bola B (37"@—8', r) se tiene 2r < |z| < 4r, que al insertar esta desigualdad en la integral anterior
obtenemos
/ |z|dx > C"r" T,
B(zo,r)
» Tenemos entonces por un lado que / |z|7dz < Cr™"7 y por otro lado que C"'r"+o < / |x|7 dz,
B(zo,2r) B(zo,r)

lo que nos permite concluir

/ |x|7dx < C'/ |z|” dx
B(zo,2r) B(zo,r)

para las bolas del tipo I1. Mostrando asi que la medida |z|”dx es una medida duplicante.

|
Esta nocién de medida duplicante tiene su importancia al desarrollar una teoria general (es decir més alld del
marco simple del espacio euclideo dotado de la medida de Lebesgue) que estudia las propiedades de acotacién de
las funciones maximales en los espacios de Lebesgue y de Lorentz y, dado que ahora vamos a reemplazar la medi-
da de Lebesgue usual por medidas que consideran funciones peso, era por lo tanto necesario presentar este concepto.

Como acabamos de ver, las medidas |z|”dx con o > —n son medidas duplicantes. Veamos ahora bajo qué condi-
ciones adicionales los pesos || pertenecen a las clases A,.

Proposicién 2.2. Sobre el espacio medible (R™, Bor(R™)), los pesos de la forma |z|” pertenecen a las clases Ay
con 1 < p < 400 si se tiene la condicion
—n <o <n(p-—1).

Idea de la demostracion.

» Por definicién de las clases A, se busca verificar que se tiene

1 1 o p-1
|z]7] 4, = su </ x“dm) (/ x_Pldx> < Ho00. 13)
s, = s (57 [ lel7de) (7 [ 1 (

» Usando nuevamente la divisién de las bolas en los dos tipos considerados en la demostracion de la Proposicion
para las bolas del tipo I todas las integrales dentro de son finitas y la constante caracteristica [|z|] 4,
es equivalente a .

[0l (o 7T )P = 1.

» Ahora, sobre las bolas de tipo I, se tiene que B(zg,r) C B(0,5r). Si suponemos que la medida |z|7dx es
duplicante entonces las integrales de la funcién |z|” sobre estas bolas son equivalentes y por lo tanto en el



estudio de la cantidad podemos reemplazar sin pérdida de generalidad las bolas B(zg, ) por las bolas
B(0,57), es decir debemos considerar la cantidad

1 1 ot
_— z|%dx / x| P Tde 14
(Un(57“)" /B(O,5r)| | > (Un(57”)” B(0,5r)| | ) (14)
C 5r N ) C 5r p—1
([ ) (e 4
(vn<5r>n/o g ”) <vn<5r>"/o P ”)

donde la tltima integral es convergente siempre que o < n(p — 1), de donde se tiene que

» Esto muestra que bajo las condiciones —n < o < n(p — 1), la cantidad es independiente del radio de las
bolas, es decir que sobre todas las bolas de tipo I esta cantidad es finita, lo que termina la verificaciéon de
esta proposicién.

|
Se hace énfasis en que si 0 > n(p — 1), la medida |z|?dx es una medida duplicante pero no pertenece a la clase
Ap. Sin embargo, si es que se sabe que w € Ay, se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 2.3. Sobre el espacio medible (R™, Bor(R")), siw € Ap con 1 < p < 400, entonces la medida w(zx)dx
es una medida duplicante.

Idea de la demostracion.

= Aplicando la desigualdad de Holder en la tltima integral de

1 1 1 _1
!231/23 1p(z)dz = QB’/QB(an)(m)w b (2)da,

nos da la desigualdad

7 ko) o)l o)
2 (7 1dfﬂ>

» Multiplicando y dividiendo la parte derecha de la desigualdad por w(2B) nos da que

v < o (L, ) (i d““’)

y como w € A,, podemos escribir w(2B) < 2™w(B)[w]4,, 1o que muestra que w(z)dr es una medida
duplicante.

IN

IN

3. Teorema de equivalencia

Habiendo visto propiedades iniciales y ejemplos para tener una idea de lo que son los pesos en las familias Ay,
estamos en capacidad de enunciar el teorema ma&s importante de esta leccion.

Hemos visto que si se tiene la acotacién de la funcién maximal en los espacios de Lebesgue LP(w)(R™,R), en-
tonces el peso w debe pertenecer a la clase A,. Lo interesante es que se tiene la propiedad reciproca: si el peso
pertenece a la clase A,, entonces se tiene la acotaciéon de las funciones maximales como nos indica el resultado
siguiente.



+00 se tiene

| Mn@Pas < ¢ [ 1f@pad

si y solo si el peso w pertenece a la clase Ay,.

Teorema 3.1 (Muckenhoupt). Sea w : R™ —]0, +00[ un peso. Para toda funcion f € LP(w)(R™,R) con 1 <p <

Asi podemos ver que el hecho de que un peso esté en A, es equivalente a que las funciones maximales de Hardy-
Littlewood M sean acotadas en los espacios de Lebesgue LP(w).

Antes de presentar la demostracion de este teorema, necesitaremos unos resultados adicionales donde intervie-
nen los pesos w de forma sistematica.

Definicién (Funcién maximal asociada a un peso). Sea w un peso que pertenece a la clase A, con 1 < p < +o0.
Definimos la funcion mazimal M, asociada al peso w por la expresion

1
Mol =sup i |
? r>0 W(B(xa T)) B(z,r)
Observacidon. En esta definicién todas las cantidades son medidas con respecto a la medida w(x)dz: al momento
de construir los promedios se considera la cantidad w(B) y se integra la funcién con respecto a la medida con
peso.

|f (@) |w(z)d. (15)

En este marco, cuando las funciones maximales y los espacios funcionales dependen del peso w se tiene el si-
guiente resultado.

Proposicién 3.1. Sea w € A, con 1 < p < +oo. Entonces se tiene la estimacion débil a continuacion:

w({z €R": My(f)(@) > a}) < & [ 1i@lta)da.

(07

Idea de la demostracién.

Como w € Ay con 1 < p < +o00, sabemos por la Proposicién que la medida w(z)dz es una medida duplicante.
De esto, y reemplazando sisteméticamente la medida de Lebesgue usual por la medida w(z)dz, en la demostracién
del Lema de recubrimiento de Vitali y en el primer punto del Teorema 3.1 visto en la Leccién n°2, se obtiene el
resultado. |

Existe una relaciéon entre esta funcién maximal M, y la funcién maximal de Hardy-Littlewood M, en donde
las cantidades consideradas son medidas en forma usual, es decir con respecto a la medida de Lebesgue:

Lema 3.1. Siw € A, con 1 < p < 400, entonces para toda funcion f : R™ — R localmente integrable se tiene
la desigualdad

M()(@)" < [wla, Mo (| FIP)(2).

Idea de la demostracién.
Basta recordar la propiedad de control sobre promedios que nos entrega la desigualdad

P 1 Pu(x)dz
prom (11 < [, 75 [ F@)Pta)da,

de manera que tomando el supremo sobre todas las bolas y usando las definiciones de funciones maximales M y
M., se obtiene sin problema el resultado deseado. |

Usando la Proposicién y el lema anterior podemos deducir algunas propiedades de la funcién maximal M
en los espacios con peso.

Proposicién 3.2. Sean w € A, con 1 <p < +o0o, y f : R" — R una funcion localmente integrable.

1) La funcion mazimal de Hardy-Littlewood M es continua en los espacios de Lebesque L™ (w)(R™ R) y se
tiene la estimacion

M) oo ) < I llzoe (),
para toda funcion f € L™ (w)(R",R).



2) Para todo 1 < p < 400, la funcion mazimal de Hardy-Littlewood M verifica la desigualdad

w{a €R: M(P)@) > ) < 1 [ If@Pulo)s

oP

para todo o > 0. Dicho de otra manera, para todo 1 < p < +00, se tiene a estimacion
M) Lroo )y < Ol e )-

Demostracion.

1) Puesto que L*®(w)(R™,R) = L*°(R™,R), la acotacién de la funcién maximal M es inmediata recordando el
Teorema 3.1 de la Leccién n°2.

2) Como w € Ay con 1 < p < 400, por la Proposicién se tiene la estimacién

C
wl{o € R M()@) > o)) <5 [ (f@)ul)ds,
pero dado que por el Lema se tiene que M(f)(x)? < [w]a, Mu(|f|P)(x), considerando en la expresién

anterior |f|P en vez de f y tomando [WO}‘Z en vez de «, obtenemos la desigualdad buscada
P

(o

oo €R: M(P@) > a)) < 3 [ If@Pu(o)ds
|

El dltimo resultado que necesitamos para mostrar el Teorema |3.1|esta dado por la proposicién a continuacién, que
muestra una desigualdad muy particular de los pesos que pertenecen a la clase A,.

Proposicién 3.3 (Desigualdad de Holder invertida). Siw € A, con 1 < p < 400, entonces existen dos constantes
p>1yC >0, que dependen del peso w, tal que se tiene la desigualdad

(|;| /B wp@)dx); < ‘; /B w(x)de,

La demostracion de este resultado es relativamente técnica y se la omitird pues escapa del marco de esta leccién.

para toda bola B.

Una consecuencia de esta desigualdad de Holder invertida es que las familias de pesos A, verifican una pro-
piedad muy particular, que nos indica que, de aguna manera, el pertenecer a la clase A, satisface una propiedad
de apertura con respecto al pardmetro p.

Corolario 3.1. Sea w : R" —]0,+00[ un peso. Si este peso w pertenece a una clase A, con 1 < p < 400,
entonces existe un 1 < py < p tal que w € Ap,.

Idea de la demostracion.

1
» Como w € Ay con 1 < p < +o00, por la propiedad de dualidad de pesos, el peso 0 = w »-T pertenece a la

clase A,y con L4 L —1y1<p < +oo. Luego, por la desigualdad de Hélder invertida se tiene que

(|;| /B o—p(x)dm>; < |g| /B o(x)dx,

para algin p > 1. Dado que se tiene 1 < p < 400y p > 1, existe un real 1 < py < p tal que se tiene la

indentidad ]% = ]ﬁ, con la cual podemos escribir

<‘;|/Bap(:z:)da:> = <‘;|/Bw—£1(:¢)dz‘>;

po—1

D=

1

_ Q; / w_”ol‘l(x)da:> g,g' WP (@) da
B B



= Elevando la desigualdad anterior a la potencia p — 1 y multiplicando ambos lados de esta estimacién por
/w(m)d:c, obtenemos
B

/Bw(x)d:c <|;|/Bw‘ml—l)ml < C'/Bw(a:)dx <|;|/Bwp11(x)dx>pl.

Por como se define la constante caracteristica de w, tenemos el control siguiente que es valido para toda bola

B
1 1 pO_l
[ wtorte (g [ 7)<,
. 5] /s

lo que muestra que el peso w pertenece a la clase Ap,.

Con estos resultados, estamos listos para mostrar el Teorema (3.1

Demostracién del Teorema [3.1]

» Supongamos que w es un peso que pertenece a la clase A, con 1 < p < +o00. Entonces por el Corolario
sabemos que existe un nimero real 1 < pg < p tal que w € Ap,. Ahora, por el primer punto de la Proposicién
[B.2] se tiene la estimacién

M) oo @) < ClIf Lo (@)

mientras que por el segundo punto de la misma proposicién y como w € Ay, podemos escribir la estimacion
HM(f)HLPOvOO(w) < C||f||Lpo(w).

» Aplicando el Teorema de interpolacién de Marcinkiewicz visto en la Leccién n°2 (en su versién general y no
solo con la medida de Lebesgue usual), se obtiene el siguiente control en donde 1 < py < p < 400:

IM()lr@w) < Cllfll e w)-

Es decir, la funcién maximal de Hardy-Littlewood es continua en los espacios de Lebesgue con peso LP(w)(R™, R)
con 1 < p < 400, como se queria mostrar.

|
Para concluir, es importante indiciar que existen muchisimos resultados, clasicos y recientes, relacionados con
problemas de acotacién de las funciones maximales con respecto a medidas con peso y es por lo tanto imposible
hacer una exposiciéon completa de estos temas en esta pequena introduccién. Indiquemos tinicamente que el punto
més relevante de esta seccion relaciona la acotacion de funciones maximales en espacios con peso con la pertenencia
de estos pesos a las clases A,.
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