AMARUN Comisién de Pedagogia - Esteban Morillo y Carlos Munoz.
www.amarun.org| Andlisis Arménico (Nivel 3).

Leccion n°2: Dos teoremas fundamentales. EPN, UITEY 2021

1. Solucionario

Ejercicio 1.1. Notando que se puede escribir a la funcion de distribucion de f como

df(a) = /Rn]l{|f>a}($)dl‘,

con esto y aplicando el Teorema de Fubini, se obtiene el resultado buscado pues
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Ejercicio 1.2. Sean T € R*, A > 0 y f € LY"*°(R", Bor(R"), dz, R) cualesquiera. Aprovechando la unimodularidad
de R™ se puede ver que

dy, () = /Rn 1y f(ztr)>a} (T)dz = /Rn L ()50} (x)dr = dyf (),

por lo tanto
[frllree = sup{ady, (a)} = sup{adf(a)} = [|f][ 1.
a>0 a>0

Para la dilatacion, basta tomar el cambio de variable y = Az, donde dy = \*dx, por lo tanto

ds, () (@) = / de = A"" / dy = X\""dg(a),
(£ ) [>a} (f @) >a}

oA e = sup {ads, (@)} =A7" sup fady (@)} = A7 Fllzree.

con lo cual

Ejercicio 1.3. Se calcula directamente usando la definicion:
| fllLr.c = sup {ads(c)} = sup {a ‘{x ER™: |z|™" > a}{} (1)
a>0 a>0
Aqui, se puede notar que
(zeR": |z ™ >a}={zeR":|z|<a n}=DB (o,or%) = o 'B(0,1)
y por lo tanto, reemplazando en (1)

[ fllLree = sup {aa ™" [B(0,1)[} = sup{|B(0,1)[} = |B(0,1)| < +oc.
a>0 a>0

Asi, f € LY (R™, Bor(R"), dz,R). |



Ejercicio 1.4. En la Leccion n°1 vimos que
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Sea o > 0, encontremos Eo = {x € R: | (f)(x)| > a}. Empecemos considerando |a,+oo][, por la monotonia de
A (f)|(a,+00) basta con encontrar los valores de x tal que

a < |4(f) (@) =

Podemos ver que

{z €la, +ool: | 4(f)(@)| > a} = } a.

De manera andloga obtenemos que
a—1b
(o €] 0. dls L (D@ > ab = | “ = 4 bal.

y por lo tanto
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:a<( a)—i—a—b):Q(b—a)—a(b—a).
Dado que b > a, podemos ver que el supremo se alcanza a medida que o tiende a 0, por lo que tenemos que

A (f)ll 1,00 = il;po{a |Eal} = 2(b—a).

u
Ejercicio 1.5. Haciendo uso de la desigualdad M(f)(z) < .#(f)(x), para todo a > 0 tenemos que
{z e R": [M(f)(2)| > a} C {z e R": |4 (f)(2)] > a},
y por lo tanto
M) @)zree = sup {al{z € R™: [M(f)(z)] > a}]} < sup{al{z € R": |#(f)(x)] > o3[}
= [l ()1 < Clfll -
u

Ejercicio 1.6. Sea t > 0, cualquiera. Tenemos que para cualquier x € R™
1
[¢e(2)| = -,

w o (7)

1
el = /R e (2)|dw = /]R =

Tomando el cambio de variable u = 7,

)

por lo tanto

o

1 n Wldu = 1161
| @it = [ ol = ol

ol = -



Ejercicio 1.7.

1. De la desigualdad dada en el enunciado tenemos que
[ s@ldr<c [ 1 ja) e
n Rn

Por tanto para probar que ¢ € L' basta analizar/ (1+]z))~ ) dz. Para ello, notemos que (1+ |x|)~("+9)

n

es una funcion radial, por tanto podemos calcular la integral de la siguiente manera:

(+5) “+o00o pn—l 1 pn—l —+o00 pn—l
1+ —nTdy = s, ——dp = s, — dp+ —d 2
[l e = /0 T+ = </0 L+ / T+ p) @)

n—1

p

———— < C entonces
(1+p)n*?

donde s, es el drea de la n—esfera. Luego, puesto que

1 pn—l

1 < 1
1+ pynd = pn+o ¥

Por otro lado, para p > 1 se tiene que por tanto

+o00 pn—l +oo pn—l +o0 (146)
dpg/ dp:/ o dp < C < +o00. 4
/1 (14 p)n+o 1 P 1 )

De (3) y (4) en (2) obtenemos
/ (1+ |z))~ " dz < +o0,
Lo que nos permite concluir que ||¢||1 < +o0.

2. Sea f € LY(R™), cualquiera. Gracias al Teorema 2.1 tenemos que

Mo (f)(@) < |ollLr M(f)(2),

de donde se puede concluir directamente que
{z e R": IMy(f)(@)| > a} S {z € R": [[¢] 1 [M(f)(2)] > a}.

Asi
{z € R™ : IMy(f)(z)] > a}| < [{z € R" : ||| 1 [ M(f)(z)] > a}]. (5)

Del Teorema 3.1 se sabe que || M(f)| 1.0 < C| fllr1, con lo cual

Cligll L

{z € R" < [l M )@)] > a}| < == fll1s. (6)

De (5) y (6) se tiene que
[Mo(Nllpree < ClISl Ll f L1

3. Sea f € LP(R™), cualquiera. Gracias al Teorema 4.1, tenemos que

(Mo (£)(@)] < (I8l [M(f) ()]

casi todo x € R™. De esto

IMo(Nllze < [0l L2 [MF)] e,

y junto con la acotacion en LP del Teorema 3.1 se obtiene

IMo(H)llze < Cll@l pall fllzo-

Donde C depende unicamente de p. |



Ejercicio 1.8.

N
1. Sea ¢(x) = ZaﬂlBi, donde a; > 0 y B; = B(0,7;) con r; > 0, para cada 1 < i < N. Asi, por propiedades
=1
de la convolucion y razonando como en la demostracion del Teorema 4.1

N N
(F %) @) <D ail(f*1p) (@) < Y ail BiIM(f)(w),
i=1 =1

N
donde ||¢|| 1 = Zai’Bﬂ- Por tanto podemos escribir
i=1

(f x ) (@)] < [|@]| L M(f) (),

mds atn, si suponemos que ¢ estd mayorado por ® una funcién en L*(R™) acotada, radial y radialmente
decreciente, tenemos que ||¢||r < ||®||p1. Por lo tanto

|(f @) ()| < (@] 1 M(F) ()

2. Ahora supongamos que ¢ positiva, con mayorante ® descrito en el enunciado del ejercicio. Asi, existe una
sucesion de funciones simples (¢ )nen tal que ép(z) < @ y ¢p(x) converge a ¢p(x) casi todo punto x € R™.
Del numeral anterior, para cada n € N se tiene

|(f * dn) ()] < (@] L1 M) ().

Gracias al Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, tomando n — +o0o en la desigualdad anterior
[(f * @) ()] < 1D L1 M(f) ().

3. En el numeral anterior encontramos una cota uniforme para |(f * ¢)(x)|, por tanto para cada t > 0 se puede
decir que

|(f &) ()| < [ @] Lt M(f) ().

Tomando supremo sobre lost > 0 en la desigualdad anterior se concluye que

My(f) (@) <[ @]t M(f) ().



