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1. Solucionario

Ejercicio 1.1. Analicemos la representacion exacta de 1y o\g por casos. Si x €|1,2[\Q, se tiene que para r >0

_ Hx -nx —i—?“[ﬂ[l,Q]\Q’
y]x—m+r\/ InaneW)dy = —p — = —27m

Si tomamos r < min{|z — 1|, |x — 2|} entonces v —r,x +r[C [1,2] y por lo tanto la igauldad anterior se convierte
en
1 o _ e =raz+r\Q _ [lz —ra |

- - 1 d = =1.
To ot ol Joy OO I LS T e et

Ast, tomando r — 0 en la igualdad anterior obtenemos

lim y)dy =1,
rLOHm—T%‘-ﬁ-T’/_T n27e(y)dy

lo que implica que el limite existe para todo x € [1,2]\Q. Si consideramos x €]1,2[\Q, siguiendo el mismo
razonamsiento tenemos que

/ iy = Jz =t r\Q_ flz = drl]
ux—rx+r| taaneW = = T e s el

para r < min{|z — 1|,|z — 2|}. Por lo tanto el limite obtenido es el mismo

1 =1
rl—>r%|]x—rx—|—r|/ Lnane(v)dy

Ahora, analicemos qué pasa si x = 1. En este caso, si tomamos r < 1 obtenemos la igualdad

0% L TN 1115 s (R
WE?ZEI7ﬂl;T““%@@”y‘ux—nw+ru‘ux—nx+rn‘2'

Asi, tomando r — 0

71}—% |z —r, ac—i-r]/_r n2ne(

y de manera andloga para x = 2. Por iltimo, analicemos z €] — oo, 1[U]2, —|—oo[. Ast, para v < min{|z — 1|, |z — 2|}
se tiene que Jx —r,x + r[N[1,2\Q = 0

le-retrnLael _ 0
Tonaae L, tanety = Fop R < e =0

Donde, para valores cercanos al 0, se tiene la igualdad

1 y)dy =0
r%‘]l‘—T%’+T’/ Ipane(v)dy =0,

lo que muestra que en estos puntos, el limite si existe. En resumen, tenemos que la representacion exacta estd
dada por:

1 six€]l,2]
(Lpopg), (@) =4 5 siz=1z=2
0 caso contrario.



Ejercicio 1.2.

1. Consideremos la funcion 1g. Puesto que esta funcion es localmente integrable, por el Teorema de diferen-
ctacion de Lebesque, se tiene la igualdad

lim ——— |B sy / =1g(z) c.t.p. en R™. (1)

r—0

Puesto que para cualquier r > 0, se tiene

|E N B(x,r)|
d =~ "~
|/ % = 1Bl

De donde se concluye directamente, al reemplazar esta igualdad en (1), el resultado buscado

I |E N B(x,r)]

r—0  |B(z,r)| = L(z),

cast todo punto x € R™.

2. Supongamos que |E| > 0 y que no existen puntos de Lebesque. Es decir que la funciin 15 no tiene puntos
de Lebesgue dentro del conjunto E. Como el complemento del conjunto de Lebesgue es de medida nula, y E
estaria contenido en este conjunto entonces se concluiria que |E| = 0, lo que contradice que |E| > 0. Por
tanto E debe tener puntos de Lebesgue de 1.

Reciprocamente, supongamos que x € E es un punto de Lebesgue y mostremos que |E| > 0. Asi se tie-
ne para la funcion 1g del numeral anterior que

|E N B(x,r)]

If =1.
>0 [Bz,7)]
Ast, para 0 < € < 1, existe § > 0 tal que si r < § entonces
E N B(z,
EnBan |
| B(z,7)|

de donde
(1 —¢)|B(z,r)| < |[EN B(z,r)| < |E|.

Como 1 —¢ > 0, se concluye que |E| > 0.

|
Ejercicio 1.3. Gracias al Teorema de diferenciacion de Lebesgue, para casi todo x € R™ se tiene la igualdad
=1
@) = rlgtl)]er\/m,
Ast, sabiendo que f(x) < |f(x)| se tiene
() < [tim Fly)dy| < lim £l
x m ——— Yy im ———— y)|dy.
r=0 | B(x, )| B(z,r) r—=0 | B(x,r)| B(z,r)
Recordando que el limite estd mayorado por el supremo, se sique de la anterior desigualdad el resultado
1
fz) < sup ——s |f(y)ldy = M(f)(x)
7’>0 |B(£C T)| B(z,r)
casi todo punto x € R™. |

Ejercicio 1.4. Se recuerda que los puntos de Lebesque de una funcion f € LlOC(R") son los puntos © € R™ tal que

1

lim ——— — f(2)|Pdy =
A ERs] B(w)lf(y) f@)PPdy =0, (2)



para 1 < p < +00. Reescribiendo esta defincion de la siguiente manera

};0|B(xr)|\|f F@NLr By = 0

al considerar p = +o00, es natural intentar definirla como los puntos x € R™ tal que

;1_)0 |B(£C ’I“)| Hf f( )HL‘X’(B(:B,T)) = 0.

sin embargo hay un problema con esta definicion, pues si consideramos la funcion

flz) = |a|2

en el punto xog = 0 se tiene que el limite en (3) diverge. En efecto, puesto que

1
Hf - f(O)HL"O(]fr,r[) = ||f||L°°(]fr,r) =T2,
y por tanto

1

. 1
lim 27”f O oo rrp =

= lim — = lim

T = +00.
r—=02r  r—0 9,3

Entonces si p = +oo tenemos que el punto x = 0 no es un punto de Lebesque para f, pero si 1 < p < +o0 en

cambio se tiene que si lo es. Esto se tiene gracias a que para cualquier r >0 y 1 <p < 400

1 s

1 . 25+l s
o [0 = ropdy =g ([ itay) - -

2r (24+1)  5+1
Con lo cual, se tiene el limite

1 T
lim

=l ) If(y) F(0)Pdy = lim

P
2

=0
op—i—l ’

lo que implica que xg = 0 es un punto de Lebesgque de f para 1 < p < 400
Ejercicio 1.5.

1. Puesto que para cualquier x € R y h > 0, se tienen los valores

lle —h,z+h[|=2h vy

|z, x + h[| = h,
Basta tomar C' = 2 para concluir que

|z = h,x + h[] < 2|z, + A,
para todo h > 0.

2. Del numeral anterior se tiene que para cualquier h > 0

1 2
< .
Jz,z + Al = [Jo = h,z + |
De esto, y del hecho de que |z, x + h[C]x — h,x + h] se tiene la siguiente mayoracion

1 z+h 2 z+h
<o e - fe <

Gracias al Corolario 1,2 de la Leccion n°3, se sabe que

lim dy —
h1—>0|]x—hx+h|/ (@)ldy =0

c.t.p. x € R,
por tanto si tomamos h — 0 en (5) obtenemos

1 dy=20 .t.p. R.
ti L [ ) - sl =0 et

(y) — f(z)|dy.



3. Del numeral anterior se tiene que

dy| <1 dy =0,
heo £C£C—|—h|/ )y‘ hli%|x:n—|—h|/ (@)ldy

lo que implica que

1 dy = 0.
hlg%)|xx+h|/ (x)dy =0

Notando que f(x) no depende de la variable de integracion en la anterior igualdad, se concluye

A / /(@)

|
Ejercicio 1.6.
1. Aplicando la transformada de Fourier a 1,(f) y por el Teorema de Fubini se obtiene:
© = g [ e @D
I T Tag2) Jo ¥
Como (h/>k\g)(£) = ﬁ(g)g(g) se obtiene
— 1 Foo ~ reN T J?(f) T 21
OO =g [ e RO | e e
Recordando que g;(§) = e‘t|§|2, reemplazando en la igualdad anterior se obtiene
— = (e /+°° J2-1 —t]¢]?
I.(f)(&) = t e dt. 6
DO =5 | (©)

2. Tomando el cambio de variable T = t|¢|> en (6) se obtiene

-~

— = S 1 +OOTa/2f1efT T_f(f)|5|_a +OOTa/2f1efT .
LD =t e | = ), i

+oo
Recordando que I'(a/2) = / 72~ dr, de la integral anterior se obtiene
0

e = 11

lo que se queria mostrar. Como la transformada de Fourier es invertible, esto verifica que efectivamente se
tiene la caracterizacion.

T(a/2) = f(E)l€]™

Ejercicio 1.7.

1. Sea T € R", arbitrario pero fijo. Por definicion se tiene

fT( — )dy

O]

o P
flztr y)dy dz.

n nlJrn fyli e

dx = C(n,a)/

(£l = Clna) [

Tomando el cambio de variable z = x + 7 y aprovechando la unimodularidad de R™, se obtiene

f(z—y)dyp

dz = ||[I.(f)IIF »,
. |y|n,a H ( )HLP

Ma(f) 2 = Cn,0) /

n

de donde se sigue el resultado.



2. Sea X\ > 0, cualquiera. Siguiendo la idea del numeral anterior tenemos que

f(Axr — )‘y)d
R |y["T

p

1a(r(F) B = C(n, a) / iz,

n

Tomando primero como cambio de variable w = Ay, la integral interna se convierte en

f()\.%' i)‘y) dy — \nma)Tn f()\.%' i w) dw = \"¢ f()\.%' i w)
re |yl re  |w[ Re  |w[rT

dw.

Luego, tomando z = Az y gracias a la desigualdad anterior se obtiene

_ p _ p
Lo (O = C(n,a)/ AT¢ L_w)dw A "dz = )\_"_O‘pC(n,a)/ L_w)dw dz.
n Rn "U}‘n « n | JRn ]w[” o
Esto nos permite concluir que ||Io(0x())|5, = X" P\ Io()|I},, de donde se deduce el resultado. [ |

Ejercicio 1.8. En el desarrollo del ejercicio se denotardn a las constantes que dependan de n o a como C.

1. Supongamos f es una funcion constante de la forma f(x) =k con k € R. Para cada x € R", se puede ver
que

— 1 +oo n—1 ! +o0o
Ia(f)(x) =C Mdy = kC n—o dy = C// pnfa dp = _Pa = 400,
re |yl ’n |yl 0 P a 0

pues a > 0. Asi, I,(f)(x) = +00 para cada x € R™ y para todo 0 < o < n.

2. Sea g(x) = (1 — |z|)~+9) y estudiemos I,(g)(x), con = € R™. Tenemos que el potencial de Riesz de esta

funcion se escribe como
1 1

d
ke U7 (L4 [z — g)to Y

la(g)(x) = C (7)

a) Supongamos que |x| < 1. Podemos escribir a (7) de la siguiente manera

1 1 1 )
k) ( fyl<ty Wl L+ fe =yl (yis1y [0 (L+ [z — )+ (8)

Puesto que 6 > 0, se tiene que

<1 or tanto en la primera integral
o=y = 77 g ’

1 1 1
- dy < / ——dy < +00
/{y|<1} ly["=e (1 + |z — y|)m o (<1} [yl
1

pues pr=s es localmente integrable. Para la segunda integral, puesto que ly| < lz—y|+z| < |z—y|+1,

se deduce que

1 1
< .
(14 |z —yhrto = [yl

Mayorando la sequnda integral con la anterior desigualdad, se logra concluir que

/ : : dy < / : /+OO dp < +
- y= Tul2Zn—ats — pv——— LY 00,
(=1 191" (L4 |z —y))"*o =1y lyPrmeteJy o proatott

pues § > 0 > a —n. Asi, de las desigualdades anteriores en (8), tenemos que I,(g)(z) < +oo para
d>0ylzl <1.

b) Por simplicidad, denotaremos como

x
A:{yER":\ylg‘Q—’}.
Notemos que para y € A, se tiene que |x| < |z —y|+ |y| < |z —y| + %l, y como § > 0 se deduce que

1 < C
(L4 Jz =yt = (14 |2f)m+o




Ast, podemos mayorar la integral

1 1
dy,
/A ly|n=e (14 |z —y[)n+o

obteniendo
1 1 C 1
dy < / dy
/A ly|n= (14 |z —y[)n+o (1 + |z[)r+e J4 Jyln—e
C /2 Cla|® C
= T nTe P dp = 5 < o
(1 + [z[)m*+e Jy (1 + [z[)to = (1 + |zf)nto-e

c¢) Por facilidad de escritura se denotard

B:{yeR”:]m—y\>|§—|}.

Notemos que sobre A°, |z —y| < |z| + |y| < 3ly|, de donde se deduce

1 C
[yl Tz —ynme’

con lo cual, podemos obtener la siguiente mayoracion

/ 1 1 du < / 1 1 d
— Yy > — Y
acnp [y (1+ |z —y[)n+o acnp [T — Y|P (1 + |z — y|)n+e
< / LI
= Jacap |z —y[Prmatd Y

< 1 d
= g e — ypr—ote ™

< LI ¢ . _¢
— 2n—a+3d - n+é—a — n—a’
5 |l YTl 2]

lo cual se cumple pues 6 > o — n.

d) Notemos que sobre A°N B¢ se tiene % <lyl < @, lo que implica

1 C

< .
ylrme = e

De este modo, se obtiene la siguiente mayoracion

/ 1 1 du < C / 1 du < C / 1 d
= Y=>7..-4 A — Y.
Aenge [Y]" (14 |z —y|)n+o 2"~ Jaenpe (1+ |z —y|)n+o [z"=e Jpe (1 + |z —y[)"+o

Tomando como cambio de variable z = © — y en la anterior integral se tiene la desigualdad

/ 1 1 < C / 1 d
< —dz.
acnge [Y" (L + |z —y)) 0 = fzfre o <lzly (14 [2))mF0

Ahora, puesto que § > 0, tenemos que

1 1 1
— - dz :/ —dz +/ ———dz
/{|z|gi} (14 |z[)m+e (z1<1y (1 +]z[)nto (1<fz|<laly (1 + [2])mF0

2
cove [T,
=0T /1 1+ p)to

o lzl/2 1 p
<C+ / —rdp
1 potl
! oo 1

Resumiendo, se obtuvo la mayoracion buscada

/ 1 1 __c
acnge [y (L4 |z = y)mt0 = fajrme



e) Notemos que podemos escribir (7) como sigue

1 1 1 1
I(9)(z) = C / d +/ d >
(9)(e) < e A =gy P e G gy Y

y la sequnda integral se la puede abrir de la siguiente manera

/ 1 1 d / 1 1 d +/ 1 1 d

- Y= - Y — Y.
e [y (L4 Jo —y[) o aenp 1Y (L4 |z —y[)mFo aenge [y (L4 |z — y[)m+o
De los literales anteriores tenemos que si |x| < 1, entonces I,(g)(x) es acotada, y si |x| < 1 entonces
se puede mayorar al potencial de Riesz de la funcion g de la siguiente manera

C C
1, < .
a(g)(x) = ‘x’n_i_(;_a + ’x‘n_a

Ast, como § > 0, se deduce para todo © € R™ que
C
(1 + fz)n=e
la cual es acotada y por tanto finita. Asi, |I,(g)(z)| < +oo siempre que § > 0.

La(9)(x) < (9)

sea cuadrado integrable. Asi,

G
(1 + |z[)r=e

3. Puesto que § > 0, de la estimacion en e) basta ver que la funcion

notemos que
1

1 1
02/ ————-dr = 02/ —dw—i—Cz/ ————-dx
re (14 [2])?n—2e B (1+[z])>—2e B, (14 |z)?n—2e

Donde la primera integral es finita ya que es localmente integrable, por tanto se lo puede

(i + e

mayorar de la siguiente manera
2 1 / y [T P! / by [T 1
O TR OO [ G O [ <o
siempre que n — 2a > 0, es decir que a < § para que la integral anterior sea finita. Asi, de (9), se deduce
que
1
2 2
[La(9)ll7: < C /R" T dx < 400,

para o < 5 y 6 > 0. |

Ejercicio 1.9.

1. a) Derivando respecto a x se tiene la expresion

1 x2 x2
0= () e

cuyo grafico es el siguiente:

v,
A
—ﬁf%’”’:

d
Figura 1: Grafico de %(m)
x

De la forma que tiene esta funcidn, se puede notar que su integral es nula.



b) Usando la definicion del producto en convolucion se calcula directamente que

d)

+oo —+o00 2 ny
<gt*gl><w>=/ 6 (W)o(z — y)dy = / gy

—00 1” \/_
X + z t 2 t 2 2
/ 2y 4(t+1) 4(t+1) x4 dy

477\/_
2
| R T —( Ly \/;96)
— eI T e 4t 4(t+1) dy.

477\/Z —00

t+1 t
Tomando el cambio de variable u = i y— x, de modo que dy = t4—tldu, en la integral
4t 4t +1) +

anterior se obtiene

1 At 2 o2 /+°° 2 1 _ e
* ) = e d+1) 4 e Ydy = —— ¢ 40+ = ),
0000 = 7V T . dr(t+1) 0:41()
como se queria mostrar.
d d
Recordando que (gt * %) (x) = %(gt x g1)(z) y gracias al literal anterior, se obtiene la igualdad

buscada derivado giy1 respecto a x como sigue

<9t * @) (m) _ dgt—f—l (x) — i ;6*4(‘#1) — ;i (64(t+1)>
dx dx dx 4r(t+ 1) 4r(t+ 1) dx

2
||

Por el resultado obtenido en el literal anterior, se puede escribir lo siguiente
T _ =t
e 4(t+1) | —= = su

L o Bl s
(gt d~’6>() d/a(t+1)% t>0{4\/—(t+1)% | )}' (10)

Para estudiar el supremo sobre t > 0, haremos uso del criterio de la primera derivada respecto a la
variable t. Suponiendo que |x| > /6 y derivando respecto a t el argumento del supremo en (10) se
obtiene sin mayor dificultad que

d N ./ lz| d 1 _ el
— e W | = el —e 4D
ATt +1)2 Adymdt \ (t41)3

|z| 3 __=l? [ —

— _ —e A+ 4 — e 4D
AT\ 2(t+1)2 At 41)3
|z o

2
NG S o (11)

Igualando esta expresion a 0 con la finalidad de encontrar puntos criticos, obtenemos que

sup
>0

=sup |—
>0

= (| ~ 6(¢+1))

22 —6(t+1)=0

Jz?
t+1=
* 6
|z ?
=10
6 7

lo cual tiene sentido pues |x| > /6. Mds aiin, se puede ver que el signo de la derivada en (11) es dado
2
por el factor |z|> —6(t+1) ya quet > 0. Asi, sit < % —1, entonces |z|?> — 6(t+1) > 0 y por lo tanto
2
(11) es positiva para dichos valores de t. Por otro lado, sit > % — 1 entonces |z]> —6(t +1) <0y



f)

2
por tanto (11) es negativa. Esto nos indica que existe un mdzimo en t = ’— — 1, de donde se obtiene
que
_ laf? 3
L\2 62 _3 1

|
e 4% —

= ——e 2—,
47 |zf?

2

|z| __l=l®
sup e 4(t+1)

t>0{4ﬁ(t+1)% }4\/%(%2)3

]

cuando |x| > /6.
Suponiendo ahora que |z| < \/6, entonces
j2f* = 6(t +1) <0,
ya que t+1 > 1. De esto, tenemos que la derivada en (11) es negativa para cualquier valor de t, lo que
B 2

————— e 4+ es decreciente respecto a t. Esto nos indica que el supremo
4y/m(t+1)2

de la funcion se alcanza cuando t tiende a 0, de donde se deduce lo siguiente

implica que la funcion

|| || ok
sup Lﬁxe*zx(tﬂ) = lim Lﬁxe*zx(tﬂ) — Le i’
>0 | 4y/7(t+1)2 =0 4 /7(t +1)2 4y/m
que es lo que se queria mostrar.

Gracias a los resultados obtenidos en d) y e), se puede escribir lo siguiente

dg1 _/ dgy
HMg(dJ T (Qt* dz ) )

lz| _l= / 632 51
= e 4 dr+ —=e 2 —=dx. (12)
/{mwé} 4y {lal>vE} VT [2]?
- 2
i 67% es localmente integrable, la primera integral en (12) es finita. La sequnda integral se
puede calcular sin difucltad como sigue:
+oo 1 63/2 1 +oo 6
(2/ —2dx> =——e 2|-2— = —e"
V6 7 47 T| /5 2w

Con esto, se ha mostrado que cada integral en (12) es finita, lo que nos permite concluir finalmente
dg
My <d—;> HLl < +o0.

dzx

Como
T

Njw
W
(I[N

< +00.

/ 63/2 31 p 63/2 B
——e 2——dr = ——=e¢
(a>vEy 4V/T |z dy/m

que

En el literal b) de la pregunta 1. se obtuvo que

1 _ 1=
* )= — ¢ 4(t+1),
(g¢ % 91)(x) T

y por lo tanto, se tiene

(g x o) (@)] Lty
Ssu * X = Ssu e .
t>18 g t>g Ar(t + 1)

Suponiendo que |x| > V2 y procediendo de manera andloga o la del literal d) de la pregunta anterior,
calculemos la derivada respecto a t de (gt * g1)(z) con la finalidad de buscar puntos criticos. Ast,

d 1 _ = 1 d 1 _ 1=
— — e 4(t+1) — _ T e 4(t+1)
dt 4(t + 1) VAmdt \ (£ +1)2

1 1 _4(‘f—f1) + 7|$|2 _4(‘f—f1)
Var \ 2t +1)3 At +1)%
|22

= (|lz|? — ;e—m_
(af? =20t 4 D) g™ (13)




Igualando la anterior expresion a 0, obtenemos

lz2 =2t +1)=0

|z ?
t41="1"1
+ 2
|z ?
t=1 1,
2

lo cual tiene sentido pues |x| > /2. Nuevamente se puede apreciar que el signo de la derivada en (13)
es dado por el factor |z|? — 2(t + 1), de modo que si analizamos como en el literal d) de la pregunta

2 2
x x
anterior se obtiene que, si t < u — 1, entonces (13) es positiva, y si t > u — 1, entonces (13) es
2
T
negativa. Esto muestra que ent = |7 — 1 existe un mdzrimo y por tanto
) _1=f?

S | R ST S
sup e = = —
t>0 [\/4m(t +1) PR Vor |z’

2

siempre que |x| > /2.
b) Suponiendo que |x| < /2, y puesto que t +1 > 1, se tiene que

lz]2 —2(t+1) <0.

Ya que este factor determina el signo de (13), entonces esta derivada es negativa para todo valor de t
y por tanto (g¢ * g1)(z) es una funcion decreciente respecto a t. De esto, concluimos que el supremo se
alcanza cuando t tiende a 0, de donde obtenemos la siguiente igualdad

1 _ay? 1 =2
(& 4(t+1) = (& 4 s

su * z)| = llm ——
t>g|(gt o) (=) t=0 \/An(t + 1) VAT

cuando |z| < /2.

c) Gracias a la expresion obtenida en el literal a) de esta pregunta, se puede calcular directamente la
integral

oo 1 teo ] 1
My(g1)(x)dr = —e™ / —dx = e 2 Ln(z)|7° = +o00.

d) Por dltimo, gracias a que My(g1) > 0, tenemos la siguiente desigualdad

D=

+oo
[ Mala)(a)ds < /R My(o1)(@)dz = [Mq(an)llz,

que junto al resultado del literal anterior, se concluye que |Mg(g1) ||p1 = +oo.

Ejercicio 1.10.

1. Mostremos que tanto v como v~ son medidas de Raddn. Puesto que los argumentos son idénticos para

ambas medidas, haremos el desarrollo con las dos medidas simultaneamente.
Primero, consideremos K C R™ compacto, cualquiera. Asi, K € Bor(R™) y por lo tanto
vE(K) :/ fE(x)dx.
K

Puesto que f es localmente integrable, entonces f* también lo son y en consecuencia, la anterior integral es
finita. Es decir, v(K) < 400 para todo K C R™ compacto.

Ahora, consideremos A C R"™ cualquiera. Por definicion de v (A) se tiene que

yi(A) < yi(B),



para todo B € Bor(R™) tal que A C B. En particular, se cumple para todo B abierto tal que A C B. Asi,
ui(A) es una cota inferior de estos valores, lo que implica que

vE(A) < f{vE(B): A C B, B es abierto}. (14)
Por otro lado, puesto que los conjuntos abiertos son conjuntos borelianos, se tiene la siguiente inclusion
{v*(B): A C B, B es abierto} ¢ {v*(B): A C B, B € Bor(R")},
de donde se deduce
inf{v*(B): A C B, B es abierto} < v*(A). (15)
De (14) y (15) se concluye que v(A) = inf{v*(B): A C B, B es abierto}.

Por 4ltimo, tomemos U C R™ abierto, cualquiera. De esto sabemos que existe una familia numerable creciente
de conguntos compactos que denotaremos por {K, : n € N} y de modo que

U= ] FKn
neN

Por un lado, como para todo compacto K C U se tiene que

vH(K) < vE(U),

entonces se tiene la desigualdad
sup{v(K): K Cc U, K compacto} < vE=(U). (16)

Por otro lado, gracias a que {K,, : n € N} es una sucesion creciente de conjuntos medibles, se tiene que

lim v(K,) =% <U Kn> = vH(U),

n—-+o0o
neN

que a su vez, como {vE(K,)}nen es una sucesion creciente, entonces se tiene que

lim v*(K,) = sup{vr*(K,) : inN}.

n—-+o0o

De estas ultimas relaciones y de la siguiente inclusion
{vE(K,): neN} c {vH(K): K CU, K compacto},

se puede concluir que
vEU) < sup{vE(K) : K C U, K compacto}. (17)

De (16) y (17) se obtiene que v(U) = sup{v*(K) : K C U, K compacto}. Con lo cual se prueba que v+
son medidas de Radon.

. Mostrar que v*

son absolutamente continuas respecto a dx es directo pues debemos considerar un conjunto
A € Bor(R"™) de medida nula. Esto es |A] = 0, y por lo tanto la integral sobre A es 0 pues la integral de

Lebesgue sobre un conjunto de medida nula es siempre 0, es decir

I/i = il’ T =
(A) /Af()d 0,

+

que por definicion significa que v™= sean absolutamente continuas respecto a dx.

. Puesto que vt son medidas de Radon y absolutamente continuas respecto a dx, podemos aplicar el Teorema

fundamental del cdlculo para medidas de Radon de modo que

VE(A) = / Dua(vE)(@)dz VA € Bor(R™),
A



donde Dg,(v*) es la derivada de Raddn-Nikodym de vt. Por otro lado, puesto que para todo conjunto
boreliano A, v* se definid como
£(A) :/fi(x)dx
A
se concluye la igualdad buscada
L) = [ DuH) e =v4(4) = [ @)
A A

Dado que la derivada de Radon-Nikodym es unica casi todo punto, entonces de(ui) = f* casi todo punto
en R™,

4. Gracias a que f = fT — f~ podemos escribir para cada x € R™ yr > 0

PR S () — (Ve ) = — (VT (Blrr)) — v (Blar
557“|/mr z)d |B(x,r)| (/B(m,)f ()d /B(m,r)f ( )d> |B(m,r)|( (B(z,)) (B(z,7)))

pues toda bola es un conjunto boreliano. Tomando r — 0 en la anterior igualdad obtenemos

1 J—
lim ——— ]B 7] / ) x—}gm (y+(B(g:,r)) —v (B(CC,’I“))). (18)

r—0

5. De (18) y la definicion de la derivada de Radén-Nikodym se obtiene que

lm; T x:me_me: V() — N (x
O B oy O = I T T M B,y - Pt ) - Da ).

Por el numeral 3. podemos reemplazar Dg,(vF) por f* en casi todo punto, obteniendo

tm——— [ fle)de = fH(2) - £ (@) = fla),

r—0 ‘B(x T)’ B(z,r)

para casi todo punto x € R™. Esto es el Teorema de diferenciacion de Lebesgue, como se queria demostrar.

Ejercicio 1.11. Puesto que f es una funcion boreliana, basta fijar un conjunto abierto y acotado |a,b[ y mostrar
que se tiene el resultado para casi todo = €|a,b|.

1. Sear € Q, cualquiera y notemos que , definido como

- / (@) — 7Ly dy
A

para cada A € Bor(R), es una medida finita. En efecto, como f € LY(R), entonces es localmente integrable y
por tanto |f —r| es también una funcion localmente integrable. En consecuencia, para cualquier A € Bor(R)
se tiene

r(A) = —rldy < —rld .
1o (4) /A o ) iy < /[a,b]wy) Pldy < +oo

Puesto que p, se define sobre los borelianos,entonces esta es una medida de Radon finita y por tanto, del
Teorema de Ezistencia de Derivadas de medidas (Ver [1, Teorema 2.3.4]), Day(pr) existe casi todo punto.
Ast, existe un conjunto N, de medida nula tal que

pr(B(z, d))
Dy, (py) = lim Vz €la, b\ N,
dz(pr) = lim T.d) x €la, b[\
2. Definamos el conjunto N = U N,, el cual también es de medida nula pues es la union numerable de

reQ
conjuntos de medida nula, y tomemos = €|a,b[\N, I un subintervalo cerrado de |a,b| tal ge x € I yr € Q.

De este modo tenemos que

(D)
o [ 1) = @y < o [ 1700 = ridy + o [ 17() = ridy = 2+ 1) =i



Tomando el limite superior cuando la longitud de I tiende a 0 en la desigualdad anterior, obtenemos

I
imsup - [ 17(0) = S@)ldy < timsup #5050 4 £0) = 1l = |F(e) = 11+ (@) = ] =21 0) 1|
sz || sz ||
De la densidad de Q en R, siempre podemos tomar r € Q tal que |f(x) —r| sea tan pequenio como querramos
y por tanto
lim sup — /]f x)|dy = 0.
I>x |I|
3. Puesto que
0<l1m—/|f x)|dy < limsup — /|f x)|dy =0,
15 |1 e |
se concluye que
i )|dy = 0.
lim o / 1f(y x)|dy =

Razonando como en el numeral 3. del Ejercicio 1.5 se deduce el resultado.
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