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Leccién n°4: Introduccién a los pesos A,. EPN 2021

1. Solucionario

Ejercicio 1.1. Puesto que w € A1, entonces existe una constante C tal que

sup (57 [ ) ) 1o~ i = olay = € < 400,

De este modo, para toda bola B, tenemos la estimacion

1 _
(w / w(y)dy> o sy < .

que por definicion de ||w™ || (py, se tiene que w(z)™! < |lw | (5 para casi todo x € B. Con esto podemos
minorar la anterior desigualdad, obteniendo

(57 [ tan) st <c.

y como w es positivo (puesto que es un peso), se obtiene que

(@/Bw(y)dy) < Cw(z),

para toda bola B y en casi todo punto x € B. Asi, tomando el supremo sobre las bolas que contengan a x y
recordando que M(w)(x) < . (w)(z) se concluye que
M(w)(z) < M (w)(z) < Cw(z).

Ejercicio 1.2.

1. Consideremos una bola B(xg,r), con xg € R™ y r > 0 arbitrarios. Tomando el cambio de variable y = A\x
obtenemos la igualdad

p—1
1
w(Ax)d —_ w(Ax) r-1dx
<‘B IB(], ’/ (zo,r ) <‘B([B07 ’ B(zo,r) )
p—1
AP / 1
_— w(y) r-1dy .
<\B (zo,T |/ )\xo,)\r ><|B(l’o,7°)\ B(Azo,Ar) ®) )

Recordando que |B(Axg, Ar)| = N*|B(Axo,7)| = A"|B(x0,7)| y reemplazando en la expresion anterior obte-
nemos la igualdad

1 1 L)
- w(Az)dx _ w(Az) r—ldx
<|B(SCO,’I“)| B(xo,T) ( ) ) <|B(I0,’I“)| B(zo,r) ( ) )

1 1 o\
= — w(y)dy / w(y) »-tdy .
<|B(/\l‘o,>\?")| /B(A:co)\r) (®) > (|B(/\xo,>\7“)| B(Ao,\r) (@) )

Puesto que B(xo,1) y B(Axo, Ar) son bolas arbitrarias, tomando el supremo sobre todas las bolas se obtiene
la igualdad [6x(w)]a, = [w]a,.



2. Procediendo de manera andloga a la anterior, tomando el cambio de variable z = x + y se tiene

p—1
1 / 1 _ 1
—_— w(z + y)dz / w(x+y) ridr
<’B(JJO,T’)| B(zo,r) ( ) ) (B(x(]vr)’ B(zo,r) ( ) )

p—1
= 1/ w(z)dz 1/ W<z)_p%ldz
’B(CC(), 7’)| B(zo+y,r) ‘B(SC(L T)’ B(zo+y,r)

Del mismo modo, reemplazando el hecho de que |B(xg,r)| = |B(zo+y, )| en la expersion anterior obtenemos

p—1
1 / 1 __1
—_ w(z + y)dz / w(r+y) P ldx
<’B(96077")| B(wo.r) ( ) ) (B(woﬂ“ﬂ B(wo.r) ( ) )

1 1 P

1
= w(z)dz / w(z) 7 1dz )
(’B(xU + v, T)‘ /B(xo—‘ry,r) ) <’B(:C0 + v, T)’ B(zo+y,r) (

de manera que tomando el supremo sobre las bolas se concluye finalmente que [1,(w)]a, = [w]a,.

3. Por dltimo aplicando directamente la definicion de constante caracteristica para el peso Aw obtenemos

[Aw]a, :s%p <|;‘/B)\w(x)dx> (,;/B/\Pllw(x)z’lldm)pl
1 p—1
:s%p)\)\_l <|;|/Bw(:n)dw> <|113‘/Bw(:v)_p—1dm)
1 p—1
:Slép <|;‘/Bw(a:)dx> <|;/Bw(a;)?1da:) = [w]a,-

Ejercicio 1.3. Sea w € Ay. Notemos que para cualquier bola B, se tiene la desigualdad

1 _ 1 1 1 1
181 Sy < g | g f e =

con la cual se puede deducir que

(i1 o) (5 [ w@rmx)p_l < (i1 [ wtde) ol

tomando el supremo sobre todas las bolas en la desigualdad anterior, y recordando la definicion de la constante
caracteristica de A, y Ay, obtenemos

Leo(B) o™ 17 ) -

[w]a, < [w]a;-

Como w € Ay, entonces [w]a, < +00 ¥y por tanto w € Ay. [
Ejercicio 1.4. Puesto que % + 1% =1, entonces p' = 1% y por tanto p' — 1 = Zﬁ. Esto nos permite escribir lo
stguiente:

(i o) (k[ (o) ) |
— <|;|/B“’_Pil(:c)dx> <|;/J}?W(:U)cim)p_1 _ <<|;|/Bw(x)d:ﬁ) (;/Bc"_pil(x)dx)pﬂ) p*lv

1 P S
para toda bola B. Tomando el supremo sobre las bolas en la igualdad anterior muestra que [wipj]Ap, =wi'. m



Ejercicio 1.5.

1. Primero notemos que para cualquier bola B se puede escribir

<‘1B‘/Bf(x)d:v>p - ’Bl‘p (/B f(x)w(x)éw(x)—idx>p. (1)

Aplicando la desigualdad de Hélder al lado derecho de la igualdad anterior nos entrega

|B1|p (/B f(x)w(x);w(a:)_;dx)p < |Bl|P </B(f(x)w( )il’)pdx>; (/law(x)_zd]ndq;) ppl]p
< ’Bl‘p (/B f(x)pw(x)d:c> </Bw(x)_pll>p_1
1\ P!
< ’113‘ </B f(x)pw(l‘)d:r> (!;/Bw(x)_pl) '

De esta mayoracion y de la identidad concluimos que

a5 ([, o) = g ([ sretonss) (g [t =)

2. Si multiplicamos y dividimos en la parte derecha de la desigualdad anterior por w(B) = / w(z)dz obtenemos
B

lo siguiente

e (0" iy (f o) (5 o) (i o)

wla, [ .
<o ¢ [ payta)ds,

en donde, en la 1iltima estimacion hemos utilizado la definicion de constante caracteristica [w]a,. Recordando
la definicion de promedio de una funcion f sobre una bola B, reescribimos esta desigualdad como

p ], P(x)w(x)dx
prom(fy < S5t | pagta)ds,

lo que se queria demostrar.

Ejercicio 1.6.

1. Del Ejercicz'o se tiene directamente que lini[w]Ap < [w]a -
p—

2. Sabemos que para cualquier bola B

-1 1
fm w(x) P Tdx = w(x) %) = lim w” = ||w ™| oo (B)-
p—1\|B| /g e+ g7 \Jp a=+o0 | B[ Hzaw L=(B)

De este modo, tenemos que

(151 [ e )l iy = i (1 [ wtorae) (o [ w<x>—fldx)p_1 < timfu],

Puesto que esto se cumple para cualquier bola B, se concluye que

(wlar < limfula,.



Ejercicio 1.7.

1. Aplicando la desigualdad de Hélder obtenemos la estimacion

/Bw(x)éw(x)—idmg (/Bw(x)ida;> </B () T 1>d:n)
< [(/Bw(a:)d:c> (/Bw(x) plldx> 1]

Recordando la definicon de [w]a, podemos mayorar la parte derecha de esta desigualdad obteniendo asi el

resultado )
|B‘/ ) hde < Wl

|;‘/Bw(x)zlow(gj)_;dx = |;‘/Bd{l} == 1, (2)

1
podemos reemplazarlo en el resultado del primer punto para obtener la desigualdad 1 < [w]zp. FElevando esta
expresion a la potencia p obtenemos el resultado.

3 =

=

2. Puesto que

3. Supongamos ahora que w(x) = C para todo x € R™, donde C una constante positiva. En este caso tenemos

que
_ — 1 p—1
<|1B|/Bw($)dl‘> <|;ﬂ/Bw(CE)_Pild:ﬂ>p 1 = (|Z|/de> (C’|Bp| /Bdaz> =CcCct=

para cuaquier bola B. Tomando el supremos sobre todas las bolas obtenemos el resultado [w]a, = 1.

Ejercicio 1.8.

1. Queremos demostrar que se tiene la desigualdad

/ (1+ |2])7dz < c/ |+ [2))7de, (3)
B(xo,2r) B(zo,r

para toda bola de la forma B(xg,7) y donde C' es una constante independiente de la bola. A lo largo del
desarrollo de este ejercicio, por motivos de simplicidad, denotaremos por C a las constantes que no dependan
der yxg.

a) Encontremos los valores para los cuales la medida (1+ |x|)?dz es sigma finita. Para esto, basta mostrar

que la cantidad / (1 + |z|)°dx es finita para cualquier valor de v > 0. En efecto, aplicando un
B(0,r)
cambio de variable a coordenadas esféricas tenemos la acotacion

/ (1+ |z|)%dx = C'/ (1+p)0pn—1dp < C/ (1+p)o+n—1dp,
B(0,r) 0 0

T
donde / (1+ p)° " Ldp < 400, cuando o +n > 0. Es decir, necesitamos que o > —n.
0

b) Supongamos que B(xzg,r) es una bola de tipo I. Notemos que si x € B(xg,2r) se tiene la estimacion
1+ Jz| <1+ |zo| + | — 20| < 14 |xo| + 27 y por lo tanto, cuando o > 0 se tiene

(T4 |z))? < (1 + |zo| + 2r)°.

Esta desigualdad nos permite obtener la siguiente mayoracion:

/ (14 |2)7dz < (1 + 20| + 2r)7 | B(z0,2r)| = 277" un(1 + |ao| + 20)°. (4)
B(xzo,2r)



donde v, = |B(0,1)|. Del mismo modo, se puede deducir que 1 + |xo| < 1+ |x| + 2r y por lo tanto,
cuando —n < o < 0, se tiene que

(L+]2))7 < (L + [xo| —2r)7,
con lo cual podemos escribir

/ (1+ |z|)7dx < 2"r" v, (1 4 |xo| — 27)°. (5)
B(xzo,2r)

Resumiendo, de Y podemos escribir la sigutente mayoracion:

o >
[l <z, { (1+ao] +2r)7 00 "
Bl(x0,2r) (1+ |zg| —2r)° o <0.
c) Si x € B(xzg,r), manipulando las desigualdades como en el literal anterior podemos obtener similar-

mente que
L+ x| <14|zol+7r y 14z >14]|zo] —r,

por lo tanto, cuando —n < o < 0 se tiene que (1 +|z|)7 > (1 + |zo| +7)7, y cuando o > 0 se tiene que
(1+|z])? > (1 + |xo| —7)7. Es decir, tenemos la minoracion:

. n (1+]a:0|—r)" c>0
1 dz > v, .
/B(mo’r)( + |x|)7dz > r™v { Q4o 417 020 (7

d) Suponiendo que B(xg,r) es de tipo I, tenemos por definicion que |xo| > 3r y por lo tanto

[

L+ |zl +2r <4(1+ |zl —7) g 1—|—|x0|—2r21(1—|—|x0\+r).

Usando estas desigualdades junto con @ Y podemos escribir lo siguiente:

1+ |zl +2r)7 0>0
14 |z))%dz < 2™ { (
/B(xo,Qr)( 2 - "1 (14 |zo] —2r)7 o <0.

41(1 + [z = 1) 520
< 27’L n -
=20 { 4lol(1 4 |zo| +7)7 o <.
< 2nqlel (1 + |z])? dz.

B(zo,r)

Es decir, se tiene (3) para las bolas de tipo I.

e) Consideremos B(xo,r) una bola de tipo I1. En este caso se tiene que B(xzg,2r) C B(0,5r) y por lo
tanto tenemos la desigualdad

5r
[ arsas [ ellrde=c [ ®)
B(xo,2r) B(0,57) 0

Puesto que tenemos la desigualdad (14 p)? < C(1+ p?) podemos obtener la siguiente estimacion

5r 5
/ (L+p)7p" " dp < C/ (14 p%)p" Hdp < C(r™ +r7H7).
0 0

Ahora, dependiendo de los valores de o y r en la anterior desigualdad, podemos mayorar la integral en
obteniendo la siguiente estimacion:

r’ sto>0y0<r <1,
TN sic>0yr>1,

g
<
/B(MT)(HIx) dr<CQ otn 4o <0 JO<r <1, (9)
r’ sio<0yr>1.

<



f) Si o >0 entonces (14 |x|)? es radialmente creciente y por tanto se tiene la desigualdad

/B(mom)(l + |z])?dx > / (1+ |x|)?dx. (10)

B(0,r)

Puesto que se tiene la desigualdad (14 p)? > 1, entonces podemos escribirla estimacion
T T
/ (1 + [z|)7dz = C/ (1+p)7p" Ldp > C/ p"tdp = Cr",
B(0,r) 0 0
y como (1 + p)? > p?, tenemos también la estimacion
T T
1+ z)de=C | (1+p)°p" tdp>C otn=lgy = crotn,
p) P P p P
B(0,r) 0 0
lo que implica directamente que
/ (1+ |z])7dx > Cméx{r", r7"}.
B(0,r)

Ast, mayorando @ con la desigualdad anterior, se deduce la desigualdad para o > 0 y para todo
r > 0.

g) Si—n < o <0 entonces (1 + |x])? es radialmente decreciente y por lo tanto se tiene que

/ (1+\x|)”dx2/ (1+ |2))7da,
B(zo,r) B(3rz—0 r)

ENIK

o

desigualdad 47 (1 4+ r)? < (1 + |z])? pues —n < o < 0. Asi, tenemos que

/ (14 |z|)%dx > C(1+7)7r". (11)
B(zo,r)

y puesto que sobre la bola B (37“9”—0‘,7“) se tiene la estimacion 1+ |x| < 4(r +1), obtenemos a su vez la

h) Si0 < r <1 entonces 2° < (14 1)? < 1. Esto nos permite minorar de la siguiente manera
/ (14 |z|)7dx > Cr™. (12)
B(zo,r)

Usando esta desigualdad para mayorar la erpresion dada en @ se deduce la desigualdad para
0<r<ly—n<o<0.

i) Sir > 1 tenemos que existe una constante C tal que (1 +r)? > Cr? y por tanto en (L1)) tenemos en
realidad que

/ (1+ |z)7dx > Crot™. (13)
B(zo,r)

Ademds, como en este caso se tiene que (1+ p)? < p? tenemos en realidad una cota mds pequena para
@ dada por

5r
/ (14 |z])°dz < C/ po il = opotn,
B(zo,2r) 0
Usando esta destgualdad junto con se deduce finalmente (3)) parar>1y —n <o <0.

2. Por definicion de las clases Ay, debemos verificar que se tiene

(14 1oL, =swp (1 [ @ labae ) (g [ s |a:|>‘pfldm)p_l < +oo. (14)

Primero notemos que las integrales dentro del supremo en son finitas siempre y cuando se tiene o > —n
—p%l +mn > 0. Es decir, tenemos que —n < o < n(p — 1). Ademds son finitas para toda bola B(xo,7) y la
constante caracteristica [(1 4 |x[)7]a, se comporta como

p—1

1 1 _ o\ s
(s 1)) (onr (@t o) 77 = (1 ool (1 oo 77)" =1,

n n

donde vy, = |B(0,1)|. Asi, hemos mostrado que se cumple y por lo tanto (1 + |z|)? es un peso de tipo
A, cuando —n < o < n(p—1).
|



Ejercicio 1.9. Primero mostremos que pw es un peso. Puesto que @ y w son positivos, entonces pw es también
positivo. Ademds, puesto que se tienen las desigualdades

/K p(@)w(@)dz < (@] oz /K w(z)dz y /K (@) o) "z < [l oo /K w(z)~Lds,

1 1 1

para cualquier conjunto compacto K, entonces pw y (pw)~! = p~tw™! son localmente integrables ya que w y w™
son localmente integrables. Esto muestra que en efecto, pw es un peso. Ahora mostremos que pw pertenece a Ay,
lo que se obtiene gracias a la siguiente mayoracion:

(131, sersinin) (1 [ o sbutorsta)”

1# p—1
1|7

el oo @n o™ 17 oo 1 B
< (2 [ wtorae) | g et e | < holmnlle st bl

para cualquier bola B. Esta desigualdad implica que [pw]a, < Clw]a, < 400 ya que w € Ay, y donde la consante
es C = ||@|| poc gyl Loo(rr), lo que muestra que pw pertenece a la clase Ap. |



	Solucionario

