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1. Introduccion

En la Leccién n°2 de este curso definimos y estudiamos algunas de las principales propiedades de la transfor-
macién de Fourier F(f) para una funcién f € L'(R?) pues este espacio funcional nos provee un marco de trabajo
cémodo y a la vez bastante general para estudiar la funcién F(f). Sin embargo, en la practica, es muy util disponer
de una nocién de transformacién de Fourier en el espacio de Lebesgue L2(R?). En efecto, la nocién de la transfor-
macién de Fourier en el espacio L? (]Rd) es la pieza clave para la defincién de otros espacios funcionales: los espacios
de Sobolev, que son de gran utilidad en el andlisis arménico y en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales.

De esta manera, el objetivo de esta leccion es basicamente dar una construccién clara y ordenada de la transfor-
macién de Fourier en el espacio de Lebesgue L?(R?). Ademés demostrar una de las més ttiles propiedades de la
transformacion de Fourier en este espacio: la identidad de Plancherel.

2. Construccién de la Transformacién de Fourier en L?(RY)

El objetivo es definir la transformacién de Fourier para toda funcién f € L?(R?) y para ello pareceria natural
considerar la expresién dada en la Definicién 1 de la Leccién n°2:

FONE) = [ 2 a)do. (1)

Sin embargo, tenemos el siguiente problema: para f € L2(R%) la cantidad F(f)(¢) dada en (1) no siempre estd bien
definida!

1
Ejemplo 1 Consideremos la recta real R y la funcion f(x) = L Se tiene entonces que f € L*(R) pero
x
e—27riz§
la integral F(f)(§) = / dz diverge para todo £ € R.
R 1+ 2|
En efecto, mostremos para empezar que la funcién f(x) = fm pertenece al espacio L?(R). Para ello, una

astucia clasica consiste en partir la integral aqui abajo de la siguiente manera: para R > 0 escribimos

[armtr= [ e [
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y se quiere mostrar que cada integral a la derecha es convergente. Vemos sin problema que la primera integral
converge pues estamos integrando una funcién acotada sobre un conjunto acotado por lo basta estudiar la segunda
integral. Para ello basta notar que se tiene |z| + 1 > |z| de donde (|z| + 1)? > |x|? y entonces podemos escribir

11
(1 + =)~ 2>

De esta manera, la segunda integral es controlada por una integral convergente:

/ dx </ dz -
— < — 0.
>k (L+12)? 7 Jiz>p |2]?

Mostremos ahora que F(f)(§) diverge. Usando (1) escribimos

_ e~ 2miat r = M T — 1 W T
]—“(f)(f)—/RlJrﬂd _/R(1+|xy)d /R(1+|x|)d7

donde veremos que las dos integrales aqui arriba no son convergentes. En efecto, estudiemos la primera integral

(la segunda integral sigue el mismo razonamiento). Sabemos que la funcién cos(27z€) es una funcién periédica,
-1 < cos(2mx€)

acotada ue oscila entre —1 y 1 por lo que para cada x € R se tiene entonces
vd v L porioquep T+jz] = 1+ — 14"
podemos escribir
_/ dz d < / Cos(27rx§)dx < / dz .
r 1+ 7] r 1+ |7 R 1+ |z

2
Vemos entones que la integral / M la cual es divergente. Para

1+ |z
R
convencerse de ello basta cortar esta integral en dos partes:

/ dx +/ dx
<t L+ [z[ 0 Jigsr 1+ J2]

y observar que la segunda parte no es convergente.

dx se comporta como la integral /
r 1+ ||

Vemos entonces que, de manera general, para una funcén f € L*(R?) su transformacién de Fourier F(f) no
puede ser definida directamente por (1). Sin embargo, existe una manera natural de extender la transformacién
de Fourier F definida sobre el espacio L'(R?) al espacio L?(R9):

e Consideremos el espacio de las funciones de test C5°(R?). Como se tiene C3°(RY) C L'(R?) entonces por la
Proposicién 1 de la Leccién n°2 sabemos que || F(p)|ze < |[¢||z1 v entonces la funcién F(y) definida por
(1) esta bien definida para todo ¢ € C°(R?).

e Sabemos ademas que C§° (Rd) - LQ(Rd) y en la Proposiciéon 1 més adelante mostraremos que para todo
¢ € C°(RY) se tiene:
IF(@)llz2 = llell L2,

es decir, se tiene que JF envia funciones de C°(R?) a L%(R?) y ademds es una isometria.

e Luego, como C5°(R?) es denso en L?(R?) entonces en el Teorema 1 extendemos la isometria F : C$°(R?) —
L?*(R%) a la aplicacién F' : L?(RY) — L2(R?) que satisface, para todo f € L*(R?),

IF" ()22 = 11£]l e,

y la cual definiremos como la transformacién de Fourier en el espacio L?(R%).

Proposicién 1 (Identidad de Plancherel para las funciones de test) Para todo ¢ € CS°(R?) se tiene
IF(@)llz2 = llllze-




Prueba. Sea ¢ € C5°(RY), se tiene entonces

17 ()12 =/ IF(e)©Pde = | F(o)(&)F(p)(€)de.
Rd R4

Por otro lado, para ¢ € C5°(RY) en la Proposicién 1 de la Leccién 4 mostraremos que F(p) € L'(RY) de donde
tenemos que ¢ = F(y) € L'. Entonces, por la Proposicién 10 de la Leccién 2 podemos escribir:

1F ()72 :/ F(@) () F(p) (&) dg = ]:(@)(35)¢(37)d33=/ p(x)F(9)(x)d.
R4 Rd

Rd

Finalmente calculamos F(¢), donde, por la Proposicién 13 de la Leccién 2 tenemos

F(9)(@) = F(F()(x) = FL(F(p)) ().

Pero, como F(p) € L'(R%), por el Teorema 1 de la Leccién 2 (Inversién de Fourier en L' (R%)) se tiene la identidad
¢ = F1(F(p)) y entonces podemos escribir

F(9)(z) = o(x).

De esta forma, se tiene

IF@)E = [ o@F@ @ = [ earpd = ol
|

Observamos entones que F : C°(R?) — L?(RY) es una isometria, ahora, extendemos esta isometria a todo
el espacio L2(R?) de la siguiente manera: sea f € L2(R?), como C5°(R?) es denso en L2(RY) sabemos que existe
une sucesion (¢, )nen de funciones en C5°(R9) tal que

f= lm o, (2)

n—>-4o0o

donde este limite debe comprenderse en el marco del espacio L?(R?), es decir, h’rr+1 |f — ¢nllrze =0.
n—--—+0oo

Como la sucesecién (¢, )pen converge a f en L?(R?) entonces sabemos que esta sucesién es de Cauchy. Pero
también se tiene que la sucecién (F(¢))nen es de Cauchy. En efecto, por la Proposicién 1 podemos escribir, para
todo n,m € N,

”‘F(Spn) - f(SOm)HLQ = H]:<90n - Spm)HL2 = ”9071 - ‘PmHLZ-

De esta manera, como la sucecién (F(p))nen es de Cauchy en L?(R?) sabemos que es convergente y entonces
definimos la funcién F'(f) como el limite de esta sucecién:

Fi(f)= lm F(pn). 3)

n—-—+oo

Observacion 1 La defincion de la funcion F'(f) es independiente de la sucecion (on)nen tomada.

En efecto, si (¢, )nen es otra sucesion de funciones en C§°(R?) tal que f = 11’ni ¢, en L2(R?), entones, siempre
n—-—+oo

por la Proposicién 1 podemos escribir, para todo n € N,

1F(én) = Flen)llzz = 1F(dn — n)llLz = lléon — @nllr2,

de donde, como lim ||¢, — ¢nllz2 =0 (pues ¢p, y pn convergen a f) entonces lim || F(¢n) — F(¢n)llr2 =0
n—>-+oo n—> 400
m  F(pp). Finalmente por (3) se tiene F'(f) = lm F(¢y).
00 n—r-+o0o

y de esta manera se tiene lim F(¢,) = i
n—r- 400 n—-+



Luego tenemos el siguiente resultado:

Teorema 1 Sea F' : L2(R?) — L2(RY) la aplicacion definida por (3). Entonces F' es la tinica aplicacion
que satisface:

1) F' es lineal.
2) Extension: sea F' |cge(ray la restriccion de F' a C(RY), entonces F' lege (rey= F-

3) Identidad de Plancherel: para todo f € L>(RY), | F' (F)lzz = If|lz2-

Demostracion.
1) La linealidad de F’ se sigue directamente (3) y de la linealidad de F (Definicién 1 de la Leccién 2).

2) Para ¢ € C°(RY) basta tomar en (2) la sucesién constante ¢, = ¢ para todo n € N. De esta manera por
(3) obtenemos directamente F'(p) = h’r:l_ Flpn) = F(p).
n—-—+oo

3) Sea f € L2(RY) y (¢n)nen una sucesién de funciones en C3°(RY) tal que f = 11'1151r ¢n en L2(RY). Como se
n—--+0oo

tiene, por definicién, F'(f) = 11'1(51r F(pn) en L2(RY), entones podemos escribir
n—-—+0oo

I (F)lze = dim | F(on)lce

pero, por la Proposicién 1 sabemos que, para todo n € N, || F(¢n)|lz2 = |l¢nllr2 y de esta forma escribimos
1Pl = im_figalliz = Ifllze

donde la ultima igualdad se justifica por el hecho que (¢, )nen converge a f en L2(RY).

Finalmente verificamos que la aplicacién F’ definida en (3) es la tinica que satisface los puntos 1), 2) y 3) aquf arriba.
En efecto, supongamos que existe F5 : L2(R?) — L2(R%) tal que satisface 1), 2) y 3). Sea entonces f € L?(R%) y
(¢n)nen una sucecién de funciones en C3°(R?) que converge a f en L?(R?). Asi, para todo n € N escribimos

1F(f) = F'(Dlle < 1F5(f) = Falen)llze + 1 Falen) = Flen)llzz + [F(en) = F'(f)lle,

donde se quiere mostrar que cada término aqui arriba tiende a cero cuando n — +o0.

Para el primer término, como J} satisface 1) y 3) y ademés, como ¢,, converge a f en L?(R%), se tiene

lim [F5() — Falen)llzz = Mm I3 —@ullpe = dm IS = gullz2 =0.

n——+o0o +

Para el segundo término, como JF, satisface 2) sabemos que F4(p) = F(p) para todo ¢ € C°(R?) y entonces
| F5(on) — F(en)llr2 = 0 para todo n € N.

Finalmente, para el tercer término, por la definicén de F’ dada en (3) se sigue directamente que lim || F(¢,) — F (f)|lz2 = 0.
n—

De esta manera vemos que || F5(f) — F'(f)|z2 = 0 para todo f € L?(R%) y por lo tanto F' es tinica. [

Definicién 1 (Transformacion de Fourier en L>(R?)) Definimos la transformacion de Fourier en el espacio
L*(RY) como la isometria F' : L>(RY) — L?(R?) dada por (3).

Una vez que hemos definido la transformacién la transformacién de Fourier en L?(RY) pasamos a estudiar su
transformacién inversa.



3.

Transformacién de Fourier inversa en L?(R?) y la formula de inversién

La construccién de la transformacién de Fourier inversa en el espacio L?(R%), la cual notaremos como (F')~,
sigue el mismo esquema de la construccién de la transformacién de Fourier F' en este espacio:

(A)

Recordemos que para f € L'(R?) la transformacién de Fourier inversa se define como

FAUN@ = [ EmEpee (4)

Rd
ver la Defincion 3 de la Leccion 2. Pero esta formula no siempre es valida si consideramos ahora una funcién

f € L*(R%). Para verificar esto se puede tomar la misma funcién f(x) dada en el Ejemplo 1.

T 147

Consideremos entones el espacio de las funciones de test C5°(R?) que es un subespacio denso de L2(R?) pero
se tiene también que CS°(R?) C L'(R?), por lo que para todo ¢ € C°(R?), la funcién F~1(p) dada en (4)
estd bien definida.

Mostramos entonces que F ! envia funciones de C{°(RY) a L*(R?) y que es ademas una isometria.

Proposicién 2 Para todo ¢ € C(R?) se tiene || F~ ()12 = ||l z2-

Prueba. La prueba sigue esencialmente las mismas lineas de la prueba de la Proposicion 1.

La Proposicién 2 es la pieza clave para extender la isometria F~1 : C°(R?) — L2(RY) a una tinica ismotria
(F)7L: L2(RY) — L2(RY): para f € L%(R?) y (¢n)nen una sucecién de funciones en C§°(R?) que converge
a f en L?(R%), definimos (F')~1(f) € L?(R?) como el limite en L?(R%):

(F)7Hf) = dm Fl(pn). ()

n—-—+o0o

Siguiendo las mismas lineas de la demostraciéon del Teorema 1 se tiene:

Teorema 2 Sea la aplicacion (F')~' : L2(R?) — L2(R?) definida por (5). Entonces (F')™! es la tinica
aplicacion que satisface:

1) (F)7t es lineal.

2) Extension: sea (F')~! |cge(ray la restriccion de (F)~L a C°(RY), entonces (F')~1 lege (ray= FL

8) Identidad de Plancherel: para todo f € L>(RY), |(F) ()2 = |1l z2-

Asi tenemos la siguiente definicion:

Definicién 2 (Transformacion de Fourier inversa en L?(R?)) La isometria (F')~! : L2(RY) — L?(RY)

dada por (5) se define como la transformacion de Fourier inversa en el espacio L*>(RY).

A continuaci’on estudiamos la principal propiedad de la transformacién de Fourier inversa la cual justifica este
nombre.

La formula de inversién de Fourier en L?*(RY)

Teorema 3 (Inversién de Fourier en L?>(R%)) Para todo f € L?*(R?) se tiene la identidad en L?(RY):
f=

(F)HFE) = F(F) ).




Demostracién. Sea f € L%(R%) y (¢)nen una sucesién de funciones en C3°(RY) que converge a f en L%(R%). Para
todo n € N sabemos que ¢, € L'(R%) y por la Proposicién 1 de la Leccién 4 sabemos ademés que F(¢,) € L'(R9).
Entonces, por el Teorema 1 de la Leccién 2 (formula de inversién de Fourier en L'(R9)) podemos escribir

on = F H(Flen) = F(F(en)),

de donde, al tomar el limite cuando n — 400, por la defincién de (F/)~! y F’ dada por (5) y (3) respectivamente
se tiene el resultado. [ |

Observacién 2 Es interesante observar que en el marco del espacio L*(R?) la formula de inversion de
Fourier es valida para toda funcion de este espacio, mientras que, si f € L'(RY) necesitamos la hipdtesis
adicional F(f) € LY (R?) para poder escribir f = F~H(F(f)) = F(F1(f)).

4. Relacién con la Transformacién de Fourier en L!(R?)

Consideremos ahora una funcién f € L'(RY) N L2(R%). Por un lado, como f € L'(R?), sabemos por la
Proposicién 1 de la Leccién 2 que su transformacién de Fourier F(f) dada por (1) estd bien definida en el espacio
L>®(R%). Por otro lado, como f € L?(R%) sabemos ademés que su transformacién de Fourier F/(f) dada por (3)
est4 bien definida en el espacio L?(R%).

= La pregunta es: si f € L'(R%) N L?(R?) entonces para cual definicién de transformacién de Fourier, F(f) o
F'(f), deberfamos usar?

En la siguiente proposicién mostramos que estas dos definiciones de transformacién de Fourier y sus transforma-
ciones de Fourier inversas respectivas coinciden en L'(R?) N L2(R%).

Proposicién 3 (Transformacion de Fourier en L'(R?) N L2(R?)) Para todo f € L'(RY) N L2(RY) se tiene:

1) F(£)(€) = F'(£)(€), para casi todo &€ € RY,
2) FL1(f)(x) = (F)7L(f)(x), para casi todo = € RZ.

Prueba.

1) Como f € LY(R?) y f € L?(R%) y ademés, como C5°(R%) es denso en L' (R?) y es denso en L?(R?), entonces
podemos escoger (¢, )neny una sucecién de funciones en Cg°(RY) tal que ¢, — f en L'(R?) y también
©n — f en L%(RY).

De esta manera, como ¢, — f en L'(R?) y como la transformacién de Fourier F : L'(R?) — L°(RY)
es un operador lineal y continuo se tiene que F(p,) — F(f) en L=(RY) y entonces, para todo ¢ € R?
podemos escribir

F(HE) = lim F(p)(&). (6)

n—>-+00

Por otro lado, como ¢, — f en L?, por la defincién de la transformacién de Fourier 7’ dada en (3) sabemos
que F'(f) = ll’H_’l_ F(pn) en L2(R?), pero, por el Teorema 6 de la Leccién 1 tenemos que, para casi todo
n—--—+oo

£ eRY,
F()E) = lim  Flpa)(§) (7)

n—-4oo

Finalmente, por (6) y (7), para casi todo & € R? podemos escribir F(f)(€) = F'(f)(£).

2) La prueba de este punto sigue las misma lineas que la prueba de 1). |



5. Principales propiedades de la transformacién de Fourier en L?(RY)

En la Seccién 3 de la Leccion 2 estudiamos algunas propiedades utiles de la transformacién de Fourier F defi-
nida en el espacio Ll(Rd) y es natural preguntarse si estas mismas propiedades son validas para la transformacion
de Fourier 7' definida en el espacio L?(R%). En esta seccién estudiamos dichas propiedades.

Empecemos con algunas notaciones y observaciones:
e En lo que sigue, para f € L%(R?), la sucesién (¢n)nen siempre denotard la sucesién de funciones en C5°(R%)

que converge a f en L?(R?) y a partir de la cual definimos la transformacién de Fourier F'(f) = gni F(pn)-
n oo

e Ademés, dado que este limite se satisface en el espacio L2(Rd), siempre por el Teorema 6 de la Leccién 1
sabemos que, para casi todo £ € R?, se tiene el limite puntual

/ _ .
FUE = lm Flen)(©). ®)
Este limite nos sera de gran utilidad para estudiar propiedades de ' andlogas a las propiedades de F y la idea
de base es la siguiente: como las propiedades de F se verifican para todo F(¢,,) entonces usando (8) intentaremos

verificar las mismas propiedades para F'(f).

Translacion, Dilatacion y Reflexiéon

Proposicién 4 Sea f € L*(R?). Entonces, para casi todo & € R? se tiene:

1) Traslacion. Para todo y € R?: F'(f(- —y))(§) = e >™EF ()(§) y F'(f)(€ —y) = F (> f)(€).

2) Dilatacién. Para todo € > 0: F'(f(e-))(€) = =F'(f) <>

3) Reflexion. F' (f) &) = /\(_f/)(f)

Prueba. Probaremos solamente el punto 1). Los puntos 2) y 3) siguen exactamente las misma lineas.

Para empezar, observemos que la traslacién respecto a y € R? es un operador lineal y acotado de L?(R%) en
L?*(R?). En efecto, de la definicién de esta operacién se sigue inmediatamente que: para f,g € L>(R%) y X € C en-
tonces (A\f+g)(-—y) = Af(-—y)+g(-—y). Ademés, con un cambio de variable podemos escribir || f(-—y)||2 = || z2-

De esta manera, como ¢, — f en L*(R?) y como la traslacién respecto a y € R? es un operador lineal y
acotado se tiene ¢, (- —y) — f(- — ) en L?(R%), de donde, por definicién de la transformacién de Fourier F' se
tiene

F(f(-=y) = lim Flpu(-—y)),

n—> 400

y luego, por (8), para casi todo & € R? podemos escribir

FfC=y)©) = Mm_ Flen(-—y))(&)

it
n—--+
Pero, por el punto 1) de la Proposicién 3 de la Leccién 2 sabemos que F(pn(- — 4))(€) = e 7 WEF (p,)(€) v
entonces, siempre por (8), en el limite precedente podemos escribir

n—-—+oo

U= = e (i Fe)(©) = TEF O
Para la prueba de la segunda identidad del punto 1) de esta proposicién basta notar que €™ es una funcién
acotada y entonces €™y, converge a 2™ f en L?(RY). De esta manera, nuevamente por el punto 1) de la
Proposicion 3 de la Leccién 2 podemos escribir:

F(*mWf)(€) = Jlm F(e™p)(€) = lim  F(en)(€ —y) = F ()€~ y).

n—-+00



Transformacion de Fourier de una funcién radial

Proposicién 5 Si f € L?(RY) es una funcion radial entones F'(f) es una funcion radial.

Prueba. Como f € L?(R?) es radial entonces podemos escoger la sucesion (¢, )nen tal que, para todo n € N la
funcién ¢,, es una funcién radial y entonces por la Proposicién 4 de la Leccién 2 sabemos que F(py,) es también
una funcién radial.

De esta manera, por (8), para casi todo &1, & € RY tales que |€1| = |£2| podemos escribir
F(AEe) = lim Fe)@)= lim_Fle)&) = F(F)(E).
|
Continuidad

Recordemos, para empezar, que para f € L?(R?) su transformacién de Fourier F'(f) se define por (3) como
un limite de funciones en L?(RY) y por lo tanto F'(f)(€) esta definida para casi todo ¢ € R%. Sin embargo, en el
marco de los espacio de Lebesgue consideramos que dos funciones son ”iguales” si ellas son iguales en casi todo
punto y de esta forma nos formulamos la siguiente pregunta: ; si f € L2(R?) entonces F'(f) es igual a una funcién
continua en casi todo & € R%?

La respuesta a esta pregunta es no y a continuacion presentamos un ejemplo simple.

sin(27x)

Ejemplo 2 Consideremos la recta real R y la funcion que pertenece a L*(R). Para casi todo £ € R

se tiene:

F(£)E) = 1111(6),

donde la funcion 1;_y y(x) vale 1 sobre el intervalo [~1,1] y 0 fuera de este intervalo y por lo tanto no es
continua.

sin(2
En efecto, empecemos por verificar que la funcién M pertenece a L?(R). Para ello cortamos la integral
X
sin(2mz)|? sin(27x) |2 sin(2mz)|?
/ da::/ sin(277) dat+/ ST g
R| T wl<1| T le[>1| T

Para acotar la primera integral usamos el hecho que |sin(z)| < ¢|z|, de donde

/|:c|<1

Por otro lado, para controlar la segunda integral usamos ahora el hecho que |sin(z)| < 1, de donde

/x|>1

> . La primera idea que puede venir a la mente es usar la expresién (8), sin embar-

sin(27x)

2
dxgc/ dr < c¢ < 4o0.
T lz|<1

sin(2mz) |2
T

dzx
dr <c¢ g < Foo.
|z|>1 ‘x’

Calculemos ahora F’ <31n(27ra:)
T
go, si bien esta expresién nos sera 1til para estudiar algunas propiedades generales de F’, al momento de calcular
la transformacién de Fourier de una funcién en particular como la de aqui arriba, la formula (8) es muy poco ttil
pues, primero, requiere encontrar una formula explicita para cada funcién ¢,,, luego calcular su transformacién y

después calcular su limite cuando n — +o0.

sin(27x
/ . . .
De esta manera, para calcular F (H> usaremos la siguiente astucia: observemos para empezar que la

T



funcién 1|_; ;) pertenece a L'(R) y entonces, usando la Definicién 3 de la Leccion 2 podemos calcular su transfor-
macién de Fourier inversa:

2mixr 672771'1 Sin(z’ﬂ'[IJ)

1
F () (2) = /R Ty 1y(€)dE = / e = ¢ _

2mix T

Pero, se tiene ademds que 1;_; ;) pertenece a L?(R) y entonces por el punto 2) de la Proposicién 3, para casi todo

x € R, podemos escribir
sin(27x)

(F) W) (@) = F Mg )(z) =

T

Finalmente, como la funcion % pertenece a L?(R) tomamos entonces la transformacién de Fourier F' y

ademés por la formula de inversién de Fourier en L?(R) (Teorema 3) se tiene, para casi todo & € R:

e (Sm@”)> ©) =F (F) " (I=1,y)) (€) = L=,y (&).

T

Observacién 3 Si consideramos ahora f € L'(R%) N L2(RY) entones F'(f) es continua en casi todo & € RY

En efecto, si f € L'(R?) N L*(R?) entonces por la Proposicién 3 se tiene F'(f)(&) = F(f)(€) para casi todo
¢ € R y ademds, por la Proposicién 6 de la Leccién 2 sabemos que F(f) es una funcién continua.
Convolucién

Para g € L'(R?) y f € L*(R?) por la desigualdad de Young sabemos que g f € L?(R?%) y estudiamos entonces
su transformacién de Fourier.

Proposicién 6 Sean g € L'(R?) y f € L2(RY). Entonces F'(g * f)(&) = F(g9)(&)F' (f)(€) para casi todo
£ eRY,

Prueba. En primer lugar, como ¢, converge a f en L?(RY) entonces por la desigualdad de Young se tiene
que g * @, converge a g * f en L?(R%).

Luego, por la identidad de Parseval (punto 3) del Teorema 1) sabemos que F’ es un operador continuo de LQ(Rd)
en L?(R?%) y entonces se tiene F'(g * f) = h’n}r F'(g % ©n) en L*(R?) y para casi todo ¢ € R? podemos escribir
n—-—+oo

/ o . /
Flg= )€ = lm_Flgxen)©)

Por otro lado, como g € LY(R?) y ¢, € L'(R?), por la desigualdad de Young sabemos que g * ¢, € L'(R?) y

entonces por la Proposicién 3 se tiene F'(g * ¢,,) (&) = F(g * vn)(§). De esta manera, en el lado derecho del limite

precedente podemos escribir

Fllg=£)(§) = lm F(g*en)&).

n—-—+oo

En este punto usamos la Proposicién 5 de la Leccion 2 para obtener:

Flg« €)= lim f(g)(f)f(son)(f)zf(g)(f)< lim f(%)(&))=f(g)(€)f’(f)(€)-

n—»-+400 n—>-+4o00

Derivacion

Para estudiar el comportamiento de F’ con respecto a la derivacién, de la misma manera que en la Seccién
3.5 de la Leccion 2, usamos las funciones de test ¢ € C§° (]Rd) pues por el punto 2) del Teorema 7 de la Leccién 1,
para todo multi-indice a € N? se tiene 0% € L*(R?) y entonces F'(9%p) est4 bien definida en L?(R9).



Proposicién 7 Sean ¢ € C° ya = (a1, - ,aq) € N un multi-indice. Entonces:
1) F1(0¢)(€) = 2mil)" F(9)(€) v
2) 0°F(p)(§) = F'((=2mix)*¢)(E)-

Prueba. Basta notar que 9% € C°(R?) y ademds (—27iz)% € CS°(RY) entonces, por el punto 2) del Teo-
rema 1 se tiene F'(0%) = F(9%) y F'((—2miz)%p) = F((—2mix)*p). El resultado se sigue inmediatamente de
la Proposicién 7 de la Leccién 2. |

Conjugacion

Recordemos que f € L*(R?%) es una funcién a valores en C y que f € L?(R?) denota su conjugado complejo.
Se tiene la siguiente relacién entre la transformacién de Fourier de una funcién y su conjugaciéon compleja.

Proposicién 8 Sea f € L2(R?). Entonces, F'(f) = (F)=1(f) y (F)"'(f) = F(f

~—

Prueba. Como ¢, converge a f en L%(R?%) entonces %, converge a f en L2(R?) y por la definicién de F'(f)
dada en (3) sabemos que

Y . _
F(f= lim Fgn).
Pero, por la Proposicién 13 de la Leccién 2, para todo n € N se tiene F(,) = F~1(p,) vy entonces, por la defincién
de (F')71(f) dada en (5), en el limite anterior podemos escribir
F ()= lim Flep)= lim F(gn)=(F)f)

n—>-4o0o n—> 400

La prueba de la segundad identidad (F')~'(f) = F/(f) sigue las mimas lineas. [

La relacién de Parseval

Finalmente estudiamos dos propiedades titiles de la transformacién de Fourier en L?(RY).

Proposicién 9 Sean f,g € L?>(R%). Entonces:

1) / f@F () @)dz = [ F(f))g(x)dr.
Rd Rd

2) o f(x)g(x)de = F'(f)(x)F'(g9)(x)dx (Relacion de Parseval).

R4

Prueba. Observemos para empezar que por la desigualdad de Holder todas la integrales aqui arriba estdn defini-
das. Mostremos ahora estas identidades.

1) Sean (©n)nen, (¢n)nen dos sucesiones de funciones en C§°(RY) que convergen a f y g en L*(R?) respectiva-
mente. Entonces, por la defincién de F'(g) dada por (3) y el por el teorema de convergencia dominada se
tiene:

[ f@F @@= tim | @) Fon) @),

n——+00 R4

Pero, por la Proposicién 10 de la Leccion 2 se tiene para todo n € N

/ on (@) F(n) (@)dz = / Flpn) ()b (),
]Rd ]Rd

y entonces, siempre por la defincién de F'(f) dada en (3) podemos escribir

y f@)F (g)(z)dz = lim Flen)(@)n(z)dr = | F'(f)(z)g(z)dz.

n—> 400 Rd Rd
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2) Para g € L?(R?) definimos la funcién h = F/(g) € L?(R%). Calculemos F'(h). Primero, por la Proposicién
8 observamos que h = F'(g) = (F')~(g) y entonces por la formula de inversién de Fourier (Teorema 3)
obtenemos F'(h) = F'(F)"1(g)) = 7.

De esta manera, por el punto 1) de esta proposicién escribimos directamente:

f@)g(@)de = | fl@)F (h)(z)de = [ F(f)@)h(z)de= | F'(f)(@)F (g)(x)dx.
R4 R4 R4 R4
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