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Ejercicio 1 —  Aplicaciones complejas
Encontrar todas las aplicaciones f : C — C que verifican la identidad

(Vz € C) f(2)+2f(=2)=1+=z.

Indicacion: verificar que se tiene la identidad (14 22) f(2) = 1422 y estudiar los casos cuando z = i, —i y z # i, —i.

Ejercicio 2 — Identidades y desigualdades importantes

1. Mostrar que se tiene
(Vzl,zg EC) |Z1+22|2—|—|21—ZQ|2:2(|21|2+|ZQ|2)

2. Verificar que se tiene

1 . L . o
(V21,29 € C) 222 = (]zl + 3 — o — @ il iz — il — 122|2)

3. Mostrar que todo nimero complejo de médulo 1, tal que z # 1, se escribe de la forma siguiente

T+
z =

-, z € R.
T —1

4. Mostrar que se tiene
(Vz1,22 € C) |21 + 29)? < (1+|21\2) (1+|22|2)
y estudiar el caso de igualdad.
5. Verificar
(Vz € C) |z —1] <

o1 1]+ 12 ldrg(2)
en donde Arg(z) es el argumento del nimero complejo z.

Ejercicio 3 —  Ecuaciones complejas
1. Para a € R, resolver el sistema de ecuaciones siguiente de incégnitas x,y € R:
cos(a) + cos(a + x) + cos(a+y) = 0
sin(a) + sin(a + z) + sin(a +y) = 0
2. Resolver las ecuaciones a continuacién de incognita z € C:

a) 22 —2zcos(d) +1=0cond cR.

Ejercicio 4 —  Raices n-ésimas de la unidad

1. Sean € N*y sea w una raiz n-ésima de la unidad. Calcular las sumas > ;_, kwk—1y 22;11 WP con p € Z.



{1,

2. SimeN\{0,1}, w= 5 y si 21, 29 € C; mostrar que se tiene
m—1

2 k
< — .
|21 + |22| < - kg_o |21 + w29

* Ejercicio 5 —  Linearizacién de funciones trigonométricas

1. Sean § € R*, p € N*. Utilizando la férmula z = € = cos(0) + i sin(#) mostrar que 27 cos?(0) = (z + l)p y
(20)Psin?(0) = (2 — 1)P

Verificar las identidades 1 + e = 2¢ cos(0/2) y 1 — et = —2ie % sin(0/2)

Calcular las sumas Cy, = > ;_jcos(a+ kb) y S, = >_)_sin(a + kb), con a,b € R.

Calcular la suma > j_, cos®(kx).

ANl

Mostrar que se tiene Y ,_; |sin(k)| > 2+ — 25%11(1)
** Ejercicio 6 —  Un ejercicio de verdad

Sea n € N* y sean z1,...,2, € C*. El objetivo de este ejercicio es mostrar que existe un subconjunto I de
..,n} tal que se tenga la desigualdad
1 n
2El > — Z
> | > W;! K|

kel
1. Definimos la recta Dy del plano complejo que pasa por 0 y que es perpendicular al vector e, § € R y
definimos el conjunto Sy C {1,...n} tal que

Sp = {j e{l,.n}: 00— % < Arg(z;) < 9+g}

Mostrar que Sp es el conjunto de indices j € {1,...,n} tales que los puntos z; pertenezcan al semi-plano
delimitado por la recta Dy y que contiene e®.

2. Notemos 2z = e con 1 = |21| > 0y 0y € [0,27[. Mostrar que se tiene la desigualdad
Z zj| > Re Z zje_ie = Z r; cos(
JESy JESy JESy

3. Definimos la funcién f(0) = ’Zke S, zk‘. Mostrar que f es una funcién escalonada sobre [0, 27].

Definimos la funcién ¢(0) = > ;cg, 7j cos(6; — 0). Mostrar que ¢ es una funcién continua por pedazos.

5. Si definimos la funcién 6;(#) como §;(8) = 1si j € Spy 6;(6) = 0si j ¢ Sp; mostrar que se tiene la

mayoracién
f d0>Z/ cos(0; — 6)5;(6)do.
0
6. Mostrar que si j es un indice, se tiene j € Sy siy solosi 0 € [0; —7/2,60;+ m/2] mod(2r). Més precisamente
verificar que
a) 6;(1)7' = [0, — /2,0, + /2] si 0; € [r/2,37/2)

b) §;(1)~1 =10,0; +7/2] U [0; + 37 /2, 27] sig; €[0,7/2]

c) §;(1)"t=1[0; —n/2,2m] U0,0; —37/2]  sib; € [3m/2,2n]
7. Mostrar que se tiene, en cado uno de los casos anteriores la identidad (utilizar la periodicidad de la funcién
coseno):

27 0;+m/2
/ cos(0; — 6)6;(0)df = / cos(0; — 6)df =
0 «9j 77T/2
8. Verificar que se tiene la estimacién
27 n
FO)d0 =2 ||
j=1
9. Concluir mostrando que el subconjunto Sy es el subconjunto buscado.
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