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Series, convergencia 05/()4/2014

Ejercicio 1 —  Estudio de una serie

Sea (zn)n>1 una sucesién de reales positivos o nulos tales que la serie »_ -, ¥, converge. El objetivo de este
ejercicio es estudiar la convergencia de la serie
VIn
> (1)
nOé

n>1
en funcién de los valores del pardmetro a > %
1. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz estudiar el caso a > %

2. Considerando la sucesién y,, = , mostrar que la serie > -, yn es divergente.

1
nln(n)
3. ;Qué se puede decir de la serie (1) cuando o = %?

Ejercicio 2 —  Comparacién de series

Sean (2n)nen ¥ (Yn)nen dos sucesiones estrictamente positivas. Suponemos que la serie )y, diverge y que

se tiene . )
lim < In__ >:e.
n=+00 \ Yn T+l Yntl

El objetivo de este ejercicio es mostrar que si £ > 0 entonces la serie )z, converge y que si £ < 0 entonces la
serie Y x,, diverge.

1. Suponiendo que £ > 0 y que la serie )y, diverge, mostrar que la serie ) (zz — m> diverge.

2. Verificar que las cantidades Z—" - 9;”—1: son positivas para un cierto IV suficientemente grande y obtener que
n n

N T T
, 1
lim E oo ot = 400
N—+oc0

o \Yn Yn+1

N T T ey, . .
3. Mostrar que ), <‘;" - y”ﬂ) = z—g - yf\‘;—ii, obtener una contradiccién y deducir que si £ > 0 entonces
- n n

la serie Yz, converge.

4. Suponer ahora que ¢ < 0 y que la serie ) x,, converge. Proceder de forma similar, es decir razonando por
el absurdo, para obtener el resultado buscado.

Ejercicio 3 —  Convergencia de una serie

Sea (zn,)nen una sucesion de reales estrictamente positivos que decrece hacia 0. El objetivo de este ejercicio es
estudiar la naturaleza de la serie
LTp — Tp41
T (2)

X
neN n

Six, = %, j, cudl es la naturaleza de esta serie?
2. Sea N > 1y m > 0. Mostrar que

N+m

2 : Tpn — T4l TN — TN4+m+1
T B x

=N n N

3. A partir de esta estimacién deducir que la suma Zivj N il
- n

mente grande.

es superior o igual a % si m es suficiente-

4. Deducir la naturaleza de la serie (2).



Una estimacion

Ejercicio 4
Determinar la parte entera de la suma
10°

Zi

n=1 M3

Para ello seguir las siguientes etapas:
1. Mostrar que para n > 2 se tienen las desigualdades

/"“ dt 1 /" dt
- <—5 < <
n t3 ns n—113

2. Mostrar que se tiene
10°
1
3(V109+1-V2) <> — <3(V10° - 1)
n=2 T3
3. Deducir que
10° 1
2097 < ) — <2998
n=1 n3

y obtener la parte entera de esta suma.

Una desigualdad

Ejercicio 5
Mostrar que existe una constante C' tal que para toda serie convergente a términos positivos » eN Zn S€ tlene

la desigualdad
+00 “+o0o
Z\"/xl--'xngCan. (3)
n=1 n=1

Demostrar la desigualdad artimético-geométrica

nxl...xng

1.

(Por qué esta desigualdad no es suficiente para demostrar (3)? Considerar la familia ug,, = 22 con1 < k <n

y verificar que si xp # 0 entonces Zn 1 Uk n, diverge.

2. Mostrar que se tiene la desigualdad

1 n
YVryxy, < kxy,
" n\"/n!;

3. Deducir que se tiene la estimacién

+1
v < " _Z n+

4. Mostrar que la familia (v, )k n>1 determinada por vy, = n(n+1) para 1 < k < n y 0 sino, verifica

+oo +oo
E Vg = § Vgn = Tk
n=1 n==k

y deducir que esta familia es sumable.
ntl (utilizar la férmula de Stirling) y obtener que

7. . , 1
5. Dar el limite 111r+nOO Vol
n+1 <« n
n < o ka,ngozvk,n
vl k=1

n—

=z

6. Mostrar que se tiene

VT < CZZ% sczxn

n=1k=1

M=

n=1

7. Concluir.



