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Ejercicio 1 —  Continuidad
El objetivo de este ejercicio es estudiar la prolongacién de una funcién por continuidad. Para esto se pide
estudiar la existencia y el valor eventual de un limite en (0,0) (punto llamado “especial”) para las funciones f
siguientes, para las cuales se da f(z,y):
3+ 3
22 4+ yt
Indicacién: Considerar f(u(t)) con u(t) = (0,1).

1.

232
26 + y4 ’
Indicacién: Considerar f(u(t)) con u(t) = (¢,0) y (¢, t%) (cuidado con el signo de t en la expresién t%)
2P
26 + y8 :
Indicacién: Considerar la notacion X = |z|?, Y = y*, luego p = (X2 + Y2)% y mostrar que |f(z,y)| < g(p)
donde g¢(-) debe ser explicitada.

P el 1 it
r+y

Indicacién: Considerar f(u(t)) con u(t) = (¢,0) y (t, —t + t2)

1 — cos (w/ ]:py|>
]
Indicacién: Este ejercicio es mas delicado, utilizaremos una funcién equivalente a la funcién cos(-) alrededor

de 0. Seguir los pasos siguientes:
t2

a) Mostrar con la ayuda de un desarrollo de orden 2 de la férmula de Taylor-Lagrange que (1—cost) 5

b) Deducir que existe a > 0 tal que V¢t €] — o, af, 0 < 1 —cost < 2.
c) Considerar una pareja (z,y) € R x R* tal que |z| < a y |y| < a aplicar la tultima desigualdad para
encontrar un mayorante de | f(z,y)|

d) Demostrar que tiende a 0 cuando (z,y) tiende a (0,0), es decir queremos demostrar que esta funcién
es prolongable por continuidad en 0.

* Ejercicio 2 —  Derivadas parciales primeras (dpp)
Para las funciones siguientes f : R?> — R estudiar la continuidad de f, y la existencia y continuidad de las

derivadas parciales de f.
sin(23) —sin(y?) |
1. f($7y) — .%'2 4 yg S1 (I’,y) 7é (070)
0 st (z,y) = (0,0)
Indicaciones: Esta funcién es C! sobre R x R\ {(0,0)} (abierto) gracias a los teoremas generales, entonces
el Unico punto especial es el origen.

Continuidad de f: Intentar varios caminos u(t) = (uy(t),u2(t)) y verificar que los limites son iguales.
Luego utilizar sint ol t para encontrar un mayorante de |f(z,y) — f(0,0)| para (z,y) € R* x R* y mostrar

su continuidad en 0.



Existencia de las ddp: Definir las funciones parciales f(z,0) y f(0,y) y utilizando la definicién de
derivada (es decir, 1fII(1)|f($,0) — £(0,0)|/x) mostrar que en (0,0) las dpp existen y valen 2—5(0,0) =1y
T—

0
50,00 =-1.

Continuidad de las ddp: Calcular les derivadas parciales para R x R\ {(0,0)} y para (z,y) = (0,0).
Para estudiar la continuidad consideraremos las aplicaciones parciales (técnica muy préctica que hay que

dominar) g—i(u(t)) y g—i(u(t)), para mostrar que estas dpp no son continuas.
) .
rsin= six #0
fl@,y) = z
0 siz=0

Indicaciones: Los puntos especiales de esta funcién se encuentra en el conjunto U = {(z,y) € R? : z = 0}, en
el exterior de este conjunto la funcién es C!, es decir, f € C}(R* x R) (justificar). Una vez mds encontramos
que el origen (0,0) € U es un punto especial que merece un tratamiento particular, el origen serd muy
importante en el estudio de la existencia y continuidad de %(ac, Y).

Continuidad de f: No olvidar que en este caso no tenemos solamente un punto especial sino un conjunto
y que la continuidad debe ser verificada sobre todo U. Para esto, en lugar de considerar solamente | f(x,0)—
£(0,0)| (lo que demostraria la continuidad en el origen solamente) debemos considerar |f(x,yo) — f(0,yo)|
para yo € R.

Existencia de las ddp: La derivada parcial en y no es complicada, para la derivada parcial en x conside-
raremos para yg € R la aplicacion parcial:

f(-,y()): R — R

2z sin 22 six#0
T T
0 siz=0

esta funcién es una funcién de UNA variable. Tener especial cuidado en el caso yg = 0. En este ejercicio es
necesario explicitar el dominio de definicién de las dpp.

Continuidad de las ddp: Calcular las derivadas parciales para R x R\ U y para (z,y) € U donde f
admite derivadas parciales. Utilizando u(t) adecuadas (por ejemplo, (t,t) para la derivada en z y (¢2,t)
para la derivada en y) se podra demostrar facilmente que los limites de las dpp no estan definidos en los
puntos de U donde f admite ddp.

Ejercicio 3 —  Derivada de una funcién compuesta

En este ejercicio se pide calcular las derivadas primeras de una funcién compuesta.

1.

Funcién compuesta de una variable real. Sean las funciones siguientes:

g: R? — R h: R — R?
(z,y) — 2?+y t o h(t) = (h(t), hat)) = (2, e — 2),

definimos f(z) = (g o h)(x) = g(h(x)) para € R. Calcular, utilizando la férmula de derivacién de una
funciéon compuesta,

d
%f ().
y confirmar los célculos explicitando la funcién f(-).

Funcién compuesta de dos variables reales. Sean las funciones siguientes:

h: R2 — RS
h(u>v) = (hl(uvv)th(ua U)7h3(u’v))
= (w, u+v, u—0),

g: R? — R
(z,y,2) +— z+yz (u,0)

definimos f(x,y) = (9o h)(z,y) = g(h(z,y)) para (z,y) € R2. calcular, utilizando la férmula de derivacién
de una funcién compuesta,

0 0



y confirmar los célculos explicitando la funcién f(-,-).

Ejercicio 4 —  Un C!-difeomorfismo

Se propone demostrar que la funcién f siguiente es un C'-difeomorfismo de R? sobre R?.

f: R — R
(‘T?y) I (x3+3mey,y—$2)

Indicaciones: Para mostrar que su matriz Jacobiana J¢(x,y) es inversible, serd suficiente mostrar que su
determinante es siempre positivo (es decir, V(z,y) € R? det(J¢(z,y)) > 0 ). Luego para verificar la biyectividad
de f considerar el sistema de ecuaciones:

— 3
flay) = (X,Y) {5 - §_+x?2>$ey "

y estudiando la funcién ¢ : x — 3eYze® + 23 — X mostrar que (1) admite una solucién dnica. Para esto se es-
tudiard la monotonia de ¢ y sus limites cuando x — 400y x — —o0. j, Por qué la biyectividad de ¢ implica la de f?

Ejercicio 5 —  Extremos

Determinar los extremos locales et globales de las aplicaciones f siguientes, para las cuales se da el conjunto
de salida y de llegada.
1. R2, 4% —32%y + 224
Indicacién: Verificar que en el (solamente hay uno) punto critico (xg,yo) de esta funcién tenemos s —rt = 0.
Vamos entonces, para determinar si este punto es un extremo local o global, a considerar (es del punto
(h, k) que hablamos) (h,0) y el vector (h, 3h?) y estudiar el signo de f(zo + h,yo + k) — f(z0,%0), ies un
extremo local?

Por otro lado, calcular el limite cuando x — +oo para las funciones x — f(x,0) y =z — f(z, %1’2), Ila
funcién f admite extremo global?

1 1
2. R* xR* 4oy + — + —

r Yy
Indicacién: Determinar la naturaleza del inico punto critico de esta funcién, luego considerar la funcién
x — f(z,z) y estudiarla cuando x — +ooy z — 0.

3. R%, 23 + 43 — 9xy + 27
Indicacién: §Cuél es la naturaleza de estos puntos criticos? considerar = — f(x,0), jes mayorada o mino-
rada? ; f admite entonces un extremo global?



