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1. Generalidades

1.1. Normas y Distancias

Definicién 1 (Norma) Sea E un K-espacio vectorial (donde K =R ¢ C) y notemos x un elemento de E. Una

norma es una funcion || - ||g : E — [0, +00] que verifica las propiedades:
(N.1) |z||lg=0<= 2 =0, (separabilidad)
(N.2) || A\z||g = |M||z||g para todo X € K, (homogeneidad)

(N.3) |z +ylle < |zl + |ylg para todo x,y € E  (desigualdad triangular).

Notaremos a los espacios vectoriales normados (E,|| - ||g).

Observacién 1 Cuando solamente las propiedades (N.2) y (N.3) de la definicién anterior son verificadas, se dice
que la aplicacién || - ||z es una semi-norma.

Definicién 2 (Distancia) Un espacio métrico (E,dg) estd dado por un conjunto E dotado de una aplicacion
dp : E x E — [0,4+00[ llamada distancia o métrica que verifica los siguientes puntos:

(D.1) para todo z,y € E, dp(x,y) = dg(y, ) (propiedad de simetria),
(D.2) dg(z,y) =0 siysolosiz=y (separabilidad),
(D.3) para todo x,y,z € E: dg(z,y) < dg(z,2) +dg(z,y) (desigualdad triangular).

Observacién 2 Todo espacio normado (F, || - ||g) es un espacio métrico dotado de la distancia inducida por la
norma || - || determinada por la férmula dg(z,y) = ||z — y||E.

’El espacio normado (F, || - ||g) estard siempre dotado de la distancia inducida. ‘

1.2. Diametro de una parte, distancia entre dos partes.

Definicién 3 Sea (E,dg) un espacio métrico. Si A C E es un subconjunto no vacio de E definimos el didmetro
de A como el elemento de [0, +0o0] dado por:

0(A) = sup dg(x,y).
(z,y)EAXA

Se dice que A es acotado si 0(A) < +00.

Definicién 4 Sean A y B dos partes no vacias de un espacio métrico (E,dg). Se llama distancia de A a B al
real
d(A,B) = infd .
( ) ) xuelA E($7y)
yeB

Cuando x es un elemento de E, se llama distancia de x a A al real

d(z, A) = d({x}v A) = ;Ielng(l’,y)



1.3. Bolas y esferas

Definicién 5 Sea (E,dg) un espacio métrico. Para todo x € E y para todo real v > 0, se llama:
- bola abierta de centro x de radio r el conjunto B(x,r) ={y € E : dg(z,y) < r},
- bola cerrada de centro z de radio r el conjunto B(z,r) = {y € E : dg(z,y) <1},

- esfera de centro = de radio r el conjunto S(z,r) ={y € E :dg(x,y) =r}.

Proposicién 1 Sean (E,dg) un espacio métrico, A una parte de E y x € E. El conjunto A es acotado si y
solamente si existe un real v > 0 tal que A C B(x,r).

1.4. Topologia de un espacio métrico

Definicién 6 (Topologia) Una familia T de subconjuntos de un conjunto E define una topologia sobre E si las
tres condiciones son verificadas:

(T.1) El conjunto vacio O asi como el conjunto E pertenecen a T,
(T.2) La interseccion finita de elementos de T pertenece a T,
(T.3) La reunion cualquiera de elementos de T pertenece a T .

Los elementos de T son llamados conjuntos abiertos, sus complementarios son llamados cerrados y el espacio
(E,T) es llamado espacio topoldgico.

Definicién 7 (Vecindades) Sea (E,T) un espacio topoldgico. Se llama vecindad de un elemento x de E toda
parte V de E que contenga un abierto que contenga x. El conjunto de vecindades de x es notado V(zx).

Definicion 8 Un espacio topoldgico E se dice separado si para todos los elementos x,y € E, x # vy, existe
VeViz)yW e V(y) tales que VW = 0.

Observacién 3 Todo espacio métrico es un espacio topolégico dotado de una topologia natural inducida por la
distancia. Esta topologia se define por medio de las bolas abiertas de la definicién 5.

’Un espacio métrico (F,dg) estara siempre dotado de su topologia natural.

Definicién 9 (Adherencia) La adherencia de una parte de A de E, notada A, es el mds pequeno conjunto
cerrado que contiene a A.

Proposicién 2 Sea (E,dg) un espacio métrico dotado de su topologia natural y sea A una parte de E. Un
elemento x de E pertenece a A si y solamente si unas de las siguientes afirmaciones es verificada:

i) Ve >0, Ja € A, dg(a,x) < ¢.
ii) Para toda vecindad V de xz, VN A # (.
iii) dp(z, A) = 0.

Definicién 10 (Densidad) Una parte de A de E se dice densa en E si A= E.

(o]
Definicién 11 (Interior) Sea (E,dg) un espacio métrico. El interior de una parte A de E, notada A, es el mds
grande abierto contenido en A.

[¢]
Proposicién 3 Sea A una parte de E y un elemento x de A. Se tiene que x € A si y solamente si una de las

siguientes afirmaciones es verificada:

i) A es una vecindad de x.



it) Existe un real ¢ > 0 tal que B(x,e) C A.

Definicién 12 (Frontera) La frontera de una parte A de E, es el conjunto A\ A. Se la nota Fr(A) o dA.

Definicién 13 Sea (E,dg) un espacio métrico y sea A una parte de E.

- Se dice que x € E es un punto de acumulacién de A si para toda vecindad V de x, VNA#£ Dy VNA £ {z},
lo que también se escribe como

Ve >0, B(z,e)NA#0 vy B(z,e)NA#{z}.

- Se dice que x € A es un punto aislado de A si existe una vecindad V' de x tal que VN A = {z}, lo que se

escribe también como
Je >0, B(z,e)NA={z}.

Observacién 4 Siz es un punto de acumulacion de A, entonces x € A y ademds para todo € > 0, la bola B(z,¢)
contiene una infinidad de puntos de A.

Sea (E,dg) un espacio métrico y A C E. Una manera natural de hacer de A un espacio métrico considerando
la restriccion de la distancia dg de E a A x A.

Proposicién 4 Sea (E,dg) un espacio métrico y sea A una parte de E.
- Los abiertos de A son los conjuntos de la forma QN A, en donde Q) es un abierto de E.
- Los cerrados de A son los conjuntos de la forma F N A, con Q un cerrado de E.

- Six € A, las vecindades de x en A son los conjuntos de la forma V N A, donde V' es una vecindad de x en
E.

1.5. Limites y Continuidad

Definicién 14 (Limites) Sean (E,dg) y (F,dr) dos espacios métricos, sea f una aplicacion de E en F' y sea A

un subconjunto de E. Sean xg € A y yo € F, diremos que el limite de f(x) cuando x € A tiende o converge hacia

o es igual a yo y lo notaremos
lm f(z) = yo,
T—T0
T€EA

st para cada vecindad W de yo, existe una vecindad V' de xqg tal que f(V N A) C W. Nétese en particular que si
el limite existe, es unico.

Definicién 15 (Continuidad en un punto) Sea f : (E,dg) — (F,dr) una aplicacion. Diremos que f es
continua en xqg St

lim f(z) = f(zo)

Es equivalente decir que la imagen reciproca de toda vecindad de f(xg) es una vecindad de xo. En términos de &
y 0 esta definicion se escribe:

(Ve > 0)(36, > 0)(Vx € E) : dp(z,20) < 6, = dp(f(2), f(x0)) < &.
Diremos que f es continua sobre E, o simplemente continua, si es continua en cada uno de los puntos de E.

Proposicién 5 Sean (E,dg), (F,dr) y (G,dg) tres espacios métricos y dos aplicaciones f : E — F yg: F — G.
Si f es continua en xy € E y g es continua en f(xg) € F , entonces la aplicacion go f : E — G es continua en
Q-

Proposicién 6 Sea f: E — F una aplicacion. Las tres siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) f es continua sobre E.



i1) La imagen reciproca por f de todo abierto es un abierto de E, es decir, para todo B abierto de F el conjunto
{r € E: f(x) € B} es un abierto de E.

i11) La imagen reciproca por f de todo cerrado es un cerrado de E, es decir, para todo C' cerrado de F' el conjunto
{r € E: f(x) € C} es un cerrado de E.

Observacién 5 Cuando la imagen por f de todo abierto es un abierto, se dice que f es una aplicacién abierta. Una
aplicacién continua no es necesariamente una aplicacién abierta. De igual manera, la imagen por una aplicacion
continua de un cerrado no es necesariamente un cerrado.

Observacién 6 Sea f: D C E — F una funcién. Si f no estd definida en zq y si se tiene

lim f(z) = yo
T—T0
r#x0

para un yp en F, entonces la funcién g definida sobre D U {z¢} por g(x) = f(x) sobre D y g(x¢) = yo es continua
en xg y es llamada la prolongacion por continuidad de f en xg.

Definicién 16 Sean f: D C (E,dg) — (F,dp) y xg € D. Se dice que
- f es continua por la derecha en gy si lim f(z) = f(xg),
T—T0
r>T0

- f es continua por la izquierda en xo si lim f(x) = f(xo).
T—T0

<z

Se dice que f presenta una discontinuidad de primera especie en zg si y; = lim f(x) y yg = lim f(x) existen, y
Tr—xQ Tr—x0

x<xQ x>x0

80 Yi 7 Yd-

Definicién 17 (Homeomorfismos) Sea una aplicacion f : (E,dg) — (F,dr). Se dice que f es un homeomor-
fismo si f es biyectiva, continua y si f~! es continua.

Observacién 7 Una aplicacion puede ser continua y biyectiva sin que la aplicacion reciproca lo sea. Bajo ciertas
hipétesis de compacidad, es igualmente posible concluir la continuidad de la aplicacién reciproca.

Definicién 18 (Equivalencia de distancias y de normas)

- Dos normas || - |1 y || - |2 sobre un mismo e.v. E son equivalentes si existen dos constantes C; >0 y Cy > 0
tales que para todo r € F,
Cillzlly < llzll2 < Callz]s-

- Dos distancias d y d' sobre E son equivalentes si existen dos constantes C1 > 0 y Co > 0 tales que para todo
z,y € E, Crd(z,y) < d'(z,y) < Crd(z,y).

Observacioén 8
- Dos normas equivalentes inducen dos distancias equivalentes.

- Sobre un e.v. de dimensién finita todas las normas son equivalentes (teorema).

Definicién 19 (Convergencia simple) Sean (E,dg) y (F,dr) dos espacios métricos, sea (fn)nen una sucesion
de aplicaciones de E en F' y sea A un subconjunto de E. Diremos que la sucesion (fn)nen converge simplemente
sobre A hacia f si

(Vz € A) (Ve > 0) (AN, VR €N) : n > Ny, = dp(fu(z), f(2)) <e.



Definicién 20 (Aplicaciones uniformemente continuas) Sean (E,dg) y (F,dr) dos espacios métricos y sea
f una aplicacion de E en F'. Decimos que f es uniformemente continua si

(Ve > 0)(36 > 0)(Va,y € E) : dp(x,y) <d = dp(f(x), f(y)) <e.

Observacion 9

- Una funcién uniformemente continua es continua, el matiz del concepto es que una funcion uniformemente
continua verifica dr(f(x), f(y)) < € para todas las parejas (z,y) € E x E tales que dg(z,y) < 6, donde J es
independiente de x, mientras que para una funcién continua el pardmetro § depende de x. La uniformidad
de este 6 > 0 para una funcién uniformemente continua f hace de ella una funcién de facil empleo. Asi,
ciertos teoremas son verdaderos para las funciones uniformemente continuas pero no para todas las funciones
continuas.

- Cuidado! La continuidad uniforme no es una nocién topolégica. Dicho de otra manera, no basta con definir
solamente la topologia de E' y F' para definir la continuidad uniforme.

Definicién 21 Sean (E,dg) y (F,dr) dos espacios métricos, sea (fn)nen una sucesion de aplicaciones de E en
F y sea A un subconjunto de E. Diremos que la sucesion (fn)nen converge uniformemente sobre A hacia f si

(Ve >0) (AN, VneN): n> N, = (Vz € A) dp(fu(x), f(z)) <e.
La expresion anterior es equivalente a

(Ve >0) (3N, Vn e N):  n> N, = sup dp(fn(z), f(2)) < e.
€A

Definicién 22 (Aplicacién lipschitziana) Sean (E,dg) y (F,dr) dos espacios métricos y sea f una aplicacion
de E en F. Si para todo x,y € E existe una constante k > 0 tal que

entonces diremos que la aplicacion f es k-lipschitziana. En particular si 0 < k < 1 diremos que f es contractante.

Recuérdese que una aplicacién k-lipschitziana es uniformemente continua y por lo tanto continua, pero que no se
tienen las implicaciones reciprocas.

‘k—lipschitz = uniformemente continua = continua

1.6. Producto de espacios métricos

Nos damos un nimero finito de espacios métricos (E1,d1), ..., (E,,d,) y ponemos E = Ej X --- X E,,. Vamos
a hacer de F un espacio métrico. Un forma natural de hacerlo es construyendo una distancia dg a partir de las

distancias d;. Podemos, por ejemplo, definir para x = (z1,...,x,) Yy y = (Y1, .., yn) en E, dg(x,y) = sup d;(x;, ;).
1<i<n

Asi definida, esta distancia se llama distancia producto sobre E. Salvo mencién de lo contrario, es esta distancia
que utilizaremos por defecto sobre un producto de espacios métricos.

Observacién 10 No existe una manera unica de definir una distancia sobre un espacio producto:

- Escribiendo
n n 1/2
dp(,y) =Y di(ziy:) v dpley) = (Z di(xi7yi)2> ,
i=1 i=1

también se definen distancias sobre E. Estas distancias son equivalentes a la distancia producto dg, puesto
que
(Vz,y € E), dp(z,y) < dg(z,y) < dg(2,y) < ndp(z,y).

Es, entonces, indiferente trabajar con cualquiera de estas distancias. Hemos escogido dg como distancia
) )
producto puesto que es la de mas facil utilizacién.



- En el espacio métrico producto (F,dg) que acabamos de construir, la bola abierta de centro a = (ay, ..., a2)

de radio r > 0, verifica
B(a,r) = B(a1,r) X - -+ X B(ap,r).

Proposicién 7 Si Oy, ...,0, son abiertos de En, ..., B, (respectivamente), el producto O1 X - -+ x O,, es un abierto
de E llamado abierto elemental.

En esta definicién queda sobre entendido (y es verdadero) que un abierto de E no es en general un abierto
elemental.

Proposicion 8 La proyeccion de indice © definida por

7TZ'2E:E1><~"><ETL — Ez

(T1,...kp) +—
es una aplicacion continua y abierta.
Proposicion 9 Una aplicacion

f(F,dF) — E:E1X"'><En
z — f(x) = (f(@1), -, f(2n))

es continua en xg € F si y solamente si para todo i, f; = m; o f es continua en xg.

Proposicién 10 Sea una aplicacién f : E = Ey x --- X E, — (F,dr) y a = (a1,...,a,) € E. Para todo 1,
notamos
Ji:Bi — F T f(a1, ..., @i-1,%, Qit1, 5 Op)

(fi se llama aplicacién parcial de indice i en el punto a). Si f es continua en a, entonces para todo i, la aplicacion
parcial f; es continua en a;.

Observacién 11 Cuidado! La reciproca de este iltimo resultado es falsa. Dicho de otra manera, puede suceder
que todas los f; sean continuas en a; sin que f sea continua en a.

Proposicién 11 (Continuidad de la distancia) Sea (F,dg) un espacio métrico. Entonces la aplicacion dis-
tancia dg : E X E — R es lipschitziana, en particular continua.

Proposicién 12 (Continuidad de las operaciones en un e.v.n.) Sea E un e.v.n sobre K (donde K =R o
C). Las aplicaciones

ExE—E (zx,y)r—a+y y ExXE—K (M\Nz)— Az
son continuas.
Proposicién 13 (Teorema del sdnduche) Sean f,g,h tres aplicaciones f,g,h : (E,dg) — R. Si para todo

x € E se tiene f(x) < g(x) < h(z) y si lim f(z) = lm h(z) = yo entonces lim g(z) = yo.
r—x0 T—T( T—T0

zeE z€E rzeEE



