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1. Algebras sobre espacios vectoriales

Se escribira [1,n] para denotar intervalo discreto y {1,2,3,...,n}.
Definicion. Sea K un cuerpo, un dlgebra sobre K es un K-espacio vectorial V', armado de una operacién binaria

OVXV —V
(z,y) — 20Oy

que cumple las siguientes propiedades:
1. Distributiva por la izquierda: Para todo x,y,z € V,se tiene que 2 ® (y+2) =20y + 2 © 2.
2. Distributiva por la derecha: Para todo x,y,z € V se tiene que (z+y) @ z=202+y O 2.

3. Compatible con la multiplicacion por escalar: Para todo x,y € V y a € K se tiene que a(z @ y) = (ax) Oy =
z® (ay).

A la operacion ® se le dice producto bilineal o, simplemente, producto del algebra V.

Definicion. Sean V, W, adlgebras sobre K. Un homomorfismo de dlgebras es una aplicaciéon K-lineal T : V — W
tal que
T(xovy)=T(x)ow T(y)

para todo x,y € V; donde ®y y Ow son los productos de V' y W, respectivamente.
Un algebra V se dice isomorfa a otra algebra W (notado por V' = W), si es que existe un homomorfismo de
algebras T : V' — W, que sea biyectivo.

Definicion. Una subdlgebra de un dlgebra V sobre K, es un K-subespacio vectorial U, tal que
xOyelU,
cuando z,y € V.
Definiciéon. Un producto @, en un algebra V', se dice
» Asociativo: Si para todo x,y,z € V se tiene que 2 ® (y©z2) = (x O y) © 2.
s Conmutativo: Si para todo z,y € V se tiene que z Oy =y O x.

Respectivamente, se dird que V' es un dlgebra asociativa o conmutativa.

Un elemento e € V' se dice una unidad si e ® x = x ® e = x para todo x € V. Si es que existe una unidad en V
entonces se dird que esta es un algebra unitaria.

Dada un élgebra unitaria V', entonces un elemento z € V se dice que tiene un inverso a la derecha (resp. a la
izquierda) si es que existe y € V tal que  ©@ y = e (resp. y ©@ z = e). Un elemento x € V se dice invertible si es
que tiene un mismo inverso a la derecha como a la izquierda, es decir, existe y € V tal que x Oy =y © x = e.

Se puede comprobar facilmente lo siguiente.

Lema 1.1. SiV es un dlgebra y tiene una unidad e, entonces esta es unica.

St x € V es invertible entonces tiene un unico inverso y € V. Se le llamard el inverso de x, y se lo escribe como
-1

T,



Si es que V tiene dimensién finita entonces se fijara una base de la misma:
B ={vi,...,on},
con n = dim(V). Asi, cada elemento z € V es de la forma z = ;" | x;v;, con z; € K para todo i € [1,n].

Ejemplo 1.

» En el espacio vectorial R? podemos definir un estructura de algebra sobre R, por medio del producto

(x1,22) © (y1,¥2) = (T1y1 — T2y2, T1Y2 + T2Y1).

El producto es asociativo, tiene unidad (dado por el vector (1,0)) y es conmutativo. La dimensién de esta
algebra es 2 y serd conocida como dlgebra de los numeros complejos, denotada por C. Usualmente a un dupla
(w1, 22) € R? se la escribe como z1 + iz (de esta manera: i = (0,1), i2 = —(1,0) = —1) y el producto se
leera como

(@1 + 122)(y1 +iy2) = 21y1 — @2y2 + i(T1Y2 + T2y1).

Por todas las propiedades anteriores y dado que todo elemento distinto de cero tiene un inverso, se puede
concluir que C es también un cuerpo.

Definicién. [9] Sea K un anillo unitario. Una matriz de matrices nxn en K es una familia de escalares { H;;,} C K
con 4,7,k € [1,n] tal que para cada i € [1,n] se tiene que (Hjjj) 1 € K™ ™.

El siguiente resultado se deduce de las propiedades del producto bilineal.

Lema 1.2. Sea V un K-espacio vectorial de dimension n € N*, B = {vi,...,v,} una base de V' y H = {H;jx}
una matriz de matrices n X n, entonces existe un unico producto @ que hace de V un dlgebra y tal que verifica

n
vi©uj =Y Hywp Vi j€[ln] (1)
k=1

Observacién. A los escalares H;j;, € K que determinan el producto bilineal en V, por medio de se les llamara
constantes de estructura.

Observacién. Toda dlgebra sobre K, de dimensién finita n, es isomorfa (como espacio vectorial) a K™, por medio

de la aplicacion K-lineal:
n n
g TiV; g i€,
i=1 i=1

donde e; es el i-ésimo vector canénico en R".En adelante, se asumird por defecto a K™ (junto con la base candnica)
para referirnos a una édlgebra sobre K de dimensiéon n. Por convencién, se asume que el primer vector de la base
candnica:

(1,0,...,0)

es la unidad, si es que esta existe, y se representara por el simbolo 1. Ademads, para simplificar la notacion, al
producto z ® y se lo escribird como la yuxtaposicién zy, siempre que no haya riesgo de confusion.

Ejemplo 2. Por el lema [I.2] un dlgebra de dimensién finita se puede describir solamente sabiendo cémo es el
producto en los elementos de la base, por medio de la ecuacién .

» En el espacio vectorial R* se construye un dlgebra sobre R. Para ello, se escribe una cuddrupla (1, 22, r3, 1) €
R* como
r1 +iT2 + jr3 + k4.
Es decir 1 = (1,0,0,0), « = (0,1,0,0), 5 = (0,0,1,0) y £ = (0,0,0,1). Ya que 1 debe ser la unidad, se
satisface:
il=1li=4, jl=1j=j, kl=1k=~F.

Adicionalmente, se cumple para los otros elementos de la base que



ij=k, ji=—k.

Para extender el producto a todos los elementos z = z1 +ix9+ jx3+ kx4, se asume la propiedad distributiva.
Esto define un producto asociativo y no conmutativo. Se verifica que todo elemento tendrd un inverso. La
dimensién del dlgebra es 4 y serd conocida como dlgebra de los cuaterniones, denotada por H. Como no es
conmutativo, no es un cuerpo.

» En R?, por otro lado existe otra estructura de dlgebra muy similar, conocida como dlgebra de los bicomplejos,
denotada por BC, la cual cumple en cambio que

ij =ji=k.
Esto define un producto que es asociativo y conmutativo. Sin embargo, no todos los elementos son invertibles
y tampoco es un cuerpo.

2. Algebras hipercomplejas

El siguiente concepto, como se lo presenta, se puede encontrar en [9].

Definicion. Un algebra V sobre el cuerpo R, que sea unitaria, asociativa y de dimensién finita se dice que es un
sistema de numeros hipercomplejos o dlgebra hipercompleja.

El siguiente criterio sirve para verificar que un algebra es hipercompleja.

Proposicién 2.1. Un digebra de dimension n, determinada por una matriz de matrices H = {H;j,}, es un dlgebra
hipercompleja si y solo si para todo i,j,m,l € [1,n] se cumple que

Hyji, = 6j,
Hii = i, (2)
Yonet Hiyme Hirg = > 25—y HijiHy.-

El siguiente resultado es inmediato.

Lema 2.1. Un dlgebra hipercompleja es conmutativa si cumple y se tiene que para todo i,j,k € [1,n]:
Hijk = H]zk (3)

Ejemplo 3.

= Usando las ecuaciones o se puede verificar que C, H y BC son &dlgebras hipercomplejas. Por ejemplo,
en C se tiene que 17 =4, i1 =1, 1(14) = (11)q, 1(43) = (1¢)3, (i3)i = i(4i), lo cual prueba (3)).

Alternativamente, C es determinada por una matriz de matrices 2 x 2, que consta de 23 = 8 niimeros. A
saber:
Hin=1 Hn2=0, Hi2z1=0, Hin=1,

Hy11 =0, Hop=1, H=-1, Hzg=0;
de donde se deduce . Los casos para H y BC son similares.

» Fijando dos escalares reales o y 3, se considera a R? como un dlgebra sobre R, determinada por las constantes

de estructura:
Hy1n=1, Hyu2=0, Hio1 =0, Hip =1,

Hs11 =0, Hop=1, Hyn=—-a, Hx=0p.
Es decir, la unidad es (1,0) y el vector ¢ := (0,1) cumple que

i = —a— fi.



Al igual que antes, se comprueba que R? con este producto es un algebra hipercompleja y es ademés
conmutativa. Se los conoce como niumeros complejos generalizados, o también nimeros complejos en 2
dimensiones y denotados por C, 3.

El nombre se debe a que el dlgebra de los niimeros complejos es un caso particular de los niimeros complejos
generalizados, pues C = C, g con a = 1 y B = 0. Serdn el dlgebra en el que este trabajo se centrard y serdn
explorados a fondo més adelante.

» Las dlgebras de Clifford son famosas por sus aplicaciones a la fisica, véase [1], son una generalizacién de las
lgebras ya vistas. Se construyen de la siguiente manera: dado n € N, se considera el espacio R%", en donde
cada elemento de la base candnica, se 1o nombra como e4, donde A =0 o0 A = {ay,as,...,as} con s € [1,n],
a; € [1,n] y a; < a;+1 para todo indice i. Es decir, la base estd escrita como

€o, €1, €2, ... ,€n, €12, €13, ... , €n—1n, --- , €12..n-

En lo anterior, se ha simplificado la notacién con 0 = y

ajaz...as = {ai,az,...,an}.

El producto esta definido como

|ANB| (_1)p(A,B)

esep = (—1) CAAB,

donde | - | es la cardinalidad de un conjunto, A es la suma simétrica de conjuntos y p(A4,B) = > ;.5 |{i €
A : i > 1}|. Se comprueba que son &lgebras hipercomplejas pero no necesariamente son conmutativas. En
particular, se tiene que e es la unidad y que para todo 4,5 € [1,n]:

e = —1,

<

eiej = —eje;, para todo i # j.

Ademas, eq €4, - - - €a, = €q1a9..a, PATa 1 < a1 < ag < ...as < n. Las algebras de Clifford se denotan como
Ay 0 €L, y verifican que ) = R, o) = C y oh = H. Para més informacion acerca de las algebras de
Clifford se puede revisar [4].

Definicién. Un elemento z € V, con = # 0, se dice un divisor de cero por la izquierda (resp. a la derecha), si
xy = 0 (resp. yxr = 0) para algin y # 0. Es un divisor de cero, si lo es por la derecha e izquierda.

Lema 2.2. En un dlgebra hipercompleja, un nimero distinto de cero es invertible si y solamente st no es un
divisor de cero.

Por el lema para cualquier algebra hipercompleja se tiene que la operacién divisiéon:

solo estd bien definida si y es distinto de cero y no es un divisor de cero.

3. Representacién matricial
Definiciéon. Dada V un algebra sobre K, se define una representacion de V' como un homomorfismo de dlgebras
w:V— ZL(V).

Se dice que la representacion es fiel si es que tal homomorfismo es inyectivo. Por otro lado, se dice que V tiene
una representacion matricial si es que existe un homomorfismo de algebras inyectivo

MV — K™
para algin n € N.

Lema 3.1. Toda dlgebra hipercompleja tiene una representacion fiel y una representacion matricial.



Demostracion. Para probar la existencia de la representacién fiel, se considera la funcién
w:V— V),

dada por u(x) = p,, donde p,(y) = xy para todo y € V. Es claro que p, € Z&(V) para todo z € V, ademés
por la bilinealidad del producto en V, se verifica que p es una aplicacién R-lineal. La propiedad fizy = pz 0 py
es consecuencia inmediata de la asociatividad del producto. Por lo tanto, ¢ es un homomorfismo de algebras. Se
tiene que p inyectiva ya que si p, = p s entonces, en particular z1 = 2’1 y asi = 2/. Cabe notar que se puede
definir otra representacion fiel y/ : V- — Z(V'), donde ahora . (y) = yx.

Para la existencia de representaciones matriciales, sea n la dimensién de V' y se considera la funcién inyectiva

i: fR(V) — Rnxn’

dada por i(T) = [T]¢, donde [T]¢ es la matriz asociada a la aplicacién lineal T' con respecto a la base candnica

% ={e1,...,en}. Especificamente, si es que T'(e;) = >7i; Tije;, entonces [Ty es la matriz (T3;)7;_, . La aplicacién
i es lineal y un homomorfismo. De esta manera, .# := iou y .#' := i o' son representaciones matriciales de
V. |

Al homomorfismo .#, descrito en la anterior demostracion, se lo conoce como representacion matricial por la
1zquierda y a .4’ como representacién matricial por la derecha. El siguiente resultado da una descripcién explicita
de estas representaciones.

Proposicion 3.1. Sea V un dlgebra hipercompleja de dimension n. La representacion matricial por la derecha:
MV — RV

estd dada por

M () = (Xij)R j=1; (4)

n n
donde x =Y " xie; y Xpj =y iy Hijrw;.
Alternativamente, para la representacion matricial por la izquierda, se tiene que

M (x) = (Xlgj)z,jzl; (5)
donde x =3 1" | xie; y X,’Cj =30 Hjigwi.

Demostracion. Fijamos un elemento x € V' y se define la matriz A(z) = (ij)}gj:l. Sea ahora y € V cualquiera,
se deduce de se deduce que

ry = A(z)y,

donde la multiplicacién anterior es de una matriz con un vector. Ahora, u,(y) = xy, por lo tanto se satisface que
M (x)y = i0uy(y) = A(z)y. Puesto que y es arbitrario, .#(x) cumple la ecuacién (4)). Similarmente se tiene para
A, notando que si B(z) = (Xj;)} ;—;, entonces

Observacién. Obsérvese que si V' es un algebra hipercompleja conmutativa, entonces las dos representaciones
matriciales coinciden, es decir, 4 = .4'.

De ahora en adelante se asumira que todas las dlgebras hipercomplejas son conmutativas y a .Z se la dird la
representacion matricial del algebra.

Dado que .# es un homomorfismo de dlgebras inyectivo entonces, si . (V') es su imagen directa, se tiene que V'
es isomorfo a ella:

Veux\V),

por medio de la asignacién x — .# (z). El conjunto .# (V') es una subdlgebra de R™*" y sus elementos se llamaran
matrices caracteristicas.

Si no se asume conmutatividad, los conceptos a continuacién tienen versiones similares usando la representacién
por la derecha y por la izquierda.



Definicion. Dado un elemento x en un algebra hipercompleja V', entonces se define su magnitud como el nimero
v = | det (. ()",
donde det es el determinante y n es la dimensién de V.
La representacion matricial permite caracterizar a los elementos invertibles.

Proposicién 3.2. Para cualesquier elementos x,y en un dlgebra hipercompleja V', se cumple que
lzylv = |z[v]ylv. (6)

Ademds, un elemento x es invertible cuando |x|y # 0. También se tiene que x es un divisor de cero, o es igual a
cero, si |x|y = 0.
Adicionalmente, si x es invertible, su inverso estard dado por

-1 2

~ Ja]" sgn(det(.#(X)))’

X

(7)

donde x' es tal que A (x') es la matriz adjunta adj(.# (z)) y sgn es la funcidn signo.

La anterior proposicién prueba que todas los elementos invertibles tienen como representaciéon matricial, una
matriz invertible o no singular, por otro lado todos los divisores de cero estaran representados por una matriz
singular. Por esta razon al conjunto de los divisores de cero, junto al cero, se lo puede escribir como

Singy .
De forma directa de la proposicién se sigue el siguiente resultado.
Lema 3.2. Dados V' un dlgebra hipercompleja, x € Singy, y € V; entonces
xy € Singy.

Ejemplo 4. Sea C el dlgebra de los niimeros complejos y z = x + iy en C, entonces por la ecuacion se cumple
que
M (z) = <"“° _y)
y

y por consiguiente |z|c = /22 + y? = ||z||. Es asi como en el caso de los nimeros complejos, la magnitud y el
modulo coinciden. Més atin, como el médulo es una norma, no existen divisores de cero y Singc = {0}.
Ademas, para cada nimero z = x+iy existe su conjugado Z definido como xz—iy y cumple la importante propiedad:

Z=zZz=a>+9* = |z|2
Por tanto, z = 2/ usando la notacién de la ecuacién ([7)), la cual a su vez toma la familiar forma:
) )

4 Z

2= s
12112

-En el anterior ejemplo se ve que el conjugado de un ntimero complejo coincide con aquel ntimero que tiene
como representacion matricial a la matriz conjugada.

Ejemplo 5. Dado un ntimero z = a + bi + ¢j + dk en el algebra de los nimeros bicomplejos BC, su representacién
matricial estda dada por

a —b —c d
b a —-d —c
M(z) = e -d o —bl- (8)

d c b a
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