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Comisión de Pedagoǵıa - Nicola Di Teodoro, Esteban Morillo
y Erick Vela.
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Lección n◦1: Álgebras hipercomplejas. USFQ, 2022

1. Álgebras sobre espacios vectoriales

Se escribirá J1, nK para denotar intervalo discreto y {1, 2, 3, . . . , n}.

Definición. Sea K un cuerpo, un álgebra sobre K es un K-espacio vectorial V , armado de una operación binaria

⊙ :V × V −→ V
(x, y) 7−→ x⊙ y

que cumple las siguientes propiedades:

1. Distributiva por la izquierda: Para todo x, y, z ∈ V , se tiene que x⊙ (y + z) = x⊙ y + x⊙ z.

2. Distributiva por la derecha: Para todo x, y, z ∈ V se tiene que (x+ y)⊙ z = x⊙ z + y ⊙ z.

3. Compatible con la multiplicación por escalar : Para todo x, y ∈ V y a ∈ K se tiene que a(x⊙ y) = (ax)⊙ y =
x⊙ (ay).

A la operación ⊙ se le dice producto bilineal o, simplemente, producto del álgebra V .

Definición. Sean V,W , álgebras sobre K. Un homomorfismo de álgebras es una aplicación K-lineal T : V → W
tal que

T (x⊙V y) = T (x)⊙W T (y)

para todo x, y ∈ V ; donde ⊙V y ⊙W son los productos de V y W , respectivamente.
Un álgebra V se dice isomorfa a otra álgebra W (notado por V ∼= W ), si es que existe un homomorfismo de
álgebras T : V → W , que sea biyectivo.

Definición. Una subálgebra de un álgebra V sobre K, es un K-subespacio vectorial U , tal que

x⊙ y ∈ U,

cuando x, y ∈ V .

Definición. Un producto ⊙, en un álgebra V , se dice

Asociativo: Si para todo x, y, z ∈ V se tiene que x⊙ (y ⊙ z) = (x⊙ y)⊙ z.

Conmutativo: Si para todo x, y ∈ V se tiene que x⊙ y = y ⊙ x.

Respectivamente, se dirá que V es un álgebra asociativa o conmutativa.
Un elemento e ∈ V se dice una unidad si e ⊙ x = x ⊙ e = x para todo x ∈ V . Si es que existe una unidad en V
entonces se dirá que esta es un álgebra unitaria.
Dada un álgebra unitaria V , entonces un elemento x ∈ V se dice que tiene un inverso a la derecha (resp. a la
izquierda) si es que existe y ∈ V tal que x ⊙ y = e (resp. y ⊙ x = e). Un elemento x ∈ V se dice invertible si es
que tiene un mismo inverso a la derecha como a la izquierda, es decir, existe y ∈ V tal que x⊙ y = y ⊙ x = e.

Se puede comprobar fácilmente lo siguiente.

Lema 1.1. Si V es un álgebra y tiene una unidad e, entonces esta es única.
Si x ∈ V es invertible entonces tiene un único inverso y ∈ V . Se le llamará el inverso de x, y se lo escribe como
x−1.



Si es que V tiene dimensión finita entonces se fijará una base de la misma:

B = {v1, . . . , vn},

con n = dim(V ). Aśı, cada elemento x ∈ V es de la forma x =
∑n

i=1 xivi, con xi ∈ K para todo i ∈ J1, nK.

Ejemplo 1.

En el espacio vectorial R2 podemos definir un estructura de álgebra sobre R, por medio del producto

(x1, x2)⊙ (y1, y2) := (x1y1 − x2y2, x1y2 + x2y1).

El producto es asociativo, tiene unidad (dado por el vector (1, 0)) y es conmutativo. La dimensión de esta
álgebra es 2 y será conocida como álgebra de los números complejos, denotada por C. Usualmente a un dupla
(x1, x2) ∈ R2 se la escribe como x1 + ix2 (de esta manera: i = (0, 1), i2 = −(1, 0) = −1) y el producto se
leerá como

(x1 + ix2)(y1 + iy2) = x1y1 − x2y2 + i(x1y2 + x2y1).

Por todas las propiedades anteriores y dado que todo elemento distinto de cero tiene un inverso, se puede
concluir que C es también un cuerpo.

Definición. [9] SeaK un anillo unitario. Unamatriz de matrices n×n en K es una familia de escalares {Hijk} ⊂ K
con i, j, k ∈ J1, nK tal que para cada i ∈ J1, nK se tiene que (Hijk)jk ∈ Kn×n.

El siguiente resultado se deduce de las propiedades del producto bilineal.

Lema 1.2. Sea V un K-espacio vectorial de dimensión n ∈ N+, B = {v1, . . . , vn} una base de V y H = {Hijk}
una matriz de matrices n× n, entonces existe un único producto ⊙ que hace de V un álgebra y tal que verifica

vi ⊙ vj =
n∑

k=1

Hijkvk ∀i, j ∈ J1, nK (1)

Observación. A los escalares Hijk ∈ K que determinan el producto bilineal en V, por medio de (1) se les llamará
constantes de estructura.

Observación. Toda álgebra sobre K, de dimensión finita n, es isomorfa (como espacio vectorial) a Kn, por medio
de la aplicación K-lineal:

n∑
i=1

xivi 7−→
n∑

i=1

xiei,

donde ei es el i-ésimo vector canónico en Rn.En adelante, se asumirá por defecto a Kn (junto con la base canónica)
para referirnos a una álgebra sobre K de dimensión n. Por convención, se asume que el primer vector de la base
canónica:

(1, 0, . . . , 0)

es la unidad, si es que esta existe, y se representará por el śımbolo 1. Además, para simplificar la notación, al
producto x⊙ y se lo escribirá como la yuxtaposición xy, siempre que no haya riesgo de confusión.

Ejemplo 2. Por el lema 1.2, un álgebra de dimensión finita se puede describir solamente sabiendo cómo es el
producto en los elementos de la base, por medio de la ecuación (1).

En el espacio vectorial R4 se construye un álgebra sobre R. Para ello, se escribe una cuádrupla (x1, x2, x3, x1) ∈
R4 como

x1 + ix2 + jx3 + kx4.

Es decir 1 = (1, 0, 0, 0), i = (0, 1, 0, 0), j = (0, 0, 1, 0) y k = (0, 0, 0, 1). Ya que 1 debe ser la unidad, se
satisface:

i1 = 1i = i, j1 = 1j = j, k1 = 1k = k.

Adicionalmente, se cumple para los otros elementos de la base que

i2 = j2 = −1



y
ij = k, ji = −k.

Para extender el producto a todos los elementos x = x1+ ix2+jx3+kx4, se asume la propiedad distributiva.
Esto define un producto asociativo y no conmutativo. Se verifica que todo elemento tendrá un inverso. La
dimensión del álgebra es 4 y será conocida como álgebra de los cuaterniones, denotada por H. Como no es
conmutativo, no es un cuerpo.

En R4, por otro lado existe otra estructura de álgebra muy similar, conocida como álgebra de los bicomplejos,
denotada por BC, la cual cumple en cambio que

i2 = j2 = −1

y
ij = ji = k.

Esto define un producto que es asociativo y conmutativo. Sin embargo, no todos los elementos son invertibles
y tampoco es un cuerpo.

2. Álgebras hipercomplejas

El siguiente concepto, como se lo presenta, se puede encontrar en [9].

Definición. Un álgebra V sobre el cuerpo R, que sea unitaria, asociativa y de dimensión finita se dice que es un
sistema de números hipercomplejos o álgebra hipercompleja.

El siguiente criterio sirve para verificar que un álgebra es hipercompleja.

Proposición 2.1. Un álgebra de dimensión n, determinada por una matriz de matrices H = {Hijk}, es un álgebra
hipercompleja si y solo si para todo i, j,m, l ∈ J1, nK se cumple que

H1jk = δjk,

Hi1k = δik,∑n
k=1HjmkHikl =

∑n
k=1HijkHkml.

 (2)

El siguiente resultado es inmediato.

Lema 2.1. Un álgebra hipercompleja es conmutativa si cumple (2) y se tiene que para todo i, j, k ∈ J1, nK:

Hijk = Hjik. (3)

Ejemplo 3.

Usando las ecuaciones (2) o (3) se puede verificar que C, H y BC son álgebras hipercomplejas. Por ejemplo,
en C se tiene que 1i = i, i1 = 1, 1(1i) = (11)i, 1(ii) = (1i)i, (ii)i = i(ii), lo cual prueba (3).

Alternativamente, C es determinada por una matriz de matrices 2 × 2, que consta de 23 = 8 números. A
saber:

H111 = 1, H112 = 0, H121 = 0, H122 = 1,

H211 = 0, H212 = 1, H221 = −1, H222 = 0;

de donde se deduce (2). Los casos para H y BC son similares.

Fijando dos escalares reales α y β, se considera a R2 como un álgebra sobre R, determinada por las constantes
de estructura:

H111 = 1, H112 = 0, H121 = 0, H122 = 1,

H211 = 0, H212 = 1, H221 = −α, H222 = β.

Es decir, la unidad es (1, 0) y el vector i := (0, 1) cumple que

i2 = −α− βi.



Al igual que antes, se comprueba que R2 con este producto es un álgebra hipercompleja y es además
conmutativa. Se los conoce como números complejos generalizados, o también números complejos en 2
dimensiones y denotados por Cα,β.

El nombre se debe a que el álgebra de los números complejos es un caso particular de los números complejos
generalizados, pues C = Cα,β con α = 1 y β = 0. Serán el álgebra en el que este trabajo se centrará y serán
explorados a fondo más adelante.

Las álgebras de Clifford son famosas por sus aplicaciones a la f́ısica, véase [1], son una generalización de las
álgebras ya vistas. Se construyen de la siguiente manera: dado n ∈ N, se considera el espacio R2n , en donde
cada elemento de la base canónica, se lo nombra como eA, donde A = ∅ o A = {a1, a2, . . . , as} con s ∈ J1, nK,
ai ∈ J1, nK y ai < ai+1 para todo ı́ndice i. Es decir, la base está escrita como

e0, e1, e2, . . . , en, e12, e13, . . . , en−1 n, . . . , e12...n.

En lo anterior, se ha simplificado la notación con 0 = ∅ y

a1a2 . . . as = {a1, a2, . . . , an}.

El producto está definido como
eAeB = (−1)|A∩B|(−1)p(A,B)eA△B,

donde | · | es la cardinalidad de un conjunto, △ es la suma simétrica de conjuntos y p(A,B) =
∑

l∈B |{i ∈
A : i > l}|. Se comprueba que son álgebras hipercomplejas pero no necesariamente son conmutativas. En
particular, se tiene que e0 es la unidad y que para todo i, j ∈ J1, nK:

e2i = −1,

eiej = −ejei, para todo i ̸= j.

Además, ea1ea2 . . . eas = ea1a2...as para 1 ≤ a1 < a2 < . . . as ≤ n. Las álgebras de Clifford se denotan como
An o C ℓn y verifican que A0

∼= R, A1
∼= C y A2

∼= H. Para más información acerca de las álgebras de
Clifford se puede revisar [4].

Definición. Un elemento x ∈ V , con x ̸= 0, se dice un divisor de cero por la izquierda (resp. a la derecha), si
xy = 0 (resp. yx = 0) para algún y ̸= 0. Es un divisor de cero, si lo es por la derecha e izquierda.

Lema 2.2. En un álgebra hipercompleja, un número distinto de cero es invertible si y solamente si no es un
divisor de cero.

Por el lema 2.2, para cualquier álgebra hipercompleja se tiene que la operación división:

x

y
:= xy−1

solo está bien definida si y es distinto de cero y no es un divisor de cero.

3. Representación matricial

Definición. Dada V un álgebra sobre K, se define una representación de V como un homomorfismo de álgebras

µ : V → LK(V ).

Se dice que la representación es fiel si es que tal homomorfismo es inyectivo. Por otro lado, se dice que V tiene
una representación matricial si es que existe un homomorfismo de álgebras inyectivo

M : V → Kn×n,

para algún n ∈ N.

Lema 3.1. Toda álgebra hipercompleja tiene una representación fiel y una representación matricial.



Demostración. Para probar la existencia de la representación fiel, se considera la función

µ : V → LR(V ),

dada por µ(x) = µx, donde µx(y) = xy para todo y ∈ V . Es claro que µx ∈ LR(V ) para todo x ∈ V , además
por la bilinealidad del producto en V , se verifica que µ es una aplicación R-lineal. La propiedad µxy = µx ◦ µy

es consecuencia inmediata de la asociatividad del producto. Por lo tanto, µ es un homomorfismo de álgebras. Se
tiene que µ inyectiva ya que si µx = µx′ entonces, en particular x1 = x′1 y aśı x = x′. Cabe notar que se puede
definir otra representación fiel µ′ : V → LR(V ), donde ahora µ′

x(y) = yx.
Para la existencia de representaciones matriciales, sea n la dimensión de V y se considera la función inyectiva

i : LR(V ) → Rn×n,

dada por i(T ) = [T ]C , donde [T ]C es la matriz asociada a la aplicación lineal T con respecto a la base canónica
C = {e1, . . . , en}. Especificamente, si es que T (ej) =

∑n
i=1 Tijei, entonces [T ]C es la matriz (Tij)

n
i,j=1. La aplicación

i es lineal y un homomorfismo. De esta manera, M := i ◦ u y M ′ := i ◦ u′ son representaciones matriciales de
V . ■

Al homomorfismo M , descrito en la anterior demostración, se lo conoce como representación matricial por la
izquierda y a M ′ como representación matricial por la derecha. El siguiente resultado da una descripción expĺıcita
de estas representaciones.

Proposición 3.1. Sea V un álgebra hipercompleja de dimensión n. La representación matricial por la derecha:

M : V → Rn×n,

está dada por
M (x) = (Xkj)

n
k,j=1; (4)

donde x =
∑n

i=1 xiei y Xkj =
∑n

i=1Hijkxi.
Alternativamente, para la representación matricial por la izquierda, se tiene que

M ′(x) = (X ′
kj)

n
k,j=1; (5)

donde x =
∑n

i=1 xiei y X ′
kj =

∑n
i=1Hjikxi.

Demostración. Fijamos un elemento x ∈ V y se define la matriz A(x) = (Xkj)
n
k,j=1. Sea ahora y ∈ V cualquiera,

se deduce de se deduce que
xy = A(x)y,

donde la multiplicación anterior es de una matriz con un vector. Ahora, µx(y) = xy, por lo tanto se satisface que
M (x)y = i ◦ ux(y) = A(x)y. Puesto que y es arbitrario, M (x) cumple la ecuación (4). Similarmente se tiene para
M ′, notando que si B(x) = (X ′

kj)
n
k,j=1, entonces

yx = B(x)y.

■

Observación. Obsérvese que si V es un álgebra hipercompleja conmutativa, entonces las dos representaciones
matriciales coinciden, es decir, M = M ′.
De ahora en adelante se asumirá que todas las álgebras hipercomplejas son conmutativas y a M se la dirá la
representación matricial del álgebra.
Dado que M es un homomorfismo de álgebras inyectivo entonces, si M (V ) es su imagen directa, se tiene que V
es isomorfo a ella:

V ∼= M (V ),

por medio de la asignación x 7→ M (x). El conjunto M (V ) es una subálgebra de Rn×n y sus elementos se llamarán
matrices caracteŕısticas.

Si no se asume conmutatividad, los conceptos a continuación tienen versiones similares usando la representación
por la derecha y por la izquierda.



Definición. Dado un elemento x en un álgebra hipercompleja V , entonces se define su magnitud como el número

|x|V := | det(M (x))|1/n,

donde det es el determinante y n es la dimensión de V .

La representación matricial permite caracterizar a los elementos invertibles.

Proposición 3.2. Para cualesquier elementos x, y en un álgebra hipercompleja V , se cumple que

|xy|V = |x|V |y|V . (6)

Además, un elemento x es invertible cuando |x|V ̸= 0. También se tiene que x es un divisor de cero, o es igual a
cero, si |x|V = 0.
Adicionalmente, si x es invertible, su inverso estará dado por

x−1 =
x′

|x|n sgn(det(M (X)))
, (7)

donde x′ es tal que M (x′) es la matriz adjunta adj(M (x)) y sgn es la función signo.

La anterior proposición prueba que todas los elementos invertibles tienen como representación matricial, una
matriz invertible o no singular, por otro lado todos los divisores de cero estarán representados por una matriz
singular. Por esta razón al conjunto de los divisores de cero, junto al cero, se lo puede escribir como

SingV .

De forma directa de la proposición 3.2 se sigue el siguiente resultado.

Lema 3.2. Dados V un álgebra hipercompleja, x ∈ SingV , y ∈ V ; entonces

xy ∈ SingV .

Ejemplo 4. Sea C el álgebra de los números complejos y z = x+ iy en C, entonces por la ecuación (4) se cumple
que

M (z) =

(
x −y
y x

)
y por consiguiente |z|C =

√
x2 + y2 = ∥z∥. Es aśı como en el caso de los números complejos, la magnitud y el

módulo coinciden. Más aún, como el módulo es una norma, no existen divisores de cero y SingC = {0}.
Además, para cada número z = x+iy existe su conjugado z definido como x−iy y cumple la importante propiedad:

zz = zz = x2 + y2 = |x|2C

Por tanto, z = z′ usando la notación de la ecuación (7), la cual a su vez toma la familiar forma:

z−1 =
z

∥z∥2
.

-En el anterior ejemplo se ve que el conjugado de un número complejo coincide con aquel número que tiene
como representación matricial a la matriz conjugada.

Ejemplo 5. Dado un número z = a+ bi+ cj+dk en el álgebra de los números bicomplejos BC, su representación
matricial está dada por

M (z) =


a −b −c d
b a −d −c
c −d a −b
d c b a

 . (8)
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de l'Académie des Sciences, 116:1114-1117, 1893.

[11] Stein, E. Complex analysis. Princeton University Press, Princeton, N.J, 2003.

[12] Vela, E. Caracterización de funciones fraccionarias anaĺıticas en el sentido de Riemann-Liouville sobre estruc-
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