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1. Recordando los niimeros complejos
Sobre R?, dotado de su suma usual, se define un producto entre pares ordenados de la siguiente manera:

(x1,11) - (z2,¥2) = (122 — Y1Y2, T1Y2 + Y122).

Denotando a los vectores de la base como 1 = (1,0) e i = (0, 1), podemos escribir a cualquier par z = (x,y) de la
forma z = z + iy. Ademés, por como se definié el producto, se tiene que i2 = —(1,0) = —1. Asi, el conjunto de
numeros complejos se lo suele definir de la siguiente maneras:

Ci={z=z+iy:z,yeR, i*=—1}.

Con las operaciones definidas de suma y producto, C es un algebra sobre R.
Presentemos ahora algunas propiedades bA]sicas del conjunto (ver [9]). El conjugado de un nimero complejo
z = x + 1y viene dado por la expresiéon
zZ=x—1y.

El conjugado es un involucion de C en si mismo y ademds preserva la estructura, es decir, cumple con las siguientes
propiedades:

El médulo o magnitud de z se define como
|2] = Va2 + y2.
El médulo es en realidad una norma sobre C y no es dificil ver que

» z-z=2)%y

o Jzw] = J2]fwl.
El inverso multiplicativo de z # 0 se puede calcular con la expresion
_ z
7=

|22

Otra cualidad de suma importancia que tienen los niimeros complejos es que tienen una representacién polar.
Esto es, que a cualquier niimero z se lo puede escribir como

z = |z|e?,
donde € = cos() + isen(f) y 6 € [0,27] es el dngulo que forma con el eje real. Esta representacién facilita la
multiplicacién de niimeros complejos pues para z = |z|e?t y w = |w|e®, se tiene que

2w = ]sz]ei(alJFOQ),

y mediante induccién, se obtiene la formula de De Moivre:
n | Z|n em@

z = s

para todo n € N.



1.1. Teoria de funciones analiticas

Para hablar sobre anAilisis necesitamos primero tener en cuenta que topologia se define sobre C. A C usual-
mente se la suele dotar de la topologia inducida por su médulo. A los elementos de la base de la topologia se los
llama discos y se recuerda que tienen la forma

D(zp,R) ={2€C : |z — 2| < R},
donde zp € Cy R > 0. Con esto podemos recordar la diferenciabilidad sobre C.

Definicion. Sean 2 C C abierto y f : @ — C una funcién compleja. Se dice que f es diferenciable en z € 2 si

el siguiente limite existe
, +h) - f(z)
!/ — l f(Z
donde h € C\{0} y h+ z € Q. A f'(2) se le conocerd como la derivada de f en z.

Si una funcion es diferenciable sobre todo z € €2, se dird que es diferenciable en (2.

Definicion. Sean 2 C C abiertoy f : 2 — C una funcién compleja. Se dice que f es analitica en z € € si existe
R > 0 tal que f es diferenciable sobre el disco abierto D(z, R).

Si una funcién es analitica en todo punto z € () entonces se dird que es analitica sobre (). Una ventaja de las
funciones analiticas es que se pueden caracterizar a partir de un par de ecuaciones.

Teorema 1.1. Sean Q2 C C abierto y f : Q@ — C una funcion tal que f(z,y) = fo(z,y)+ifi(x,y), donde fo y fi
son funciones real valuadas. Entonces, f es analitica sobre Q si y solo si se cumplen las siguientes ecuaciones:

3xf0 = ayflv
Oy fo = =0z f1, (1)

en Q. A este sistema de ecuaciones se lo conoce como ecuaciones de Cauchy-Riemann.
Demostracion. Véase en [9, pg. 11]. |

Este sistema de ecuaciones motiva la definiciéon del operador de Cauchy-Riemann

d 1
2z ; 2
= =0+, )
y su conjugado o
d d 1 .
£:£:§(8x—lay)7 (3)

de manera que caracterizan si una funcién es analitica y guarda relacién con la derivada de una funcion.

Proposicién 1.1. Una funcion f : Q C C — C es analitica en z € Q0 si y solo si

d d ,
ﬁf(z) =0y @f(z) = ['(2).
Demostracion. Véase en [0, Prop. 2.3.]. |

Con estas definiciones y resultados se pueden presentar ejemplos necesarios para el desarrollo del curso.



Ejemplo 1. Los polinomios f(z) = 2" son analiticos sobre C, para todo n € N. Esto se puede comprobar usando
la definicion. Gracias al Teorema Binomial se tiene que

/ — 1 (Z
fiz) = lim N
<Z> Zn—khk P
= lim *=2
h—0 h
n n Zn—k:hk
=1
him >, (k) h
k=1
= lim (7 Znkpkl
h—0 k
k=1
— n Zn—l
1
="t

Asi, es diferenciable en todo C y por lo tanto analitica.

Ejemplo 2. La funcién exponencial compleja definida como
e = e%e" = e® cos(y) + ie” sen(y),

para todo z € C, es analitica sobre C. Ademads, su derivada es f/(z) = e®. En efecto, se cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann

O fo = €cos(y) = Oy f1,
8yf() = —e” Sen(y) = -0 /1
y ademads, 4 .
d 1 ) T L1y T L1y
f'(z) = ﬁez =3 (O —i0y) "€ = cerree” —;6 ¢ e~.

Otras funciones analiticas son las series de potencias. Recordemos que una funcién f es una serie de potencias
si tiene la forma

+00
f(z) = ez — =),
k=0

donde zg, ¢, € C, para todo k € Ny. Convergencia de esta serie involucra discos abiertos, cuyo radio R pasara a
ser llamado radio de convergencia y guarda relacién con los coeficientes ci. Esto se detalla en el siguiente teorema.

oo
Teorema 1.2 (Cauchy-Hadamard). Dada una serie de potencias i cr(z — 20)F, existe 0 < R < 400, dada por
k=0
1 lim sup |ck|%,
R ki
tal que
1. Si z € D(z9, R), la serie converge absolutamente.
2. Siz ¢ D(z, R), la serie diverge.
Cuando R = +00, la serie converge sobre todo C.
Demostracion. Véase en [I1), Teo. 3.2.1.]. |

Teorema 1.3. Si f : Q C C — C es una funcion que se puede representar como una serie de potencias sobre €,
entonces f es analitica sobre €.

Demostracion. Véase en [9, Teo. 2.6]. [



2. Ntumeros complejos generalizados
Similar a los niimeros complejos, sobre R? con su suma usual se definen las siguientes operaciones:

(z0,y0) - (z1,y1) = (Tox1 — ayoy1 , Toy1 + Yox1 — Byoy1), (4)

donde a, § € R son escalares arbitrarios. Tomando 1 = (1,0) e i = (0, 1), se puede escribir a cualquier par ordenado
como z = (x,y) = z + iy. Consecuencia de como se define el producto, en este caso se tiene que i? = —a — J3i.
Asi, los niimeros complejos generalizados se definen cémo

(Caﬁ:{zzw—i—iy : x,yeR,iQ:—a—ﬂi}.

Gracias a la conmutatividad del producto en R, se puede deducir que el producto entre estos nimeros es conmu-
tativo también.

Se presentan ahora propiedades andlogas a las que se presentaron en los nimeros complejos.

Tomemos z = z + iy € C, 5. El conjugado de un nimero z = x + iy € C, g viene dado por la expresién

zZ=ux— By —iy,

Esta funcién es también una involucién como en el caso complejo, es decir

+w=

R

N

+ 7w,

nZW=ZW,Y,

N

|

N

La representacion matricial estara dada por:

= (5 ) 5)

y v — By

El médulo o magnitud de z en C, g es de la forma

[#lap = Va2 — Bry + ay?].
No es dificil probar en este caso que se cumplen
= 225 =127, ¥,
» [2w|a,8 = [2]a,plwla,p-

Miés atin, se puede definir una forma bilineal que induce el médulo similar al producto interno de C (el mismo de
R?). Esta se la define como

(2w = 2 — 5 (o0 -+ ug) + oy,
de manera que
|2]a,8 = 1/1(2, 2)a,8l-

Contrario a los niimeros complejos, no todos los elementos de C, g tienen inverso multiplicativo. En el caso que
si exista el inverso, se lo puede calcular Ademds, el inverso multiplicativo de z € C, g se puede calcular, de ser
posible, mediante la

z_l -
(2,2)a,8’

Al conjunto de nimeros no invertibles de C, g, incluyendo al 0, se lo denotaré como Sing,, 5 descrito como
Sing,, 5 = {z€Cup : |2lap =0}.

Como ejemplo, analicemos la unidad imaginaria de C, g.



Ejemplo 3. El médulo de i no es 1 como en el caso complejo. Reemplazando en la definicién se obtiene

[ilas = Ve

De esto, se puede ver que cuando o = 0 entonces ¢ no seria invertible. El conjugado en este caso viene a ser
T=—B—i

y por lo tanto, el inverso tendria la forma
i1 B+i

(07

)

cuando « # 0.

Se puede notar que cuando o = 1y 8 = 0 se rescata el caso complejo, es decir, C; o = C. Del mismo modo, las
definiciones del conjugado, médulo e inverso coinciden a las del caso complejo. Otra propiedad que cumple similar
al caso de C es la siguiente:

Proposicién 2.1. C, g es un dlgebra sobre R.

Demostracién. Dado que C, g y C tienen la misma estructura algebraica respecto a la suma, entonces C, g es un
espacio vectorial real. Basta con verificar que C, g es un anillo. Para ello tomemos z = zg + 421, w = wo + 1w, v =
vo +iv1; € C, g, y notemos que:

= Se cumple la propiedad de clausura, pues

2w = zgwo — aziwi + i(zowi + z1wo — fziwr) € Cq .

= La asociatividad también se cumple, pues
z(wv) = zpwevy — aZYWIV1 — QWZ1V1 — @z W1V + aSziwi vy
+ i(20wov1 + 2ow1ve — Browivy
2
+ wovpz1 — aziwivy — PBwozivy — Briwivg + Bzwivr)

= (zowp — aziwy + i(zow1 + z1wp — Bzrwi))v

= (zw)v.
= Las propiedades distributivas se cumplen. La primera al calcular

z(w +v) = (2owo + —aziwy + (20w + z1wo — Bzrwn))
+ (zovp + —azivy + i(20v1 + 2109 — Bz1v1))

= 2w + 2V,
y la segunda se sigue directo de la conmutatividad del producto.
Por tltimo, ya que R C C, g, se sigue que es un algebra sobre R. |

Dado que los valores de o y 8 pueden ser cualquiera, una pregunta natural que puede surgir es: ;Existe alguna
relacion entre distintos C, 37 Una respuesta corta es si. Yaglom clasifica esta familia de conjuntos en tres diferentes
tipos y serAj abarcado con mayor profundidad en la siguiente leccién.
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