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Leccién n°3: Mas propiedades del algebra C, g. USFQ, 2022

1. Clasificacion

A C, g se la puede clasificar en clases isomorfas dependiendo de los valores de o y 3. Esto lo hace I. Yaglom
en [I3] y se detalla con el siguiente resultado.

Teorema 1.1. Sean «, 8 € R. Se tiene que
Cop = Rlz]/(X? + BX + o).
Demostracion. Se define la siguiente funcién:
T:Cup — Rlz]/(X*+ BX + )
20+ iz — 21X + 20 + (X% 4 BX +a),

y se debe probar que es un homomorfismo biyectivo. Sean z,w € C, g, cualesquiera, tales que z = zg 4+ iz1 y
w = wo + w1. Probar que es un homomorfismo es directo pues

T(z+w) = (21 + w1)X + (20 + wo) + (X? + BX + q)
(21X + 20 + (X? + BX + ) + (w1 X +wp + (X? + BX + a))
T(z) + T(w),

T(zw) = (zow1 + z1wo — Bziw) X + (zowp — azywy) + (X2 + BX + a)
= (zowy + z1w0) X + zowy — z1w1 (BX + @) + (X2 + X +a)
= (zow; + z1w0) X + zowo + (X2 + BX + o)
=T(2)T(w).

Ahora, para probar biyectividad primero probemos que T es inyectiva. Para esto se busca probar que Ker(7T') = {0}.
Sea z € Ker(T), entonces

T(z) =21 X + 20+ (X2 + X + ) € (X? + BX +a),
en consecuencia, z1 X + 29 € (X2 + BX + a), es decir, existe k € R tal que
21X + 20 = k(X2 + X + ).

Puesto que el coeficiente de X? del lado izquierdo de la igualdad es 0, entonces k = 0. En consecuencia, al igualar
los coeficientes de los demads términos se sigue que z9 = z; = 0, y por tanto z = 0.

Para mostrar sobreyectividad, primero se debe notar que cualquier elemento de R[z]/(X?+ X +a) es de la forma
p(X) + (X2 + BX + a), donde p(X) es de grado menor que 2. La razén de esto es ya que si p(X) = aX? +bX +c,
se puede escribir

pX)+(X?+ X +a)=a(X?+BX +a)+ (b—aa—af)X +c+ (X?+BX +a)
=(b—aa—aB)X +c+ (X*+BX +a),
Se puede razonar de manera similar para grados mayores a 2. De esta forma, para cualquier z; X + 2z + (X2 +

BX +a) € R[z]/{X? + BX + a), tiene como preimagen el nimero z = zy + 21, probando la sobreyectividad. De
este modo, se concluye que T' es un homomorfismo biyectivo. |



Corolario 1.1. Sean o, 8 € R. C, g es un cuerpo si y solo si A = B% —4a < 0.

Demostracion. Se sabe que R[z]/(X? + X + a) es un cuerpo si y solo si X + X + « es irreducible sobre R. Esto
sucede cuando su discriminante A < 0, por lo tanto, R[z]/{X? + X + a) es un cuerpo si y solo si A < 0. Asf
Ca,p es un cuerpo si y solo si A < 0 gracias al isomorfismo del teorema anterior. ]

El signo de A es el que usa Yaglom para clasificar a C, g en 3 tipos de nimeros.

o
A 52—411:0

B*—4a <0

B2-4a>0

>

Figura 1: Regiones en las cuales el signo del discriminante A cambia.

= Numeros elipticos
Para los valores de a y 3 tales que A < 0, se llama a C,, g3 como el dlgebra de nimeros elipticos. El nombre
de esta algebra viene dado por la forma de las curvas unitarias. Si se grafica en R? el conjunto

Sap={2€Cap : |2laps =1},
se obtienen elipses en el plano como en la siguiente figura
lzl11 =1

A
2

-2

Figura 2: Elipse rotada correspondiente a la curva unitaria considerando a =1y 8 = 1.

Notese que C es un caso particular de esta dlgebra pues si a =1y 8 =0, entonces A = —4 < 0. Més atn,
se tiene un isomorfismo entre C, g y C.

Proposiciéon 1.1. Para todo o, 5 € R tal que A < 0, se tiene
Cop =C.

Demostracion. Se denota por € a la unidad imaginaria de C, es decir €2 = —1. Se define la funcién

Pa,B - (Caﬂ — C

a+ib — <a—§b)+e(\/;7A >



Hay que probar que es un isomorfismo.Sean z = zg + 21 y w = wp + iwi, y probemos que ¢, 3 €s un
homomorfismo. Para la suma se tiene que

B >+6(le+mwl>

B
Vap (2 +w) = <zo +wp — =21 — —wi

2 2 2 2
v=A v—=A
= <ZO_§ZI)+€ 5 Z1+<w0—§w1>+6 5 w1

= ¢a,8 (2) + Pa,p (w).
y para el producto

2

2

(o) (o ) (55

(o) (53 o 3m) (5]

= Pa,B (Z) Pa,B (w) :

B
Pa,p (2w) = (Zowo —aziwi — 7 (2ow1 + z1wo — friwy) | + € (zow1 + z1wo — Bzrwn)

Lo que muestra que ¢, g es un homomorfismo.

Ahora, se prueba primero inyectividad tomando z € Ker(y, ﬂ) y notando que

(- 2o} we(Y52a) =0

Igualando parte real e imaginaria, se sigue que z; = 0 y, en consecuencia, zgp = 0. Por lo tanto, z = 0. Al
haber tomado z de menera arbitraria entonces Ker(y¢, 3) = {0}, lo que muestra inyectividad.

Para mostrar sobreyectividad, tomemos w = wg + ew; € C y definamos

(e S5m) +4(S55m)
z=|wy+ —=w i ——=w1 | .
0 —x <
Es claro que z € C, g y ademds

Yap(2) =w.

Por lo tanto, ¢, g es sobreyectiva. Al ser un homomorfismo biyectivo, se tiene el isomorfismo. |

Corolario 1.2. Para todo a, 8 € R tal que A <0, Sing,, 5 = {0}.

Demostracion. Puesto que C, g es un cuerpo cuando A < 0, entonces no tiene divisores de cero. En conse-
cuencia, Sing, g = {0}. [
b

En general, el médulo |- |, 3 no es una norma yua que puede fallar la desigualdad triangular y podrAa
anularse para nimeros distintos de cero. Sin embargo, en esta clase de niimeros si se logra cumplir estas dos
propiedades, que se muestra en el siguiente resultado.

Lema 1.1. El mddulo |- |,,p describe una norma sobre Cq, g cuando A < 0.

Demostracion. El resultado se sigue al notar que la forma bilineal (-, -), 3 es en realidad un producto interno.
Las propiedades de bilinealidad y simetria se siguen de la conmutatividad de R. Ademads, como A < 0, se
tiene que para todo z € Cy 8, (2,2)a,s > 0. Por lo tanto, (-,-) 3 e€s, en efecto, un producto interno sobre

Cq,p, y dado que
2la,s = 1/ (2 2)a,

entonces |- |4 define una norma en C, g. Més atin, al no existir divisores de cero entonces, es una norma. M

Observacién. La hipdtesis de A < 0 es necesaria ya que en este caso se asegura que (z, 2)o,8 > 0 para todo
z € Cyp. Si A > 0, esta propiedad no se puede asegurar para todo z € C, g. Esto es importante pues se
tiene desigualdad triangular directamente cuando la forma bilineal es definida positiva.



= Numeros hiperbdlicos
Para los valores de a y 3 tales que A > 0, se llama a C, g como el dlgebra de nimeros hiperbélicos. El nombre
viene dado por la forma de las curvas unitarias ya que al graficar S, g en el plano se obtienen hipérbolas
(ver figura |3)).

El caso particular cuando o« = —1 y 8 = 0, C_1 se conoce como numeros dobles o split-complex. Su
importancia yace en la fisica relativista y se lo puede encontrar en [13]. Similar a los nimeros elipticos, C_1 o
se relaciona con cualquier C, g en este caso.

Proposiciéon 1.2. Para todo o, 5 € R tal que A > 0, se tiene
Cap = Corp-

Demostracion. Se denota ahora como € a la unidad imaginaria de C'_1 g, es decir, €2 = 1. En este caso, se
define la funcién

SOCK:B : CauB — C_170

a+ibr— <a—§b> —i—e(éﬁb).

Mostrar que esta funcién es un isomorfismo es ansloga a la demostraciéon de la Proposicion [1.1 |

Contrario a nimeros elipticos, existen divisores de cero, donde se expone su forma en la siguiente proposicién.

Proposicion 1.3. Sean o, 5 € R tal que A > 0.
Br+VA|z] }
2c :

3

1. Sia # 0, entonces Sing,, g = {z =zx+iy:y=

2. S5ia=0, entoncesSinga,B:{z:ijiy cx=00y=

I8

Demostracién. Sea z = x + iy € Sing,, 5. Asi,
215,58 = |27 — Bry + ay?| = 0. (1)

Si a0 # 0, entonces se tiene la ecuaciéon
ay? — Bxy + 2° = 0.

El resultado se consigue al despejar y dejandola en funcién de x:

y— pr + /%22 — 4ax? Bz + VA|z|
B N 20 )

Si o = 0, entonces la ecuacion se convierte en

3327,8:cy:0

la cual se cumple cuando x =0 6 y = % |

Al tener divisores de cero, se sigue que C, g no es un cuerpo.

» Ntumeros parabdlicos Para los valores de o y 3 tales que A = 0, se llama a C, 3 como el algebra de
numeros parabdlicos. El nombre de esta dlgebra viene dado por la forma de las curvas unitarias. Si se grafica
en el plano el conjunto S, 3 se obtienen dos parabolas degeneradas (ver figura 4.

El caso particular cuando o = 3 = 0, Cp ¢ se conoce como niumeros duales. Similar a los anteriores casos,
Co,o se relaciona con cualquier C, g de este caso.
b 9.

Proposiciéon 1.4. Para todo o, 8 € R tal que A =0, se tiene

Coe,,@’ = (CO,O-



Figura 3: Hipérbolas rotadas correspondientes a la curva unitaria considerando o« = 1 y 8 = 3. Las rectas
entrecortadas representan el conjunto Sing173.

Demostracion. Se denota por € a la unidad imaginaria en Cq g, es decir, €2 = 0. Se define la funcién
0o . C C
Pa,8 * “a,p > £0,0

a+1b+— <a—§b> + eb.
Mostrar que esta funcién es un isomorfismo es analogo a la demostracion de la Proposicién |

Nuevamente, existen divisores de cero, cuya forma se expone en la siguiente proposicion.

Proposicion 1.5. Sean o, 5 € R tales que A = 0. Entonces

Singaﬁ:{z:x—i—iy : ngy}

Demostracion. Razonando de manera analoga a la demostracién de la Proposicion y ya que 32 = 4a, se
tiene que z = x + iy € Sing, 3 es equivalente a tener la ecuacién

2 2
xz—ﬁxy—k%gf: (x—gy) = 0.

Se sigue directamente que x = gy, lo que muestra la proposicién. |

Consecuencia de esta proposicion, se sigue que C, g no serd un cuerpo en el caso parabdlico.
Presentemos ahora un n umero bastante interesante en el caso de los niimeros parabdlicos.
Ejemplo 1. Considere 5 + 2¢ y nétese que

(B +2i)* = 5% —da = A.
Es decir, en el caso parabdlico,

(B +2i)* =0,

lo que implica que 3 + 2i € Sing, 3.En los casos eliptico e hilerbdlico, este niimero si es es invertible y su
inverso es %.

La importancia de este nimero es que aparece como constante en resultados andlogos a los clasicos de
numeros complejos. Esto hace que en ocasiones se tenga que excluir al caso parabdlico, o resulta en resultados
triviales.



Figura 4: Parabolas degeneradas rotadas correspondientes a la curva unitaria considerando a« = 1y 8 = 2. La
recta entrecortadas representan el conjunto Singm.

2. Trigonometria

Ya se menciono la importancia de tener una representaciéon en forma polar en nimeros complejos. Esto se
buscé generalizar para C, g, de manera que se tengan propiedades similares al caso complejo. G. Fjelstad las
describe en [3] pero se detallan las demostraciones aqui.

V1Al

Por simplicidad se escribeird D, 5 = Y5— si A # 0.
Se define una funciéon andloga a la exponencial compleja, para 8 € R, dada por la siguiente expresiéon
e = €08q 3 (0) + iseng 5 () , (2)

donde las funciones sen, g y cos, g estdn definidas a partir del seno y coseno reales:

L 5 sen(Dq 50) si A <O,

Dq
seng g (0) = ﬁ:a senh(Dg, 56) si A >0, (3)
0 si A =0,
y
cos(Dqg8) + ﬁ sen(Dy,, g0) si A <0,
c08q, (0) = 4 cosh(D, g0) + ZDi,g senh(D, g0) si A >0, (4)
1+ 520 siA=0.

Las funciones sen, g y cos, g se conocen como las funciones seno y coseno de C, g, respectivamente.

Observacién. Las funciones sen, g y cos, g son periédicas, de periodo para % cuando A < 0. Es decir, que
para cualquier 8 € R

2 2
selq, 3 <0 4 Dﬂ'ﬁ> =sen,3(0) y cosap (9 + Dwﬂ) = cosq g (0) .
[ a,

Ademss, sen; o es la funcion seno real y cosy o la funcién coseno real.

0

Resulta que la funcién e'” es una parametrizacién de las curvas unitarias de cada C, g y por tanto se puede

caracterizar la curva unitaria como en la siguiente proposicién.

Proposicién 2.1. Sean a, 8 € R. Se tiene que
Sap = {ke” : 9 €R, k€ Kap},

donde K, 3 C C, 3 es tal que



= aﬁ:{l}, si A <O0.

- K= {1,—1, 2@?;,—2@52}, si A > 0.
« Kop={1,—1}, si A=0.
Demostracion. Se encuentra con detalle en [3]. |

Los elementos de K, g que aparecen en los casos A > 0 especifican en cual hipérbola o parabola se encuentran. A
la dupla 6 = (0, k) se lo conoce como el angulo z € C, g y ademds la representacién polar de este nimero viene
dado por la expresién

2 = |2la,pe™ = |2|a,ske”.

Ahora, respecto a las funciones sin, g, cos, g y ¥ se presentan propiedades trigonométricas que generalizan
a las conocidas sobre R. Por simplicidad en los célculos, usaremos que 6, = (6,1), pero los resultados se cumplen
para cualquier k£ € K, g.

Lema 2.1. Para todo o, 3,0y,01 € R, se tienen las siguientes identidades:
1. senq g (6o + 61) = senq g (0p) cosqe,g (61) + cosqa, g (6o) senqy g (01) — fseng g (6o) seng, g (61).
2. coSq,8 (6o + 01) = cosq 5 (0o) cosa,p (01) — aseny g (6p) seny g (01).
3. 6i(90+91) — ei@oeiel'

Demostracién. Las férmulas se van a demostrar para la funcién sen, g mientras que las de cos, g se las puede
mostrar siguiendo un razonamiento similar.

Las primeras dos identidades se derivan de la definicion y las identidades trigonométricas reales para la
suma de dngulos. Para A < 0,

1
senq, g (6o +61) = 5 (sen(Dq,gb0) cos(Dq, gb1) + cos(Dg gbo) sen(Dq gbh))
a7B
! sen(Dy, 560) | cos(Dg 5601) + 5 sen(Dy, 561)
= Da,ﬁ N{La,pb0 a,p%1 2Da,ﬂ N\ Vq,pV1

_l’_

(cos(Da”gHo) + Sen(DaﬁHo)) — D% sen(Dy, 00) sen(Dq, 561)

a?/B
= seny g (6o) cosqa g (01) + cosqa g (Bo) senqy g (01) — Bseng g (6o) seng g (61)

1 B
Dop 2D, 5

)

El caso A > 0 se obtiene razonando de la misma manera pero con el seno y coseno hiperbdlicos.
Para A =0,

seny g (0o +61) =00+ 01

=60+ §9091 + 61 + 29091 — B6p04
=6y (1 + 591> + <1 + geo> 01 — BOb,

= seny, g (00) cosq g (01) + cosq 5 (o) seng g (61) — Bseng g (B) seng g (01) .
Por ultimo, la tercera identidad se deduce directamente de las primeras dos:
e!llot01) — c08q.3 (0o + 01) + isenqy g (6o + 01)
= €08q,3 (0o) cosa g (01) — aseny g (6p) senq g (61)

+ i (senq, g (Bo) cosa,g (61) + cosqa g (6o) senqy g (61) — Bseng g (o) senq g (61))

= (cosq,g (00) + isengy g (0p)) (cosq, g (01) + iseny g (01))
— €i90€i91 )

Proposiciéon 2.2. Para todo o, 5,0 € R, se cumple la identidad

(o805 (0)) — Bseny s (0) cosa. 5 (0) + a (sengy g (6))* = 1. (5)



Demostracion. El resultado se obtiene al desarrollar la parte izquierda de reemplazando las definiciones (3] y
. Para el caso A < 0, se obtiene

4o — 32

2
———sen”(Dq )
AD?

(c0Sq 3 (9))2 — Bseng g (0) cosqe, g (8) + o (senqy g (9))2 = COSQ(Da”g@) +

—-A
= cos?(Dy p0) + ) sen®(Dy 50)

= cos?(Dg p0) + sen®(D, 50)
=1

Similarmente para el caso A > 0, se obtiene

(co8a5 (0))* — Bseny s (0) cosa. s (0) + a (sengy g (0))? = cosh?(Dg 560) — senh? (D, 56)
=1

Cuando A = 0, se tiene
(cosa,p 0))* — Bseng g (6) cosqa,p (0) + a (seng g 0)* =1+ %92
=1.
Es decir, la identidad d se cumple para todos los casos. |

Lema 2.2. Para todo «, 3,0, X € R, se tienen las siguientes formulas de derivacion:

%sena,g (N0) = A [cosa’/g (A0) — gsenaﬂ ()\9)] , (6)
d B
g CO8a:8 (N) =\ 5 C08a,p (M) — aseng g (N9) | , (7)
d g \BH2i 5
e = A 5 ¢ (8)

Demostracion. Las expresiones (@ y se obtienen directamente de las derivadas de las funciones trigonométricas
ordinarias e hiperbdlicas, con un poco de manipulacion algebraica para rescatar las expresiones en la derecha. La

expresién (8 se obtiene de @ y :

d i _ 4 - d
256 = gg5ehas (A0) + i—g €08a, (\0)

=\ [g C08q.,3 (A0) — aseny g (A0) + i (cosaﬁ (A\0) — gsenaﬁ (AG))]

— <§ + z) (cosa g (N0) + iseny g (A9))

B+2i iz

:)\26

Cuando o =1y 8 = 0, es decir el caso complejo, todas las definiciones, identidades y propiedades presentadas
en esta seccién coinciden con las ya conocidas de las funciones trigonométricas reales.

3. Analisis sobre C, g

Siguiendo la linea de generalizar las nociones vistas en nimeros complejos, se procede ahora a generalizar la
teoria de funciones analiticas sobre C.

Respecto a la topologia, tradicionalmente se dota a las algebras hipercomplejas de la topologia usual del es-
pacio R" correspondiente. Es por esto que la convergencia sobre C, g es la misma convergencia que en C o R2.
Cuando A < 0, la convergencia se puede definir a partir de |2z, — 2*[o,3 — 0 a medida que n — 4o00. Cuando
A > 0 se puede inducir una topologia a partir de (-, )4 3, como se lo hizo en [3].

Teniendo en cuenta la topologia, se puede presentar primero la nocién de diferenciabilidad sobre C,, g.



Definicién. Sean f:Q C C, 3 — C, g una funcién y z € C, g. Se dice que f es analitica en z si el limite

fle+h) = 1)
e 9

!/ — 1/
flz)=lim
hgSing,, g

existe y es independiente de como h tiende a 0.

Andlogo al caso complejo, se dird que f es analitica sobre 2 si es analitica en todo z € 2. Del mismo modo, se
puede caracterizar una funcién analitica con un sistema de ecuaciones. Este sistema se genera de las condiciones
de Scheffers que estdn en el contexto més general del andlisis hipercomplejo (ver [9, [IT]). En particular, se deduce
la caracterizacién para nimeros complejos generalizados.

Teorema 3.1. Sea f: Q2 C C, g — C, g una funcion tal que se puede escribir como f = fo+if1, donde fo y f1
son funciones real valuadas con derivadas parciales continuas. Se dird que f es analitica si y solo si se cumplen
las siguientes ecuaciones

ayf(] = *aaxfla
8:r:fO = Baxfl + ayfl' (10)

Estas se conocen como las ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas.

Estas ecuaciones inducen un nuevo operador que se llamara el operador de Cauchy-Riemann generalizado, definido
de la siguiente manera:

0z = 0y — 0y, (11)

de manera que una funcién serd analitica si y solo si dzf = 0.
El operador conjugado se escribe como

0z = Oy + B0y + 10y,
y este también guarda una relacién con la derivada de una funcién C, g-valuada.

Lema 3.1. Sea f:Q C C, 3 — C, 5 una funcion analitica sobre Q). Entonces

0zf(2) = (B+20)f'(2),
para todo z € ).
Demostracion. Es un caso particular de [I1], Cor. 3.9]. |
Como en el caso complejo presentemos primero un ejemplo de una funcién analitica en C, g.

Ejemplo 2. Consideremos el polinomio f(z) = z, o equivalentemente f(x,y) = z +iy. Se verifican las ecuaciones
de Cauchy-Riemann generalizadas, en efecto,

Oyfo =0 = —ad, f1,
a:J:fO =1= 58:1:]01 +8yf1-

Por lo tanto, el polinomio de grado 1 es analitico en C, g, para cualquier a y 3.

Observacién. La razén de tomar el operador de Cauchy-Riemann generalizado de esta manera y no como el
operador d% = %(&T +i0y) del caso complejo se da por la caracterizacion de funciones analiticas. Para valores
especificos de o y 5, funciones analiticas no siempre se anulan con el operador %. Por ejemplo, cuando o =1y
B =0y f(z) =z se tiene que
1—a—pi

2 9y
cuya expresion no siempre se anula para algunos valores de a y 8, pero por el Ejemplo [2] sabemos que es analitica.
En el caso complejo se cumple pues

%(890 +i6y)f =

&z: _.77
Y&z

es decir, Jz es una rotacién de %, lo cual va a preservar la propiedad de que una funcién sea analitica.



En [2, Sec. C.7.1] se define un operador de Cauchy-Riemann sobre C, 3 como
o = VA p Dy —

/AT VA

donde VA = B + 2i. Primero se puede notar que este operador estd definido siempre que A # 0, es decir solo

para numeros elipticos e hiperbdlicos, mientras que Jz se define tambien para ntimeros parabdlicos. Mas atn, es
un reescalamiento de 05

Oy,

_ BH+2
A
Una discusién més profunda entre estos dos operadores se lo hace en [11].

Otra funcién que se vi6 en el caso complejo fue la exponencial compleja. Sobre C, g, se define también una
funcién exponencial, cumpliendo propiedades analogas a su contraparte compleja. El siguiente resultado la define
de manera muy familiar.

0 0z

Teorema 3.2. Sean «, 3 € R, cualesquiera. Para todo z = x + iy € C, g, el limite

e”:= lim (1—}—3)71
n

n—-+00
existe y verifica
e =e" 2% = e""2Y (cosa 5 (y) + iseng g (y)) - (12)
Demostracion. La demostracién se enfocard para los casos A > 0 pues cuando A < 0 se puede demostrar como

en el caso complejo, ver [7].
Para A > 0, tomando z = = + iy € C, g, se definen

B vVA—-j B VA+ S
0=+ ——Y, =T ———Y
2 2
y . .
P — VA + (B4 2i) P VA — (B + 2i)

o/A 0 rT TTTa/A 7

de manera que se puede escribir
z = ZoFo + ZlFl,

y esto nimeros cumplen
R+F =1 FF=0y F'=F,

(02 = [0+ e 10 2) 8]

para cada n € N. Luego, del Teorema binomial y de las propiedades de F; y Fb, esta expresion se reduce a
AN 20\ ™ Z1\ ™
(1+—) - <1+—0> Fo+<1+—1> .
n n n

Tomando n — 400 en la igualdad anterior, y de la definicién de la funcién exponencial real, se obtiene

para ¢ = 1,2. Por lo tanto,

e = e[y + e Fy

et By (VA (BH20)\ | oovae, (VA = (B+2i)
- 2VA 2VA

o By <€Do¢,ﬁy + e Dapy B ePasy —ePapy 1 ePapy eDa,ﬁy>
— € 2 e —

2 LT 2 D 2

8 .
=" 2Y(cosq 5 (y) + iseng g (v))

_ By i
=" 2V,
Similarmente, para A = 0, se definen

22:x_§y7 3=y y Ezgﬂy



de manera que se pueda escribir z como
z=x+ 1ty = 29 + Ez3.

Asi, E? =0 y en consecuencia, por el teorema binomial

(1+2)" - (1+Z2+EZ3>"
n n
Zo\ N zo\ n—1
- (1+—2) + Ez (q+—2) ,
n n

para cada n € N. Tomando n — +00 en la expresion anterior
e =e*?(1+ Ez3)

— " (1 + gy + iy)

s .
= e*"2Y (cosqp (y) + iseng 5 (y))

_By
— o7 2yezy’

lo que concluye esta demostracion. |

En el caso compleja esta funcién coincide con la exponencial del caso complejo cuando @ = 1y 8 = 0.
Presentemos ahora propiedades que se esperarian que una funciéon exponencial cumpla.

Corolario 3.1. Sean a, 8 € R, cualesquiera. Para todo z,w € C, g, se tiene
AT = eV, (13)

Demostracion. Sean z = zg + 121 y w = wyp + fwy numeros complejos generalizados.Del Lema el resultado se

sigue directamente:

Z4w __ ezo—ﬁzl 121 wo—éwl

271gl%le 2 Wl — o2,

e

Lema 3.2. Para cualquier o, B € R y para todo z € C, g se tiene
Oze® = (B + 2i)e”.
Demostracion. Aplicando 0z a la ecuacién se calcula directamente

Oze” = (0y + BO, + i@x)exfgyeiy

B s, . B+2% 5 . B iy . B
:—Ee’” 2ye’y+Te‘r zeY + fe T2 +ie" T 26"

= (2+ 5 +2>e e
= (B + 2i)e”.

Por 1ultimo, presentamos un resultado andlogo al del Teorema de Cauchy-Hadamard pero para estudiar el
modulo de C, g de una serie de potencias. Para ello, definamos los conjuntos

Bi(a,R)={2€Cuhp : |z—alap <Ry (z—a,z2—a)qp >0},
BS(a,R)={2€Cup : |z—alap >Ry (z —a,z—a)ap > 0}.
+o00

Teorema 3.3. Dada una serie de potencias ch(z —a)", donde z,a € Cop y ¢ € R para todo k € Ny, existe

k=0
0 < R < 400 dada por

1 , 1
— = limsup |¢, |7,
k—+o00

tal que



1. Siz € Bi(a,R), entonces

+o0
ch(z—a)” < +00.
k=0 o,

2. Siz € BS(a,R), entonces
+o0
ch(z —a)"| =+4oo.
k=0 o,

Demostracion. La demostraciéon sigue los mismos pasos de la demostracién del Teorema de Cauchy-Hadamard
(radio de convergencia) que se puede encontrar en [10]. Lo que nos permite recrear esta demostracion es la condicién

(z—a,z—a)qp >0
en By (a,R) y BS(a,R), pues gracias a esto, tendremos que el médulo cumple la desigualdad triangular. |

Habiendo ya descrito una teoria sélida de funciones analiticas sobre C, g, se busca dar un siguiente paso y
pasar estos resultados a un contexto fraccionario. Actualmente, esta es una linea de investigacién con bastante
acogida; el tomar un algebra hipercompleja con noscién de funciones analiticas y generalizarlo a funciones analiticas
fraccionarias reemplazando las derivadas parciales por derivadas fraccionarias en algun sentido. Esto ya se ha hecho
sobre otras algebras como C, ¥/, y BC. Para poder entrar en detalle sobre esto, primero debemos conocer sobre
el célculo fraccionario y cémo funcionan estas derviadas fraccionarias en la siguiente leccion.
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