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Leccién n°5: Célculo fraccionario sobre algebras hipercomplejas. USFQ, 2022

Conociendo ahora el algebra C, g y el calculo fraccionario, se puede mezclar estas dos para tener cdlculo
fraccionario sobre C, g y una teoria de funciones anaiticas fraccionarias. La metodologia usada para hacerlo es
la de F. Sommen y sus colaboradores en [, [7], que consiste en reemplazar las derivadas parciales en cada direcci
’on ortogonal por derivadas fraccionarias en sus respectivas direcciones. Esto ya se ha hecho en estructuras mas
estudiadas como C en [3], BC en [4] y €¢,, en [3, 6, [7].

Una vez descrita la nocién de funciones analiticas fraccionarias sobre cada algebra, puede surgir la pregunta:
, Cémo se verian funciones elementales de cada algebra en el contexto fraccionario? Lo que nos lleva a caracterizar
dichas funciones en cada algebra. Para este curso nos limitamos a mostrar cémo se veria la familia de polinomios

n 7 7’ .7 . . ’
de la forma %, para n € N, y cémo se verfa una funcién tipo exponencial sobre C, 3 andloga a la presentada en

la leccién anterior pero en el contexto fraccionario.

1. Polinomios fraccionarios reales
Con este enfoque en mente, para el resto de la seccién vamos a considerar el dominio
Q = [zo, 71] X [yo, y1] C R?

y dos parametros reales vp,v; € (0,1). Primero definamos una familia de polinomios reales conocidos como
polinomios fraccionarios que son de utilidad para caracterizar estas funciones.

1
T(W)T((n + 1)v)

para todo n € Ny y donde ¢ € [ty, t1]. Se la toma asi por el siguiente resultado.

@) = (t — to) 071, 1)

Lema 1.1. Para v € (0,1) se cumple que

0
%‘I)f =0 (2)
y para n € N:
v (I);/,n _ (btu,n—l. (3)
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Ademés, polinomios ®;"" son la versién fraccionaria de los polinomios reales %, y a ®" como el polinomio

constante para la derivada fraccionaria Dtyj{' Cuando tp =0y v — 1" en , se tiene que

t(n+1)—1 n

lm = "
v—1- rH(n+1) nl!

Del mismo modo, se define la siguiente familia que simplificara la escritura posteriormente

nm __ P(ﬁ) o m
v —m(t to)™". (4)

Se escribird ®;™ y @, a las funciones definidas como en pero sobre los intervalos [zg,z1] ¥ [v0,y1],
respectivamente.



2. Calculo Fraccionario sobre C
Empezamos definiendo el operador de Cauchy-Riemann fraccionario de orden v = (v, 11):
DY = D”O +zD”1+7
su conjugado estaria dado por la conjugacién compleja, por lo tanto tendria la expresion
DY = DZ% - iDZ(Jl{’
Con el operador fraccionario podemos definir las funciones analiticas fraccionarias en base a la caracterizacién del
caso ordinario.
Definiciéon. Una funcion f: 2 C C — C se dice v-fraccionaria anallitica si satisface
DL f =0,
sobre ().
Ahora, para asegurar existencia de las derivadas fraccionarias, se define el siguiente espacio funcional.

Definicién. Una funcién f : @ € C — R se dird que pertenece a AC™(Q) si es que para cada y € [yo,y1], la
funcién
z = f(z,y)
pertenece a AC™[xq,x1]; y para cada x € [z, z1] la funcién
y— flz,y)
pertenece a AC™[yo, y1].

Se esperaria que este operador se comporte similar al caso de derivadas enteras, por lo que presentamos un
par de resultados esperados.

Teorema 2.1. Para funciones f,g: Q2 C C — C donde f = fo+ifi y g = go+ig, tales que f;,g; € ACH(Q)
para j = 0,1, se tiene que DY f, DY g existen y ademds:

DY (f+g)=D4f+ Dy,
DL(f+g)=DLf+ Dig
Ademds, para todo k € C, g se cumple que
DE(kf) = EDL(f) y  DY(kf)=kDL(f).
FEs decir, los operadores son lineales.
Demostracién. La demostracion se sigue directamente de la definicién de los operadores DY 'y Dr. |
Proposicién 2.1. Sea f € AC%(Q) tal que fo y fi cumplan las hipdtesis del Teorema 2,1 de la leccion 4. Entonces:
1. DY f=DYf,
2. DV f=D"f,
5. DYDY = D% DY.

Demostracion. La demostracion nuevamente se sigue directamente de la defincién de los operadores. La hipotesis
impuesta sobre fy y fi sirve para la conmutatividad al querer demostrar 3. |



2.1. Polinomios Fraccionarios sobre C

Dado que se ha construido la nocién de una funcién fraccionario analitica, es natural preguntarse qué tipo de
funciones se pueden crear que cumplan serlo y tengan propiedades ttiles.

Noétese, por ejemplo, que en el caso complejo, se tiene que las llamadas funciones elementales como el seno,
coseno y exponencial parten de una representacién por medio de series:

oo o
E akilv
mn.
k=0

donde aj, son cosntantes reales adecuadas. También se nota que los monomios

Z'I”L

7" = —
n!
cumplen con ser analiticos y ademaés %Z” = 7" 1. Estas propiedades se buscan rescatar pero en el contexto
fraccionario.

Los polinomios complejos de grado 0, 1 y 2 en el contexto fraccionario de Riemann-Liouville se han definido
como

(I)ZO,O(I)ZLO m

v,m . 1 (I)V071(I)V170 + ‘@V070®V171
A4 — x y 1Py y m
m

a: 2m
<(I>;0,2<I>Zl,0 _ (1)5070(1)1?;172) + i@;o’l‘@ZlJ

0,
L, (5)
2.
El siguiente resultado nos permite llamar a estas funciones como polinomios fraccionarios sobre C.
Proposicién 2.2. Sea v = (v, v1). Se tiene que
DY Zz7™ =0,

para m=0,1,2, y
ﬁizy,m —_ Zy,m—l’

para m =1, 2.

Demostracion. La demostracién se obtiene por cédlculo directo usando las definiciones del operador de Cauchy-
Riemann fraccionario, su conjugado y de los polinomios fraccionarios. |

3. Calculo Fraccionario sobre C, 3

Siguiendo la misma idea del calculo fraccionario sobre C, basdndonos en el operador ordinario de Cauchy-
Riemann generalizado, se define el operador fraccionario de Cauchy-Riemann geenralizado, de orden v := (v, 1)
en C, g como

D = DZ(IT — iDZ(-}’

su conjugado serd
DY := D", + D", +iD"}.
Yo Ty Yo

Definicion. Una funcién hipercompleja
f :Q - (Caﬂ — Caﬁ

se dird fraccionario analitica en €, si es que DY f existe y ademas
D% f =0, (6)
en (.

Consideremos el siguiente espacio funcional que nos permite asegurar existencia de los operadores fraccionarios.



Definicién. Una funcién f : Q@ C C,p — R se dird que pertenece a AC™(2) si es que para cada y € [yo,y1], la
funcién
x> f(z,y)

pertenece a AC™[xg, z1]; y para cada z € [xg, z1] la funcién
y— flz,y)
pertenece a AC"[yo, y1].

Por facilidad al calcular y en las hipdtesis, se asumird en adelante que vy, v € (0,1). Para exponentes mAjs
grande el tratamiento es similar pero se pedira mayor regularidad para las funciones a los cuales se les aplique los
operadores fraccionarios.

Teorema 3.1. Para funciones f,g: Q2 C Cqp3 —> Cap con f = fo+ifi yg=go+ig tales que f;,g; € ACH(Q)
para j = 0,1, se tiene que DY f, DY g existen y ademds:

DE(f +9) = Dif + Diyg,
D{(f+9)=Dif+Dig
Ademds, para todo k € C, g se cumple que
D (kf) =kDi(f) v Di(kf) =kDL(f).
Teorema 3.2. Si es que una funcion hipercompleja
[:QCChp—Cup

con f = fo+if1 satisface que para todo j = 0,1 se tiene f; € AC?*(Q) y para todo x € [xo,21], y € [yo,y1] se
cumple

fo(x,90) = fi(wo,y) = 0.
Entonces - B
D' D f =D\ D’f.
En particular, si f es fraccionario analitico, entonces D" "L f también lo es.

El dltimo resultado es andlogo a lo que sucede para las funciones complejas analiticas, en donde se tiene
que si una funcién es holomorfa o analitica, entonces su derivada lo es también. Es de especial interés notar
que el operador congujado DY es, al igual que 0z, un miiltiplo de la derivada, y serd usado posteriormente para
aplicaciones.

3.1. Polinomios fraccionari analiticos sobre C, 3

En el caso de complejos generalizados, se han construido los polinomios fraccionarios analiticos siempre y
cuando no se esté en el caso parabdlico.

Proposicién 3.1. Si es que A # 0 y se define para todo m € N.

m
: Z (B + 2i) Lo h gLk (7)
k=

entonces
D”Z af = =0,

para todo m € N, y
U 7Um le
D Z ﬁ—Z

para m € N.

Demostracion. La demostracién se obtiene por cédlculo directo usando las definiciones del operador de Cauchy-
Riemann fraccionario, su conjugado y de los polinomios fraccionarios. |



3.2. Funcién tipo exponencial fraccionaria sobre C, g

se puede aprovechar que la funcién de Mittag-Leffler interviene en las funciones propias de las derivadas
fraccionarias de Riemann-Liouville para caracterizar una funcién tipo exponencial.

Proposicién 3.2. Sean € (0,1) y A € C, g. Se tiene que
DV, (4OF,u(NTED)) = APLOE,,(ATL0). (®)

Demostracion. De la convergencia absoluta de la funcién de Mittag-Leffler sobre C, g, obtenemos
+00 A

0 =y ——
I (p) @ By (AL ,;OFWC“W

“+oo
_ k k
= Arouk,
k=0

Aplicando la derivada fraccionaria de orden p a esta expresion, y gracias al Teorema 2,2 de la leccion 4, obtenemos

(x - m0)(l<:-i-l)u—1

“+o00
DY, (I (1) B4 OB u (D)) = S0 AFDY, it
k=0

“+o00
— kgu.k—1
=) Mot
k=1

+oo
=) Now
§=0
= AT (p) ®4°E), ,(AUH0),
De la linealidad de la derivada fraccionaria, se obtiene el resultado. |
Esta proposicién impulsa definir una funcién tipo exponencial real de la siguiente manera:
0 0
eu(A\t) = @By u (AT,

donde p € (0,1). Inspirdndonos en la forma de la exponencial compleja, definimos la funcién tipo exponencial
fraccionaria como
& (A2) == ey (N, ey, (1N, y), (9)

donde v = (19, 11) y z =z + iy € C, g. El siguiente resultado justifica el nombre de esta funcién.
Teorema 3.3. Sea A € C, 3. Se tiene que
DYE, (A\z) =0 (10)
D7E, (Nz) = A(B+20)E, (\z2), (11)
para todo z € C, 3.

Demostracion. Sea A € C, g, cualquiera. Para mostrar que &, es analitica, se aplican las definiciones y @D de
manera que se obtiene

DYE, (A2) = (DY =D ) eny (A, w)ews (A, 1)
0 0
= eu (A 2)D % e, (A y) =D % evy (A, w)ew, (A, ).
0 0
De la Proposicién [3.2] se sigue

DY E, (Az) = Xeyy(A, z)ey, (N, y) — Ney, (A, x)e,, (iX,y) = 0.



Similarmente, aplicando Dflj{ a &, se obtiene

D7E, (Az) = (D”l+ +BDYY + z’D”i) eve O\, 2)ew, (0N, 9)
= a0 ) D% (i0,9) + 8D ey (A 2)esn (0, 1) + 1D e, (A, ey (0, 1)
0
= (IA+ BA+iN)ey, (A, x)ey, (1A, y)
= AB+20)E, (N\z),
como se queria demostrar. |

Observacién. Para eliminar el término 3 + 2¢ en la proposicién anterior se podria considerar un reescalamiento
del operador de Cauchy-Riemann generalizado fraccionario, dado de la siguiente manera

Sin embargo, este nuevo operador estaria definido siempre que A # 0. Esto permite escribir de manera més
familiar

TVE, (Az) = A&, (A2). (12)

La ecuacion se cumple para 2! pues el término 8 22’ es invertible.

Esa no es la dnica propiedad que se esperaria que cumpla una funcién que actia como la generalizacié de la
exponencial en el contexto fraccionario. También se busca tener una expresiéon como

E(ANz+w)) =& (A\2) & (Aw).

Sin embargo, esto no siempre se cumple para cualquier eleccién de vy y vy. Para ilustrar esto, basta estudiar la
funcién e, considerando A = 1 y z¢p = 0. De la serie binomial se tiene

) (k1)

(1 + 332
evo (1, 1 + 22) 2 Z VO)

k+1)1/0*(]'+1)xj

o (k+ L — 1\ 2} )
_P(VO)ZZZ< j ) F((k+ Do) (13)

Mientras que por la formula de Cauchy para el producto de dos series

e (1, 1)y (1, 22) = (

1 +oo xgk'f‘l)'/o—l 1 +00 xgj—i-l)uo—l
T (vo)* & T ((k+ 1)) ) \ T (w)” 5 T (G + Dwo)

400 k (G+1)ro—1 x(k—j—l—l)yo—l

422 (]+11/0F((?<:—j+1)1/0)' (14)

VO 1
F( )3 9
el segundo no. De aqui surge la pregunta: ;Para qué valores de vy y 11 podria cumplirse? Justamente se recupera
esta propiedad en el caso entero, es decir cuando vy = v = 1.

Las ecuaciones (|13]) y (14} en general no coinciden ya que en la primera aparece el término mientras que en

Proposicién 3.3. Sean z,w,\ € C, g y considere xg = yo = 0. Entonces
Ea) Az +w)) = Eq1) (A2) Enpy (Aw) .
Demostracion. Suponga que z = zg + 121 y w = wo + tw;. Basta mostrar que
e1(A, zo + wo) = e1 (A, z0)e1 (A, wo). (15)

Puesto que




entonces

= Zo -l- wo kijwj
e1(A, 2o + wo) Z Z)\kz< > A 9

k= ! k=0 7=0

Por otro lado,

+oo k j i k—j
) - SV S ()
k=0 j=0 ’

Estas expresiones coinciden, lo que muestra ((15). En consecuencia, se tiene lo buscado

Eny Mz +w)) = e1(\, 20 + wo)er (N, 21 + w1)
= e1(\, z0)e1(Ai, z1)e1 (A, wo)er (i, wr)
= 5(1,1) (A2) 5(1,1) (Aw).

Corolario 3.1. Sean z,A € C, g y considere xg = yo = 0. Entonces

(5(171) ()\z))n = 5(171) (nAz),
para todo n € N.

Demostracion. El resultado se demuestra por induccion. el caso n = 1 es trivial y el caso n = 2 se cumple por la
Proposicién Suponga que se cumple para n > 2, es decir

(5(1’1) ()\Z))n = 5(171) (n)\z) .
Para n + 1 se tiene que .
n-+ n
(Eany ()" = (Eay (A2) (Eay (A2)",
por hipétesis de induccién y de la Proposicién

(Eany M) = (Enny (A2) (Ey (nA2))
=E&a1 (n+1)Az).

Lo que demuestra el resultado para todo n € N. |

El trabajo en este 4mbito no se ha terminado. Por ejemplo, un siguiente paso a tomar serAa buscar caracterizar
ahora funciones polianaliticas, es decir que se anulen cuando se les aplique el operador DY de manera iterada,
similar a como se hizo sobre BC en [4]. Otro paso que podria ser pensar en expansiones en series de Taylor usando
la familia de polinomios Z ’ . Inlcusive se puede recrear estas ideas para otras algebras hipercomplejas que tengan
relevancia o sobre las cuales no esté nada hecho todavia.
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