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Capitulo 1

Introduccion al analisis funcional

El principal objetivo de este capitulo es presentar algunos de los resultados méds importantes del
andlisis funcional, en un marco relativamente general, y hacerlo de tal manera que sea posible aplicar
estos conceptos y teoremas de forma directa e inmediata al estudio de los espacios de Lebesgue y
de Lorentz: de esta forma podremos completar la descripcién topolégica de los espacios de Lebesgue
iniciada en el Volumen 1 y atacar con toda comodidad el estudio de los espacios de Lorentz en el
Capitulo 77.

El andlisis funcional es una rama muy extensa de las matematicas que tiene muchas aplicaciones
importantisimas, por ejemplo en el area de las ecuaciones en derivadas parciales, la fuerza de los re-
sultados del anélisis funcional permite la resolucién de una gran cantidad de problemas (existencia,
unicidad, regularidad de las soluciones, entre otros). Como este capitulo no es mas que una introduc-
cién, ha sido necesario escoger los temas mas relevantes para cumplir con este objetivo. Sin embargo,
trataremos, siempre y cuando nos sea posible, de no limitarnos a una presentacién orientada tinicamen-
te a estos dos espacios funcionales ni de enmarcarnos en la estructura de espacios de Banach; esperamos
entonces que el grado de generalidad adoptado sea lo suficientemente amplio como para estudiar, o
al menos iniciar el estudio, de otras partes, ligeramente mads avanzadas, del analisis matematico vy,
evidentemente, permita al lector motivado de ir mucho mas alld de esta corta introduccién.

Recordemos que el primer volumen tiene como punto culminante -después de la construcciéon de
medidas y de la integral de Lebesgue- el estudio de la normabilidad de los espacios de Lebesgue
LP(R™ dx) y la presentacién de dos propiedades topoldgicas: la completitud (si 1 < p < +oo, los
espacios LP(R™, dz) son espacios de Banach) y la separabilidad (si 1 < p < +00, los espacios LP(R", dz)
contienen subespacios densos que son de cardinal numerable, mientras que el espacio L>°(R", dz) no es
separable). El lector observard muy justamente que, para una correcta presentacién de estos espacios,
es imprescindible describir muchas otras propiedades topoldgicas.

Sin embargo, para poder exponer correctamente estas propiedades estructurales, es necesario in-
troducir algunos objetos y resultados de orden general y las lineas que siguen estaran dedicadas a
la presentacion de estas herramientas. Hemos para ello dividido este capitulo en cinco secciones. La
primera presenta las principales propiedades de las aplicaciones lineales y estudia las diversas carac-
terizaciones posibles de la continuidad de este tipo de aplicaciones en funcién del marco de trabajo;
que, por simplicidad, estard reducido a los espacios localmente convexos y a los espacios normados.
La segunda secciéon expone las versiones analiticas y geométricas del teorema de Hahn-Banach con
algunas aplicaciones que serdn de gran utilidad en las secciones y capitulos siguientes. La tercera
seccién presenta en cambio los resultados maés clasicos del andlisis funcional como son los teoremas
de la aplicacion abierta, del grafo cerrado y el principio de acotacion uniforme. En la cuarta seccion
estudiaremos las diversas topologias que existen sobre los espacios de aplicaciones lineales continuas y
haremos un énfasis especial en las conecciones existentes entre ciertos espacios vectoriales topolégicos
y sus espacios duales. Finalmente, en la ultima seccién daremos ejemplos concretos de espacios duales
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4 Capitulo 1. Introduccion al analisis funcional

y de las diferentes propiedades de las topologias estudiadas en la penultima seccion.

1.1. Aplicaciones lineales continuas

El objetivo de esta primera seccion es el de presentar las definiciones y resultados mas importantes
que giran en torno a las aplicaciones lineales continuas pues estos objetos constituyen la herramienta
de base de todo este capitulo.

En la primera subseccion detallamos las propiedades maés elementales de las aplicaciones lineales
continuas. En la segunda subseccién haremos un recuento de las diversas caracterizaciones posibles de
la continuidad de estas aplicaciones en funcién de la estructura topoldgica sobre la cual se trabaja:
empezaremos con espacios localmente convexos y luego pasaremos a los espacios normados. Veremos
en particular que es mucho més comodo enunciar los resultados y trabajar con ellos cuando se dispone
de una estructura de espacio de Banach. Terminaremos con unos resultados relativos a las aplicaciones
multilineales que seréan de utilidad cuando se estudie la dualidad entre espacios vectoriales topolégicos.

1.1.1. Definiciones y primeras propiedades
Las nociones matematicas que presentamos en esta seccién son seguramente familiares para el

lector puesto que muchas de ellas provienen del dlgebra lineal.

Definicién 1.1.1 (Aplicacién lineal) Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
de escalares K. Diremos que una aplicacion

T -DCcE — F
x — T(x)

definida sobre un subespacio vectorial D de E a valores en F' es una aplicacion lineal si se tiene la
identidad

T(az + By) = aT\(x) + AT(y) (1.1)
para todo x,y € D C F ya,B € K.

Fijamos un poco de terminologia con las dos definiciones que siguen.

Definicién 1.1.2 (Dominio, rango y ntcleo) Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo de escalares K y sea T : E — F una aplicacion lineal.

1) El dominio de definicién de T' serd notado D(T).
2) Definimos el rango de T' como el conjunto R(T) ={y € F :y=T(x), z € D(T)}.

3) El nucleo de T estd determinado por el conjunto Ker(T) = {x € D(T) : T(z) = 0}.

Definicién 1.1.3 (Forma lineal real o compleja) Sea T : E — F wuna aplicacion lineal. Si el
rango R(T) estd contenido en el cuerpo escalar R, diremos que T es una forma lineal real sobre D(T').
Si, en cambio, el rango R(T) estd contenido en el cuerpo escalar C, diremos que T es una forma
lineal compleja sobre D(T'). Si esta distincion no es indispensable, hablaremos simplemente de formas
lineales.

En todo este capitulo vamos a concentrarnos principalmente en las propiedades de las aplicaciones
lineales y en el desarrollo de la teoria asociada. Sin embargo, para tratar correctamente algunos temas
nos sera necesario relajar la Definicién [LTIl En efecto, la identidad dada en la férmula (L) puede
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parecer demasiado exigente en el sentido que algunas de las aplicaciones mas importantes y usuales
no son necesariamente lineales.

Nétese que si deseamos relajar esta identidad, y remplazarla por una desigualdad, serd necesario
exigir mas propiedades en el rango de la aplicaciéon. Tenemos pues las definiciones siguientes:

Definicién 1.1.4 (Aplicacién sublineal, cuasi-lineal) Sea E un espacio vectorial sobre un cuerpo
de escalares K y sea F' un cuerpo totalmente ordenado.

1) Diremos que una aplicacion
T:-DCE — F
x — T(x)
es una aplicacién sublineal si

(a) se tiene la identidad T'(ax) = |a|T () para todo x € D C E y todo a € K,

(b) se tiene la desigualdad
T(x+y) <T(x)+T(y) (1.2)

para todo x,y € D C F.
2) Si existe una constante K > 1 tal que se tenga
T(z+y) < K(T(z)+T(y)) (1.3)
diremos entonces que la aplicacion T es cuasi-lineal.

Observacién 1.1 Para poder comparar las cantidades expuestas en (2] y (L3]), es necesario tener
una relaciéon de orden sobre el espacio F' y ésta es la hipdtesis adicional exigida sobre el rango de 7'
En las aplicaciones se tiene por lo general F' = R y esto es mas que suficiente, nétese por el contrario
que F' = C no conviene porque el cuerpo de los nimeros complejos solo estd dotado de una estructura
de orden parcial.

Demos ahora algunos ejemplos de aplicaciones lineales, sublineales y cuasi-lineales.

(i) Consideremos el espacio vectorial E = M, (K) formado por las matrices cuadradas A = (a;j)1<i j<n
a coeficientes en K. Definimos la aplicacién traza T de una matriz por

T:M,(K) — K

i=1

El lector puede verificar sin ningun problema que 7' es una forma lineal.

(ii) Sea E = C,4([0,1],IR) el espacio de funciones continuas y acotadadl] definidas sobre [0,1] a valores
en R. Definimos

T :Co([0,1],R) — Ca([0,1],R)
fo— T(f)(z)=2"f().

La aplicacién T es lineal pues se tiene T(af + g) = az3f(z) + 23g(x) = T (f) + T(g).

Recordar que C,.([0,1],R) es un espacio de Banach dotado de la norma ||f||cc = sup |f(z)|. Véase el ejemplo B)
x€[0,1]

Seccion 1.4.2 del Volumen 1.
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(i)

(iv)

Consideremos E = Z(R",dz) el espacio de funciones integrables con respecto a la medida de
Lebesgue dx y definamos la aplicacién

I:I(R",dz) — R
fo—= A= f@)de.

Con la teoria desarrollada en el primer volumen, el lector no tendra ninguna dificultad en verificar
que I es efectivamente una aplicacion lineal y, dado que los valores de I son reales, lo que
obtenemos en realidad es una forma lineal.

Sea ahora E = CL([0,1],R) el espacio de funciones continuas y acotadas, a derivadas continuas
y acotadadd, definidas sobre [0,1] a valores en R. Definimos

S:CH0,1,R) — C,((0,1},R)
d
fo S()@) = o f(a).
La linealidad de la aplicacién S es evidente y se deduce de las propiedades de la derivada %.

Sea E = LP(R",dx), con 1 < p < 400, el espacio de Lebesgue de funciones de potencia p-eme
integrables a valores en K. Definimos la aplicacién N, por

N, : LP(R",dz) — R

1/p
wmm:(/rﬂmwm) §i1<p < +oo,
P Ny(f) = e

1l = sup ess| £ (@) i p = +o0.
TER?

Por la desigualdad de Minkowski (o desigualdad triangular) se tiene inmediatamente que la
aplicacién NN, es una aplicacién sublineal pues se tiene, para todo f,g € LP(R",dz) y todo
aek:

Np(af +9) < |a|Np(f) + Np(g)-

Nétese en particular que la aplicacién N, no verifica en toda generalidad la identidad (IITI).

Sea I/ = R". Para todo 0 < p < 1 definimos la aplicacién n, : R" — R por

n 1/p
ny(x) = <Z Ifﬂilp> :

i=1

Aplicando el Lema 4.2.1 del Volumen 1, se puede ver que n, es una aplicacién cuasi-lineal pues
ny(x +y) < 2771 (n,(x) + ny(y)) para todo x,y € R™. Aquf la constante K de la férmula (3]
es igual a 2771 y se tiene 21/P~1 > 1.

Tendremos la oportunidad de exponer algunos otros ejemplos de aplicaciones lineales o sublineales en
las lineas siguientes, pero podemos decir desde ya que los ejemplos (iii) y (v) seran la fuente de muchos
resultados importantes.

Notacién: Se suele, por lo general, distinguir algunas aplicaciones lineales de otras llaméndolas
operadores lineales (como por ejemplo el operador “derivada” del ejemplo (iv)). En este capitulo
no haremos tal distincién entre aplicaciones lineales y operadores lineales, de manera que estas dos
terminologias seran usadas como sinénimos.

2c

2([0,1],R) es un espacio de Banach con la norma || f|lc1(jo1) = sup |f(z)|+ sup |4 f(z)].
@ z€[0,1] z€[0,1]
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Definicién 1.1.5 (Operaciones entre aplicaciones lineales)

1) Sean E y F dos K-espacios vectoriales y sean T y S dos aplicaciones lineales con D(T'), D(S) C E
y R(T),R(S) C F.

a) El producto escalar oT estd dado por (oT)(z) = oT(x) para todo x € D(T) y todo a € K.

b) La suma T + S estd definida como (T + S)(x) = T(x) + S(x) para todo x € D(T) N D(S).

2) Sean E,F,G tres K-espacios vectoriales. SiT : D(T) CE — F ysi S: D(S) C F — G son

dos aplicaciones lineales, entonces la composicion SoT estd definida por la formula SoT(x) =
S(T(z)) para todo x € {x € E:x € D(T) yT(x) € D(S)}.

Proposicion 1.1.1 Las aplicaciones oI, T+ S y S o T recién definidas son aplicaciones lineales.

Prueba. La verificacion de este hecho es inmediata y es dejada al lector en ejercicio. |

Observacion 1.2 Es muy importante notar que las aplicaciones SoT y T oS no coinciden necesaria-
mente. Para dar un ejemplo de esta situacién, tomamos las aplicaciones T' y S explicitadas en los ejem-
plos (ii) y (iv) definidas sobre D(T) N D(S). Vemos facilmente que existen funciones f € D(T) N D(S)
tales que se tiene el conmutador

[T,51f = (T oS =SoT)(f) =T(5(f)) = S(T(f)) #0,

de manera que S oT # T o S. Esto muestra que es necesario tener un poco de cuidado cuando se
manipula la composicién de aplicaciones lineales.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de la proposicién anterior y nos indica qué tipo
de estructura se dispone sobre el conjunto de todas las aplicaciones lineales de E en F'.

Proposicién 1.1.2 (Espacio de aplicaciones lineales .Z*(E, F')) Sean E y F dos K-espacios vec-
toriales. El conjunto de las aplicaciones lineales definidas sobre todo E y a valores en F' es un K-espacio
vectorial y serd notado £*(E, F).

Prueba. Vemos sin ningtin problema que la aplicacién nula 7' = 0 es lineal y por lo tanto pertenece
al espacio Z*(FE, F'). Sean ahora T1,T, € £*(E,F) y o, 3,7 € K; se tiene por la linealidad de estas
aplicaciones la identidad

(oTy + BT3) (z + vy) = (aTi(z) + BTa(x)) + v (aTi(y) + BT:(y))
para todo z,y € E, lo que muestra que su combinacién lineal aT; + 515 pertenece al espacio £*(E, F).

Definicién 1.1.6 (Espacio de aplicaciones lineales continuas .Z(E, F')) Sean E y F dos K-espacios
vectoriales topolo’gz'co. Notaremos el conjunto de aplicaciones lineales continuas de E en F por

L(E,F).

Es evidente que el conjunto Z(F, F) es un subespacio vectorial de £*(E, F).

Cuando el rango R(T') C F de una aplicacién lineal T" es un subconjunto del cuerpo de los escalares
K, hemos reservado el nombre de formas lineales (reales o complejas) para tales aplicaciones -véase
la Definicién [LT3l De la misma manera, cuando F' = K se dispone de una terminologia especial para
designar los conjuntos .£*(F,K) y Z(F,K).

3

véase la Definicion 1.3.2 del Volumen 1.
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Definicién 1.1.7 (Espacio dual algebraico E*) Sea E un K-espacio vectorial. El dual algebraico
E* de E estd definido como el conjunto de formas lineales definidas sobre E. Es decir E* = £*(E,K).

Definicién 1.1.8 (Espacio dual topolégico E') Sea E un K-espacio vectorial topoldgico. El dual
topolo’gic E' de E estd definido como el conjunto de formas lineales continuas definidas sobre E. Es
decir E' = £ (E,K).

En este capitulo nos concentraremos especialmente en este ultimo tipo de espacios duales cuyas pro-
piedades serdan estudiadas en detalle en la Seccién .41

1.1.2. Continuidad de las aplicaciones lineales

Volvamos a nuestra exposicién de las propiedades de las aplicaciones lineales y nos interesamos
ahora en el estudio de la continuidad de este tipo de aplicaciones. Evidentemente, nuestra exposicién
de la continuidad se articulard en funcién de las hipétesis estructurales exigidas: empezaremos con las
propiedades que se disponen sobre espacios vectoriales topoldgicos generales pero muy rapidamente
pasaremos a los resultados disponibles sobre los espacios de Fréchet y, finalmente, estudiaremos las
propiedades que son validas en los espacios vectoriales normados.

Recordemos pues que un espacio vectorial es un espacio vectorial topoldgico si su estructura vecto-
rial es compatible con la estructura topolégica. El primer resultado que presentamos nos asegura que
en el caso muy especial de las aplicaciones lineales es suficiente estudiar su continuidad en el origen:

Proposicion 1.1.3 Sean E y F dos espacios vectoriales topoldgicos sobre el mismo cuerpo de escalares
K. Una aplicacion lineal T definida sobre D(T) C E en F es continua en todo su dominio si y solo si
es continua en el vector cero.

Prueba. Si la aplicacién T es continua en todo punto es evidentemente continua en el vector
cero. Reciprocamente, puesto que la aplicacién traslacién v, :  — x 4 7 en el espacio vectorial E es
continua; por composicién de aplicaciones continuas deducimos que si una aplicacion lineal es continua
en el vector cero entonces es continua en todo su dominio. |

Observacion 1.3 Esta proposicion muestra que en el caso muy especial de las aplicaciones lineales
sobre espacios vectoriales topoldgicos, es suficiente estudiar su continuidad en un sélo punto. Por
comodidad hemos fijado este punto como el origen, pero bien puede ser cualquier otro punto.

Corolario 1.1.1 Sean E y F dos K-espacios vectoriales topologicos, T : E — F' es una aplicacion
lineal continua sty solo si para toda vecindad W del origen de F' existe una vecindad V del origen de
E tal que xg —x € V implica T'(zo) — T'(z) € W. Es decir si se tiene T(V) C W.

Prueba. Por la proposicién anterior, tiene sentido estudiar la continuidad tUnicamente en vecinda-
des del origen. Sea pues W una vecindad del origen de F', si T" es una aplicacion lineal continua,
entonces por definicién de continuidad en los espacios topoldgicos generales se tiene T'(V) C W para
alguna vecindad V' del origen de E. Reciprocamente, si zg — x € V, la linealidad de T implica que
T(z9) — T(x) = T(xzo — z) € W. Esto muestra que la aplicacién T envia la vecindad = + V del vector
x en la vecindad T'(xz) + W de T'(x); es decir que la aplicacién 7" es continua en el punto x. [

En la mayoria de casos interesantes, los espacios E y F' estdn dotados de estructuras maés ricas que
la de los espacios vectoriales topoldgicos generales. Vamos por lo tanto a concentrarnos en esta seccion
en dos casos particulares que corresponden a los espacios vectoriales topologicos localmente converos

4 . .2 . . s . .
Hay que tener cuidado con esta notacién: en la literatura anglosajona, se nota el dual topolégico por E*, mientras
que nosotros notaremos este espacio E’.
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(el.c.) y alos espacios vectoriales normados (e.v.n) y veremos cémo el hecho de disponer de diferentes
tipos de estructuras ayudan en el enunciado y la demostracién de los resultados a continuacion.

A) Espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos

Empecemos considerando (E, (p;)icr) v (F, (¢;)je.) dos espacios vectoriales topoldgicos localmente
convexos dotados cada uno de ellos de una familia de semi-normas. Recuérdese que una semi-norma
p: B — [0,400[ definida sobre un K-espacio vectorial verifica las dos propiedades@

(SN.1) p(az) = |a|p(x) para todo a € K.
(SN.2) p(x +y) < p(x) + p(y) para todo z,y € E.

A partir de estas semi-normas se define las semi-bolas B,(0,7) = {# € E : p(z) < r}. Recuérdese
ademds que una vecindad del origen de un espacio vectorial topolégico localmente convexo (E, (p;)icr)
estd dada por el conjunto

V={zxeFE:p(x)<eg, i€ K} (1.4)

en donde K es una familia finita de indices y (&;)icx es una familia de reales positivos. De ahora en
adelante supondremos siempre que la familia de semi-normas satisface el axioma de separacién, es
decir que la topologia determinada por este tipo de vecindades es separada.

Gracias a las familias de semi-normas que proporcionan la estructura de espacio localmente convexo
separado, se define la continuidad de una funcién f : £ — F en un punto xg € F exigiendo que,
para todo ¢ € (g;)jes y para todo € > 0, existe una familia finita de indices K = {iy,...,i;} C I tal
que, para todo z € E se tiene la implicacion

Pi(x = 20) < 0y, = q(f(x) = f(20)) <, (1.5)

en donde d;, > 0 para todo i}, € K.

Presentamos ahora el teorema siguiente que nos permite caracterizar la continuidad de las aplica-
ciones lineales T': F — F en términos de las familias de semi-normas que determinan las topologias
de espacio localmente convexo separado de E y de F':

Teorema 1.1.1 (Continuidad de las Aplicaciones Lineales en los e.l.c.) Sean (E,(p;)icr)
y (F,(g5)jer) dos K-espacios vectoriales topoldgicos localmente convexos separados. Entonces se tiene
que una aplicacion lineal T, definida sobre D(T) C E a valores en F, es continua si y solo si para
cada semi-norma q € (q;);eg existe una familia finita K C I de indices y una constante positiva C tal
que:

q(T'(z)) < Cpi(z), para todoi e K y todo x € D(T). (1.6)

Demostraciéon. Por la Proposicién [LT.3] no hace falta estudiar la continuidad en todo el dominio
de definicién, basta hacerlo en el origen de E. Vemos, gracias a la definicién de la continuidad de las
funciones en espacios localmente convexos separados dada en (LA, que si se tiene (LLG), se obtiene
inmediatamente la continuidad de la aplicacién T en el origen.

Supongamos ahora que T es continua en el origen y verifiquemos que se tiene (L.6]): puesto que
se tiene para toda semi-norma ¢ € (g;)jes y para todo € > 0, que existe una familia finita de indices
K C I tales que p;, () < 9;, = q(T'(z)) < ¢; utilizando la linealidad de la aplicacién T"y la propiedad
(SN.1) de las semi-normas, vemos que esta implicacién es equivalente a la condicién ¢(T'(x)) < Cp;(x).

Ses por lo tanto una aplicacién sublineal.
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Observacion 1.4 La estimacién (L6]) puede escribirse de manera equivalente como ¢(7'(z)) < Cmaéx p;(z)

€K
o como ¢(T(z)) < CZpl-(x).
1€eK

Observacién 1.5 El lector debe tener cuidado en aplicar el Teorema [I.1.1] inicamente a las aplica-
ciones lineales; en el caso general se debe utilizar la definicién (L.

Veremos un poco més tarde que la nociéon de subconjunto acotado juega un rol importante, espe-
cialmente cuando se la estudia desde el punto de vista de las aplicaciones lineales. Es por esta razén
que damos aqui la siguiente definicion.

Definicién 1.1.9 (Conjunto acotado en un e.v.t.) Sea E un K-espacio vectorial topoldgico. Di-
remos que un subconjunto A de E es acotado en el sentido de los espacios vectoriales topoldgicos, si
para toda vecindad V' del origen de E, existe un numero real o > 0 tal que A C 7V para todo T > o.

Cuando el espacio E es un espacio metrizable y estd dotado de una distancia dp, puede haber
confusién entre las nociones de acotacion en el sentido métrico y de acotacion en el sentido de los
espacios vectoriales topoldgicos dada en la definicién anterior.

En efecto, recordemos que un conjunto A es acotado en el sentido métrico si existe una constante
C > 0 tal que su didmetro diam(A) = sup{dg(z,y) : =,y € A} esté mayorado por C, es decir si
diam(A) < C'. Pero es importante recalcar que estas dos nociones reflejan dos situaciones distintas: en
particular, cuando un espacio vectorial topolégico E estd dotado con una distancia dg compatible con
la estructura topoldgica, las nociones de acotacién en el sentido de la Definicién [LT.9y de acotacién
en el sentido métrico no coinciden necesariamente. Sin embargo si (E, || - ||g) es un espacio normado y
si dg es la distancia inducida por la norma@, entonces estos dos conceptos coinciden. Ver el Ejercicio
[L1 para més detalles.

El siguiente resultado nos dice qué relaciones existen entre la nocién de continuidad y los conjuntos
acotados en los espacios vectoriales localmente convexos:

Proposicién 1.1.4 (Continuidad y conjuntos acotados) Sean (E, (p;i)icr) y (F,(q;)jes) dos es-
pacios vectoriales topoldgicos localmente converos separados y T : E — F una aplicacion lineal.

1) Si T es una aplicacion continua entonces la imagen por medio de T de todo conjunto acotado de
FE es un conjunto acotado de F'.

2) Si E es un espacio vectorial topoldgico locamente convexo metrizable y si la imagen por T de
toda sucesion convergente hacia 0 € E es acotada, entonces la aplicacion T es continua.

Prueba.

1) Sea pues A un conjunto acotado de E y sea V una vecindad del origen de F. Dado que la
aplicacién T es continua, la preimagen T~'(V) de V por T es una vecindad del origen de E.
Existe entonces un real o > 0 tal que A C oT~1(V) y esto implica que T'(A) C oV, de donde se
obtiene que T'(A) es un conjunto acotado de F.

2) Supongamos que E es metrizable pero que la aplicacién T no es continua. Consideremos una
sucesién decreciente de vecindades (V,)nen del origen de 0 € E. Entonces existe una vecindad
de 0 € F, que podemos suponer de la forma dada por la féormula (4], es decir W = B, 4(0)
con r > 0, tal que T(%Vn) ¢ W para todo n > 1. Existe por lo tanto un punto z, € V,, tal
que ¢;(T(xy)) > nr. Se construye de esta forma una sucesion (z,)nen de E que converge hacia
0 € E pero tal que la cantidad T'(z,) no es acotada; de donde se obtiene una contradiccién y el
resultado buscado. |

Ses decir si de(z,y) = ||z — yl|&.



1.1. Aplicaciones lineales continuas 11

La utilidad de esta proposicién aparecera claramente cuando estudiemos las relaciones existentes entre
conjuntos acotados y conjuntos compactos a través de las aplicaciones lineales puesto que se tiene el
resultado siguiente:

Proposicién 1.1.5 Sea (E, (p;)icr) un espacio vectorial topoldgico localmente convezo separado. En-
tonces todo conjunto compacto es un conjunto acotado.

Prueba. Sea K un conjunto compacto y sea U una vecindad del origen de E. Dado que se tiene

Kc | JnU=E,
neN

por compacidad de K se puede extraer un subrecubrimiento finito y entonces se tiene K C niU U
nU U ---UniU = sup n;U;, de donde se deduce que K es un conjunto acotado en F. |
1<i<k
Dejemos ahora de lado los conjuntos acotados para presentar una aplicacion interesante del Teo-
rema [[L.T.T] cuando se trata de comparar las estructuras topolégicas definidas sobre un mismo espacio
localmente convexo separado. En efecto, si fijamos £ = F' y consideramos la aplicacién identidad
T = Id, que es evidentemente lineal y continua, obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.1.2 (Comparacién de Topologias en los e.l.c.) Sea E un K-espacio vectorial to-
poldgico localmente convexo separado y sean (p;)icr y (qj)jes dos sistemas de semi-normas definidas
sobre E. Entonces:

1) La topologia definida por la familia de semi-normas (p;)ic; es menos fina que la estructura
topoldgica determinada por la familia (q;)jes st y solo si, para todo i € I, existe una parte finita
K de J y una constante C > 0 tales que

pi(z) < Cqj(x), para todo x € E y para todo j € K. (1.7)

2) Las dos familias de semi-normas (p;)icr y (qj)jes son equivalentes si determinan la misma
estructura topoldgica. Es decir si ademds de verificar (1.7), se tiene que para todo j € J, existe
una familia finita L C I y una constante C' > 0 tal que

q;j(z) < C'pi(x), para todo x € E y para todo i € L.

Prueba. Para el primer punto empecemos notando respectivamente 77 y 75 las topologias determi-
nadas sobre el conjunto E por las familias de semi-normas (p;)icr ¥ (¢;)jes. Supongamos luego que
la topologia 77 es menos fina que 73 y consideremos la aplicacién identidad Id : (E,T2) — (E,Tq).
Aplicando el Teorema[[.T.Tlobtenemos que para toda semi-norma p; existe una familia finita de indices
K C J y una constante C' > 0 tales que p;(Id(z)) = p;i(z) < Cgj(x) para todo € E'y todo j € K,
y de esta manera se obtiene la propiedad (L7). Reciprocamente, si tenemos (7)), esto significa que
todo abierto U de la topologia 77 estd contenido en un abierto de la topologia T3, lo que implica que
T1 C T2 y por lo tanto que 77 es menos fina que 73. En efecto, se tiene que una vecindad centrada
en el origen U de 7T; se escribe U = {x € E : p;, () < e, k = 1,...,n} para un sistema finito de
semi-normas p;,, ..., pi,, , de manera que si se tiene (7)), entonces la vecindad U estd contenida en un
abierto V={z € F:q; (z) <, k=1,..n}

El segundo punto se deduce del primero: en efecto, se tiene por un lado que todo abierto de la
topologia (E, (p;)icr) es un abierto para la topologia (E,(g;)jes) y por otro lado que todo abier-
to de la topologia (E, (g;)jes) es un abierto para la topologia (E, (p;)icr). Se obtiene entonces que la
estructura topoldgica engendrada por estas dos familias de semi-normas (p;)icr y (¢j);jecs es la misma.l
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Cuando el espacio de llegada F' de una aplicacién lineal T': E — F posee propiedades estructu-
rales adicionales la situacion se simplifica considerablemente. Por ejemplo, el Teorema [[.T.T] se enuncia
de manera muy simple cuando la aplicacién T es una forma lineal:

Corolario 1.1.3 (Continuidad de las Formas Lineales en los e.l.c.) Si(E, (pi)icr) es unK-espacio
vectorial topolégico localmente convexro separado y si T : E — K es una forma lineal, entonces T es
continua si y solo si existe una familia finita de indices K C I y una constante positiva C tales que

|T(z)] < Cpi(x), para todo i € K y todo x € D(T). (1.8)

Prueba. Sobre el cuerpo de escalares K, la topologia estd determinada por la inica semi-norma |-| (que
es en realidad una norma) de manera que se tiene (L.§) como una consecuencia directa del Teorema

LIT [ |

B) Espacios vectoriales normados

El corolario anterior es evidentemente un preludio al caso en donde los espacios considerados E y
F' son espacios vectoriales normados. En este sentido tenemos el resultado a continuacion:

Teorema 1.1.2 (Continuidad de las Aplicaciones Lineales en los e.v.n.) Sean (E,|| - ||g) ¥y
(F,|| - ||F) dos K-espacios vectoriales normados y sea T una aplicacion lineal de E en F. Las cuatro
propiedades siguientes son equivalentes:

1) la aplicacion T es continua,
2) la aplicacion T es continua en el origen,
3) la aplicacion T es uniformemente continua sobre D(T),

4) existe una constante C > 0 tal que, para todo x € D(T') se tiene

1T(2)]|F < Cllze- (1.9)

Demostracién. Por la Proposicién [[LT.3] se tiene 1) <= 2). Es evidente que 3) = 2) y, por el
Teorema [[LTT] se tiene que 2) = 4). Solo nos queda entonces por verificar que 4) = 3) lo cual se
deduce inmediatamente de la definicion de continuidad uniformd/| y de la estimacién:

1T(z) = T()llr = T - y)lr < Cllz —ylle-
Notese en particular que la desigualdad anterior expresa que la aplicacién T es C-lipschitziana.

Observacién 1.6 Es muy importante notar que, para las aplicaciones lineales, existe equivalencia
entre las nociones de continuidad, continuidad en el punto cero, continuidad uniforme y aplicacio-
nes lipschitzianas. El lector debe tener mucho cuidado en no utilizar y aplicar estas equivalencias a
aplicaciones que no son lineales. Para més detalles, ver el Ejercicio

La férmula (T9]) es de mucha utilidad cuando se trabaja con aplicaciones lineales y se desea verificar
su continuidad, veamos pues tres ejemplos simples.

"véase la Definicién 1.1.3 del Volumen 1.
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(i)

(i)

(iii)

Empecemos con el punto (ii) de la pagina [B Tenemos directamente la mayoracién

IT(F)lloo = sup |2°f (@) < | flloc

z€[0,1
de donde se deduce la continuidad de T'.

Estudiemos ahora la continuidad del ejemplo (iii) de la pagina @, pero tomando E = L'(R", dx).
Dado que la mayoracién

101=| [ swa] < 171 (110

es vélida para toda funcién f € L'(R",dx), se obtiene la continuidad de la aplicacién 1.

Veamos ahora un ejemplo de una aplicacion lineal que no es continua. Consideremos el espacio
vectorial normado real E determinado por E = (C,([0,1],R), || - ||+) en donde la norma || - || esta
dada por medio de la férmula

1
1l = /0 1 (@)d. (1.11)

Determinamos entonces una aplicaciéon T : E — R por T(f) = f(0). El lector no tendra difi-
cultad en verificar que T' es una aplicacion lineal.

Definimos ahora la sucesiéon de funciones (f,),>1 determinada por

foil0,1] — R (1.12)
l1—nz size€l0,]
r — folz) =

0 sizell, 1]

Nétese ahora que, para todo n > 1, se tiene T'(f,) = fn(0) = 1y que [[fullx = % De estos
calculos se deduce que la funcién f, tiende hacia la funcién cero f = 0 en el sentido de la norma
I - |+, pero que la sucesién T'(f,) no converge hacia T'(f) = 0 y por lo tanto la aplicacién T' no
es una aplicacién lineal continua sobre E. Nétese ademds que no se tiene desigualdad (L9).

Observacién 1.7 Mis generalmente, en un espacio normado (E, ||-||g) de dimensién infinita siempre
existen formas lineales que no son continuas. En efecto, sea (e;);c; una base de E y supongamos que
lleille = 1. Sea ahora (¢;)ic; una familia no acotada de R y definamos la forma lineal T'(e;) = ¢;.
Vemos entonces que no existe una constante C' > 0 tal que |T'(e;)| = |¢;| < +o00 para todo ¢ € I y por
lo tanto, por el punto 3) del Teorema tenemos que 7' no es continua.

Observaciéon 1.8 Es necesario tener cuidado con algunos atajos lingliisticos que pueden ser una
fuente de errores: una aplicacién nunca es continua por si misma, Sino que es continua con respecto a
una cierta estructura topoldgica.

Para ilustrar este hecho, consideramos el ejemplo (iii) anterior. Vimos con la sucesién de funciones
(CI2) que la aplicacién lineal T': E — R definida por T'(f) = f(0) no es continua con respecto a la
estructura topoldgica determinada por la norma || - ||..

Consideremos ahora E = (C,([0,1],R), || - |lc) con ||flloc = sup |f(z)|. Vemos entonces que

z€]0,1]

IT(f)l = 1f(0)] < sup [f()] = || flloos

z€0,1]
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de donde se deduce por el Teoremal[l.1.2] que la aplicacién lineal T es continua con respecto a la estruc-
tura topoldgica generada por la norma || - ||~. Este ejemplo muestra la dependencia de la continuidad
con respecto a las normas consideras.

Mas generalmente, el marco de trabajo estd dado por una estructura topoldgica predeterminada
llamada la “topologia natura]ﬁ” que posee ciertas propiedades. Sin embargo esto no es siempre sufi-
ciente y en muchas ocasiones sera necesario cambiar de punto de vista considerando otras estructuras
topoldgicas. Esto serd tratado con mayor detalle en la Seccién [L4l

Continuemos nuestra exposicion. Para ello enunciamos las versiones de la Proposicion [LT.4]y del
Corolario [I.T.2] en los espacios vectoriales normados.

Proposicién 1.1.6 Sean (E,|| - ||g) v (F,]| - ||r) dos espacios vectoriales normados. Una aplicacion
lineal T : E — F es continua si y solo si la imagen de todo conjunto acotado es acotada.

Prueba. Sabemos por la Proposicién[LT.4lque si T es continua entonces la imagen de todo conjunto
acotado de E es acotada en F'. Para la reciproca, dado que en los espacios normados los conjuntos
acotados pueden caracterizarse por las bolas determinadas por la norma correspondiente, el hecho que
la imagen por medio de la aplicacion T' de todo conjunto acotado de F sea un conjunto acotado de F'
se escribe

IT@)lF < Cllzlls

que es justamente la caracterizacién de la continuidad de las aplicaciones lineales en los espacios
normados. |

Observacion 1.9 Este resultado muestra la importancia de los conjuntos acotados pues permite
caracterizar la continuidad de las aplicaciones lineales. Hay que tener entonces un poco de cuidado
pues, cuando se trabaja en el marco muy especial de aplicaciones lineales, la acotacién es sinénimo de
continuidad.

El Corolario [[L1.2] se enuncia como sigue en el marco de los espacios vectoriales normados.

Corolario 1.1.4 (Comparacién de Topologias en los e.v.n.) Sea E un espacio vectorial norma-

do y sean || - |l1 y || - |2 dos normas definidas sobre E.
1) La topologia (E,|| - ||1) es menos fina que la topologia (E, || - ||2) si y solo si existe una constante
C > 0 tal que

lz|l1 < Cllzll2  para todo x € E.

2) Las topologias (E, ||-111) y (E,||-||2) son equivalentes si y solo si existen dos constantes C,C" > 0
tales que
C'z|l2 < l|z]|1 < Cllz|l2  para todo x € E.

Por extension, diremos que las normas ||z||1 y ||z||2 son equivalentes y lo notaremos ||z||1 ~ ||z||2.

Observacion 1.10 La nocién de normas equivalentes ha sido presentada en el Volumen 1 por medio
de la definicién 1.4.5, mientras que aqui, esta nocién es una consecuencia de la continuidad de la
aplicacion identidad.

El resultado siguiente nos permite caracterizar la continuidad de la inversa de una aplicacién lineal.

8natural en varios sentidos: puede ser la més sencilla de definir, la primera que aparecié histéricamente, la preferida
del autor, etc.
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Corolario 1.1.5 Sean E y F dos K-espacios vectoriales normados. Una aplicacion lineal T de E en
F con dominio de definicion D(T) C E admite una aplicacion inversa continua T si y solo si existe
una constante C' > 0 tal que

T (x)|lFr > C|lz|e para todo x € D(T). (1.13)

Prueba. Si se tiene la desigualdad anterior, entonces T'(z) = 0 implica = 0. Por lo tanto, la inversa
T~ existe, estd bien definida y la continuidad de la aplicacién 7' se deduce entonces del Teorema
LI.2 |

Demos ahora un par de definiciones que seran de utilidad en los capitulos siguientes.

Definicién 1.1.10 (Isometria, Isomorfismo) Sean (E,||-[|g) y (F, |||r) dos K-espacios vectoriales
normados. Una aplicacion lineal T : E — F es

1) un isomorfismo entre los espacios E y F si y solo si T es biyectiva y T y su inversa T~! son
continuas. Es decir, si existen dos contantes C1,Cy > 0 tales que Ch||z||p < ||T(z)||r < Collz||E.

2) una isometria entre los espacios E y F si y solo si ||T(z)||r = ||x||g para todo = € E,

Observacion 1.11 Noétese que la definicién de isomorfismo que acabamos de dar se generaliza sin
ninguin problema a los espacios de Fréchet, solo hay que considerar familias de semi-normas en vez
de normas: por ejemplo, una aplicacién lineal T': E — F' de un espacio de Fréchet (E, (pp)nen) en
otro espacio de Fréchet (F,(gn)nen) €s una isometria si para toda semi-norma q € (g, )nen, €xiste una
semi-norma p € (pp)nen tal que ¢(T'(x)) = p(z).

Continuamos ahora con la siguiente definicion que es de gran importancia en lo que sigue y que serd
estudiada con mayor detalle posteriormente.

Definicién 1.1.11 (Norma de una aplicacién lineal continua) Sean (E,| - ||g) y (F,| - ||F) dos
K-espacios vectoriales normados y sea T : E — F una aplicacion lineal continua. Definimos la
norma de la aplicacion lineal continua T' como la cantidad

|IT||g—r = inf {C >0:||T(z)||r < Cl|lz||g, para todo x € E} (1.14)

Cuando no hay confusion posible entre los espacios E y F, notaremos ||T|| en vez de | T||g—r-

Verifiquemos rédpidamente que la formula (I14]) define una norma: en efecto, se tiene sin mayor proble-
ma que ||T||g—r = 0 siy solo si la aplicacién lineal continua 7" es nula; mientras que la homogeneidad,
asi como la desigualdad triangular, se deducen directamente de las propiedades de la norma || - || g.

Observacion 1.12 Tenemos de esta forma que, cuando los espacios E y F' son espacios vectoriales
normados, el espacio (Z(E,F),| - ||e—r) es también un espacio vectorial normado. Veremos en la
Seccién [L4] que es posible determinar otro tipo de estructuras topoldgicas sobre este tipo de espacios.

Notamos, por la linealidad de la aplicacién T y por el Teorema [[LI1.2}4) de caracterizacién de
la continuidad de las aplicaciones lineales en los espacios normados, que tenemos las identidades
siguientes:

T(x F
[Tlpor = swp [T@)lr= sup [T@)r = sup LCAE

(1.15)
2| p<1 |zl p=1 zep\{0} llzllE

Noétese que en la practica se utiliza constantemente la estimacién

IT@)lr < |Tle-rllzle, (Vo€ E) (1.16)
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en donde la cantidad ||T'||g—F es la norma de T'y es por definicién la més pequenia constante tal que
esta desigualdad es vélida para todo x € E. Indiquemos que esta desigualdad puede ser estricta como
lo muestra el Ejercicio [[.3l

Notacién: Dado que hemos adoptado la notacién clésica E' = Z(F,K); notaremos entonces la
norma || - ||k de esta manera || - || g

Proposicion 1.1.7 SiT y .S son dos aplicaciones lineales continuas definidas sobre un mismo espacio
vectorial normado (E,|| - ||g) a valores en otro espacio vectorial (F,| - ||F), entonces se tiene

T+ S|lewr <|T|lg>r +SllewFr, v |A\T|lg=r = |M|T|lg>Fr para todo escalar .

Ademdas si T : (E,|| - lg) — (B, || - lr) vy S: (E,]| - |r) — (G,]| - |lg) son dos aplicaciones lineales
continuas en los espacios normados E, F y G, entonces se tiene la desigualdad

[SoT|pwa < ISlFsellTE—F

Prueba. La primera parte es inmediata y dejada al lector. Para la segunda parte utilizamos la de-
sigualdad (LI para escribir

1SoT(@)lla < ISllrsclT@)lF < [ISlrselTle-rlzle

de donde se deduce que [|S o T||g—a¢ < ||S|lr=cll T E—F- L

Corolario 1.1.6 SiT: (E,||-|lg) — (E,| - ||g) es una aplicacion lineal continua entonces se tiene

1Tl p—e < Tk
en donde el operador T" se define inductivamente por T™ = T(T"™') para todo n > 1 y con T° = Id.

Para terminar este pequeno parrafo mostramos un ejemplo sencillo de calculo de la norma de una
aplicacién lineal. Para ello consideramos el espacio normado E = (C,([0,1],R), || ||«) en donde || f|. =

1
/ |f(x)|dz. Definimos ahora una aplicacién lineal T' : C,([0,1],R) — C4([0,1],R) por medio de la
0

T

expresion T'(f)(x) = / f(t)dt. Verificar que T es lineal es inmediato por las propiedades de la integral;

0
vemos ademds que si g = T'(f), entonces g es la primitiva que se anula en 0 de una aplicacién continua
y es por lo tanto una aplicacién continual. Es decir que T'(f) € C4([0, 1], R). Finalmente, ver que esta
aplicacion T' es continua se obtiene por la desigualdad

= [ rreiae= [ | [ s

A partir de esta estimacién, vemos que si || f|l« = 1 entonces ||T(f)||« < 1y por la férmula (LI5])
se tiene que la norma de ||T'||g— g verifica ||T||g—g < 1. Vamos a ver que se tiene ||T||g— g = 1. Para
ello consideramos la sucesién de funciones (f,,)nen definida por f,(t) = (n+1)(1—¢)", de manera que

| f2ll« = 1 para todo n € N. Vemos ademés que T'(f,)(z) =1 — (1 — )" y que | T(fn)|l« =1 — n+L2

De esta manera se obtiene que sup||T(f,)|l« = 1, pero como la sucesion (fy,)nen estéd contenida en el
neN
conjunto de todas las funciones de E' de norma 1, se tiene sup||T(f,)||« < sup [|T(f)]«, de donde se
ne

[fll«=

ws [ 1 [ v <isl.

deduce que |T||p—g = 1.

9Ver también el Corolario 3.3.2 del Volumen 1 en donde se estudia la continuidad de la integral con respecto a la cota
superior.
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Observacién 1.13 Es interesante notar que se procede por lo general en dos etapas cuando se es-
tudia la norma de una aplicacién lineal. La primera estimacién, dada en este ejemplo con el calculo
mostrado en (LI7), es relativamente directa pues hay que buscar mayoraciones y nos proporciona
inmediatamente alguna informacién sobre la norma de las aplicaciones lineales. La segunda etapa, li-
geramente mas delicada, consiste en buscar una sucesion de funciones adecuadas que permitan obtener
la desigualdad reciproca y asi obtener la norma de estas aplicaciones.

1.1.3. Aplicaciones multilineales

Vamos a generalizar en las lineas que siguen los conceptos presentados anteriormente a las apli-
caciones multilineales. Esta etapa es muy importante pues algunos de los objetos mas ttiles que
estudiaremos en las secciones siguientes, como el corchete de dualidad, requieren fijar unas notaciones
y resultados.

Definicién 1.1.12 (Aplicacién Multilineal) Sean F' un K-espacio vectorial y (E;)1<i<n una fami-
lia finita de K-espacios vectoriales. Una aplicacion M definida por

n

M:][E — F (1.18)
=1

(X1, ey Tp) —> M(x1,...;2p)

es una aplicacion multilineal si es lineal en cada una de sus variables; es decir, si cada una de las
aplicaciones x; — M (1, ..., Zi—1, Ti, Tit1, ..., Tp) (en donde se ha congelado las variables x; para todo
j #1i) eslineal de E; en F.

Demos un ejemplo. Sea F; = --- = E, = Ry sea F' = R. Entonces no es dificil ver que la aplicacion

M : 1] ;R — R definida por (z1, ..., xn) — M(x1,...,xn) = [ ;i es una aplicacién multilineal.

Indiquemos rapidamente algunas propiedades elementales de las aplicaciones multilineales:

Proposicion 1.1.8 Sean F un K-espacio vectorial, (E;)i1<i<n una familia finita de K-espacios vecto-
riales y M una aplicacion multilineal, entonces:

1) Se tiene M (x1,...,xy,) = 0 si existe un indice 1 <i <n tal que x; = 0.

2) Se tiene M (axy,...,axy) = a"M(x1,...,zy), para todo escalar o # 0.

3) Sin=1 en (I18) se tiene que una aplicacion multilineal es una aplicacion lineal.
4) Sin > 1 una aplicacion multilineal no es necesariamente una aplicacion lineal.

Prueba. La verificacién de los tres primeros puntos es inmediata y dejada al lector como ejercicio.
Para el tltimo punto, es suficiente observar que si M : R> — R es una aplicacién multilineal se tiene

M (axy+y1, axe+y2) = a2 M(x1, x2)+aM (21, y2) +aM (21, y2)+ M (y1,y2) # oM (1, 22)+M (y1,y2).

Vemos entonces que, si n > 1, la tinica aplicacién que es lineal y multilineal al mismo tiempo es la
aplicacion nula.

Para poder hablar de continuidad en el espacio producto [[}"; E;, es necesario dotarlo de una es-
tructura topolédgica. Ya hemos visto con la Definicién 1.1.5 del Volumen 1 cémo dotar de una distancia
al producto cartesiano de dos espacios métricos, induciendo de esta manera una estructura topolégica.

Mas generalmente se tiene la siguiente definicion:
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Definicién 1.1.13 (Topologia producto) Sea (E;, 7;)1<i<n una familia finita de espacios topoldgi-
cos, consideremos el espacio producto E = [[i_ E; y sea m; : E — E; la proyeccién candnica que a
todo punto de E le asocia su coordenada de indice i. La topologia producto que definimos sobre E, es
la topologia la mds fina que vuelve las aplicaciones m; continuas.

Esta definicién es demasiado general para nuestros propédsitos y como de costumbre nos concen-
traremos en marcos mas adaptados a nuestro trabajo futuro. Por ejemplo, no es muy dificil ver que el
producto de espacios vectoriales localmente convexos es también un espacio localmente convexo (ver
més detalles en el Ejercicio [[4]) y en el caso en que cado uno de los espacios que intervienen en el
producto cartesiano [[}_; E; es un espacio vectorial normado, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.9 Sea (E;, | - |g,)1<i<n una familia finita de K-espacios vectoriales normados, en-
tonces el espacio producto E = [, E; es un espacio vectorial normado dotado de la norma

|z g = max ||z;||g,, conz=(x1,....,2,) €EE (1.19)

1<i<n
Prueba. La prueba es inmediata y es dejada al lector en ejercicio. |
Observacién 1.14 La norma || - ||z que acabamos de definir sobre E = [["; E; es equivalente a las

normas
n n 1/2
el =) llaille, y  lellz= (Z IIszIQEi> :
i=1 =1

Ver también la Observacién 1.3 del Volumen 1.

Una vez que hemos fijado la estructura topoldgica con la cual vamos a trabajar, los resultados de
caracterizacion de la continuidad expuestos en los teoremas [LT.1ly se generalizan sin problema
para las aplicaciones multilineales. En particular, cuando se trata de espacios vectoriales normados
tenemos el teorema a continuacién:

Teorema 1.1.3 (Continuidad de Aplicaciones Multilineales en los e.v.n.) Sean (F,||-||r) un
K-espacio vectorial normado, (Ej, | - ||E,)1<i<n una familia finita de K-espacios vectoriales normados
y M :[[; E; — F una aplicacion multilineal. Entonces los puntos siguientes son equivalentes:

1) la aplicacion M es continua,
2) la aplicacion M es continua en el vector cero,

3) existe una constante C' > 0 tal que se tenga la desigualdad

[M (1, ozl < Cllzalley X - X [|l2n][ 2, (1.20)

Demostracién. Es evidente que 1) = 2). Mostremos que 2) = 3). Si M es continua en el
origen, la imagen reciproca por M de la bola unidad en F' es una vecindad de (0, ...,0) € E, por lo
tanto existe un real r > 0 y un punto (z1,...,z,) # 0 tal que se tenga

(Vi=1,..,n) |zillg, <7 = ||M(z1,...,20)||lF < 1.

Ahora, si escribimos ||r~'z;||g, < 1 para todo i = 1,..,n, entonces ||M(z1,...,x,)||r < = por la
multilinealidad de M, de donde se deduce que existe una constante C' > 0 tal que | M (z1,...,z,)||r <
Cllzillz, x -+ x [lznll g,
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Mostremos para terminar que se tiene 3) = 1), para ello mostraremos que M es continua en un
punto arbitrario a = (ay,...,a,) € E. Escribimos pues, utilizando las propiedades de multilinealidad
de M:

M(z1,...,xn)—M(ay,...;an) = M(z1—aq,...,xy) + M(a1, xo —ag, ..., xn) + ...+ M(ay, ..., ap—1, Tn—ay)

y calculamos

M (21, .y 2n) = M(a1, ., an)l[p - < Cllzy — ail[ g lJe2llg, - - 206, (1.21)
+C |22 = asl g, llas |23l s - - - l[2nll &,
+o A+ Cllzn — anllp,llarll e, - llan, |5,

Supongamos ahora que ||z; — a;||g, < € para todo i = 1,...,n; entonces tenemos ||z;|| g, < ||aillg, +¢€
y existe un nimero A > 0 tal que ||z;||g, < A para todo ¢ = 1, ...,n. Inyectando estas estimaciones en

(L21)) obtenemos

n
-1 -1
||M(x15 ’xn) - M(al’ sy an)”F < cA” <Z ||x2 - aZHEz> < neCA"
i=1
y esta férmula expresa que M (z1, ..., z,,) tiende hacia M (aq, ..., a,) simultdneamente cuando z1 — aq,
Ty — A2, ..., Ty — ap. Deducimos entonces que M es continua en el punto (ay, ..., ay,).

De la misma manera que en la Definicién [LI.IT] es posible considerar la norma de aplicaciones
multilineales:

Definicién 1.1.14 (Norma de una aplicacién multilineal continua) Sean (F, ||-||r) un K-espacio
vectorial normado, (E;,| - ||g,)i1<i<n una familia finita de K-espacios vectoriales normados y M :
[Ii-, E;i — F una aplicacion multilineal continua. Definimos la norma de la aplicacién multilineal
continua M por

||THH:L:1E¢~>F = i{nf {C >0:||T(2)||lp < Cllx1llg, X -+ X ||znllE, para todo z; € EZ} (1.22)

La verificacién que la cantidad || - |7 . g, es efectivamente una norma sigue los mismos pasos
. . . Hl:l Z% . .
que en el caso de las aplicaciones lineales y queda a cargo del lector. De la misma forma, es posible
dar las siguientes formulaciones equivalentes:

T(x)||p
Tl sor= s |T@lIr= s [T@lr= sup AoDlE g o

el 5, <1 ey, 2= zelT, 20} 2l 2

en donde [ - ;2 g, es la norma producto (L1J).

Para finalizar este parrafo sobre las aplicaciones multilineales, damos una definicién que serd de
utilidad en lo que sigue.

Definicién 1.1.15 (Aplicacién multilineal separadamente continua) Sean F' un K-espacio vec-
torial topoldgico y (E;)1<i<n una familia finita de K-espacios vectoriales topoldgicos. Una aplicacion
M definida por

n
M:HEi — F
i=1
(X1, ey Tp) —> M(x1,...;xp)
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es una aplicacién multilineal separadamente continua si cada una de las aplicaciones
T — M(Cﬂl, ey L1y Ly Ljd Ly eeny xn)
(en donde se ha congelado las variables x; para todo j # i) es continua de E; en F.

Nétese que si la aplicacion M es continua (en el sentido de la topologia producto definida so-
bre [, E;), entonces M es automaticamente separadamente continua. En ciertos casos se tiene la
reciproca como lo veremos un poco mas adelante.

1.2. Teoremas de Hahn-Banach

El objetivo de esta seccion es el de presentar dos versiones distintas de un teorema importante
de H. Hahn] y S. Banachl'] y de mostrar algunas de sus aplicaciones mas relevantes en el andlisis
funcional. En su versién analitica, el enunciado es muy sencillo: basicamente este teorema nos dice que
es posible prolongar una forma lineal f definida inicialmente sobre un subespacio vectorial W de E a
una forma lineal T definida sobre todo el espacio E.

En su version geométrica, este resultado nos dice en cambio que si tenemos como punto de partida
un conjunto abierto convexo, no vacio B C E y M C E un subespacio afin que no intersecta B;
entonces eriste un hiperplano cerrado H que contiene M y que no intersecta B.

Nétese que estos dos resultados proporcionan la existencia de ciertos objetos con particularidades
bien definidas y este hecho sera de gran utilidad en todos los capitulos siguientes. Después de presentar
las demostraciones veremos inmediatamente algunas consecuencias de estos resultados.

1.2.1. Forma analitica

Empecemos directamente con la primera version de este teorema.

Teorema 1.2.1 (de prolongacién de Hahn-Banach) Sean E un K-espacio vectorial y p una semi-
norma definida sobre E. Sean W C E un K-subespacio vectorial y f : W — K una forma lineal tal
que | f(x)| < p(z) para todo x € W.

Entonces existe una forma lineal T : E — K, definida sobre todo el espacio E, que prolonga f
en el sentido siguiente: se tiene T'(x) = f(z) para todo x € W. Ademds la forma lineal T verifica la
desigualdad |T(x)| < p(x) para todo x € E.

Es muy importante notar la relativa generalidad de este resultado: los espacios considerados son
simplemente espacios vectoriales generales, pero la estructura subyacente estd concentrada en las
propiedades de la semi-norma p. Esta situacién serd méas que suficiente para nuestros propésitos y
podremos aplicar este teorema en diferentes marcos como lo veremos un poco maés adelante.

Demostracion. Descomponemos la demostracién en dos etapas segin si K=R 6 C.

A) Cuando K = R: supongamos para empezar que el subespacio vectorial W es de codimensién
1 en E, es decir que el espacio vectorial F es engendrado por W y por un elemento zy ¢ W.
Escribimos entonces

E:W+:UO]R:{x:w+ax0:w€Wya6R}

'Hans Hahn (1879-1934), matemaitico austriaco.
'1Stefan Banach (1892-1945), matemdtico polaco.
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para algin vector zg # 0 de E. Como xg ¢ W, esta representacién de z € E es unica y por lo
tanto, para algin numero real ¢, podemos definir

T(x) =T(w+ azxg) = f(w) + ac. (1.24)

Obtenemos de esta manera una aplicaciéon T : E — R -que estd definida sobre todo E- que es
lineal puesto que se tiene T'(xz + \y) = T(x) + AT(y) para todo z,y € E y todo A € R y que
ademads es una extensién de la forma lineal f dada inicialmente sobre el subespacio W.

Para verificar la desigualdad |T'(x)| < p(x), es suficiente estudiar la estimacién T'(z) < p(z) para
todo = € E. En efecto, a partir de esta desigualdad se tiene —p(—z) < —T'(—zx) = T'(x) por la
linealidad de la aplicacién T'y por las propiedades de la semi-norma p, y de esta manera se obtiene
la mayoracién |T'(x)| < p(z). Concentrémonos pues en obtener la estimacién T'(z) < p(z). Se
trata entonces de escoger el real ¢ utilizado en la definicién de T' dada con la férmula (1.24) de
manera a obtener

T(z) = f(w) + ac < p(w + axg)

para todo w € W y todo @ € R. Como por hipdtesis se tiene esta estimacién cuando a = 0,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que a # 0. Vamos ahora a dividir ambos lados de
esta desigualdad por a y obtenemos los dos puntos siguientes:

w w .
f(—)+c < p(—+x0); sia>0
o o
w w
f<—>—c < p<——x0>;sia<0
— -
Notamos ahora y; = w/a y yo = —w/a, de manera que podemos juntar estos dos puntos en uno

solo y obtener
f(y2) = p(y2 — x0) < ¢ < py1 + xo) — f(y1)-

Podemos afirmar que este niimero real ¢ siempre existe puesto que se tiene la mayoracion

fyr) + f(y2) = flyr +y2) < p(yr +y2) = p(y1 + z0 +y2 — z0) < p(y1 + x0) + p(y2 — 70).

Debemos finalmente escoger ¢ entre los dos niimeros reales

sup (f(y2) — p(y2 — 20)) vy ntfV(P(yl —x0) — f(y1)),
y2€W Yy1€

y esto termina la demostracion en el caso cuando W es de codimensién igual a 1.

Para pasar al caso general, utilizaremos el lema de Zor. Este resultado es una consecuencia
directa del axioma de eleccién y en este curso sera més que suficiente tratar este lema como un
axioma.

Recordemos un poco el marco de trabajo de este resultado. Sea X un conjunto parcialmente
ordenado no vacio. Diremos que un conjunto X es inductivo si toda parte de X no vacia y
totalmente ordenada tiene una cota superior. Tenemos entonces el lema siguiente:

Lema 1.2.1 (de Zorn) Todo conjunto ordenado X no vacio e inductivo contiene al menos un
elemento mazimal.

2Max Zorn (1906-1993), matemético alemén.
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Consideremos pues la familia X’ formada por todas las parejas (V,T') en donde V es un subespacio
vectorial de F que contiene W y T : V — R es una forma lineal que prolonga f tal que
|T(x)| < p(x) para todo x € V. La familia X puede ser ordenada utilizando la relacién siguiente:
diremos que (V1,71) < (Va2,T3) si se tiene la inclusion Vi C V3 y si se tiene que la restriccion de
Ty a Vi es igual a 17, es decir si TQM = T7. Mostremos ahora que la familia X es un conjunto
inductivo, es decir que verifica las hipdtesis exigidas por el lema de Zorn. Primero notamos
que la familia X’ no es vacia pues contiene la pareja (W, f). Luego, si (V;, T;)ier es una familia
totalmente ordenada de X, se tiene que V' = (J;c; Vi es un subespacio vectorial de £ que contiene
W'y existe una forma lineal T" definida sobre V' tal que T}y, = T;. Se obtiene entonces que la
pareja (V,T') es un mayorante de la familia (V;,T;);c;. Con esto hemos demostrado que X’ es un
conjunto inductivo y podemos aplicar el lema de Zorn, obteniendo de esta forma que la familia X
admite un elemento maximal que notaremos (V,T'). Para terminar hay que verificar que V = E.
En efecto, si E # V, existe un vector xg € E'\ V y podemos definir el conjunto V' =V + zR.
Por la primera parte podemos prolongar T en una forma lineal 7" definida sobre V’. De esta
forma hemos construido un elemento (V',;7") de X’ que es estrictamente més grande que (V,T'),
contradiciendo la maximalidad de (V,T).

Cuando K = C: para la parte compleja del teorema de Hahn-Banach, necesitaremos el lema a
continuacion.

Lema 1.2.2 Sean E un C-espacio vectorial yT : E — C una forma lineal compleja. Entonces
S = Re(T) es una forma lineal real sobre E. Reciprocamente, si S es una forma lineal real
sobre E, entonces eziste una inica forma lineal compleja T sobre E tal que S = Re(T) dada por

T(x) = S(x) —iS(ix).

Prueba. Vemos inmediatamente que la parte real de una forma lineal compleja es una forma
lineal real. Reciprocamente, si S = Re(T") tenemos para todo =z € E que S(z) = Re(T'(x)) y

S(ix) = Re(T'(iz)) = Re(iT(z)) = —TIm(T(x))

de donde se deduce que Im(T(z)) = —S(ix), es decir T'(z) = S(x)—iS(ix) y con esto obtenemos
la unicidad de la descomposicién anunciada. Para terminar debemos verificar que la aplicacién T
es una forma lineal compleja. Por definicién se tiene que S es una forma lineal real, observamos
ahora que

T(ix) = S(ix) —iS(—x) = iS(z) + S(ix) = iT(z)

de donde se obtiene la C-linealidad de la forma lineal 7. [ |

Volvamos a la demostracion del teorema de Hahn-Banach en su forma compleja. Tenemos por
la primera parte que la parte real S = PRe(f) se prolonga en una forma lineal S’ definida sobre
todo el espacio E y verifica |S’(x)| < p(x). Utilizamos ahora el Lema para obtener una
forma lineal T'(z) = S'(z) — iS’(iz) que prolonga f a todo el espacio E. Solo nos hace falta
comprobar que se tiene |T'(z)| < p(z). Fijemos pues un punto x € E, existe entonces un real 0
tal que |T'(x)| = ¢®T(z), por lo tanto

IT(2)| = Re(e’T(x)) = 5'(e”z) < p(e’z) = p(z)

lo que demuestra que la aplicacion T posee todas las propiedades buscadas. |

Observacion 1.15 Es importante notar que este resultado no dice nada sobre la eventual unicidad
de la aplicaciéon T que realiza la extension, ni sobre el método para encontrar de manera explicita esta
forma lineal. Es un resultado de existencia.
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1.2.2. Aplicacién a las aplicaciones lineales continuas

Este resultado tiene muchisimas aplicaciones en el analisis funcional y vamos a ver algunas de ellas
relacionadas particularmente a dos tipos de problemas que exponemos en las siguientes subsecciones.

A) Aplicaciones lineales continuas y dualidad

En esta seccién vamos a ver dos consecuencias muy importantes del Teorema [L2.1]l La primera,
enunciada en el Teorema a continuacién, tiene que ver con la prolongacion de la continuidad
de las aplicaciones lineales mientras que la segunda, dada en la Proposicién [L2.1] nos indica que el
espacio dual de un espacio localmente convexo separado no vacio no se reduce al elemento {0}.

Demos pues el primer resultado de esta subseccién:

Teorema 1.2.2 (prolongacién de la continuidad) Sean (E, (p;)icr) un K-espacio vectorial local-
mente convexo separado y W wun subespacio vectorial de E. Entonces toda forma lineal continua
f: W — K se prolonga en una forma lineal continua T : F — K.

Demostracién. Como la forma lineal f es continua, por el Corolario [[L1.3] existe una familia finita

de semi-normas p; con i € K C I tal que |f(x)| < Cp;(z) para todo x € W y todo i € K. Se tiene

entonces por la observacién [ que |f(z)| < p(x) en donde p(x) = Cmé}g( pi(z) es una semi-norma.
1€

Aplicamos ahora el teorema de Hahn-Banach para prolongar f a una forma lineal T definida sobre
todo el espacio E y que verifica |T'(x)| < p(x) = Cmf}(x pi(z) de donde se deduce la continuidad de 7.1
1€

Este teorema es bastante sorprendente y nos dice que es posible prolongar la continuidad de las
aplicaciones lineales casi gratuitamente, pero el lector debe tener cuidado en no generalizarlo a apli-
caciones que no son lineales.

Tenemos ahora un resultado de gran importancia cuando se estudia el conjunto de todas las formas
lineales continuas (es decir el espacio dual) definidas sobre un espacio vectorial localmente convexo
separado E. Este resultado nos dice que si el espacio E no es trivial, entonces su espacio dual E’
tampoco lo es. Esto muestra que el estudio de los espacios duales merece ser tratado rigurosamente y
veremos posteriormente algunas consecuencias de este hecho.

Antes de entrar en detalles, necesitaremos el lema siguiente.

Lema 1.2.3 Sean E un K-espacio vectorial, xqg € E un vector y p una semi-norma definida sobre E.
Entonces existe una forma lineal T sobre E tal que T'(xz¢) = p(xo) y tal que |T(x)| < p(x) para todo
zeFE.

Prueba. Si zg = 0 es suficiente fijar T' = 0. Si xg # 0, consideramos el subespacio W = z¢K y
definimos una aplicaciéon sobre W escribiendo

fw — K

arg —  ap(xg).

Vemos entonces que la aplicacién f es una forma lineal sobre W que verifica f(z9) = p(zo) y
|f(axo)|] = |a|p(xo) = plaxg), es decir |f(x)| = p(x) para todo = € W. Por el teorema de Hahn-
Banach, esta forma lineal f se prolonga a una forma lineal T definida sobre todo el espacio E y
verifica [T'(z)| < p(z), lo que concluye la prueba. |
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Proposicion 1.2.1 Sean E un K-espacio vectorial localmente convero separado y xg un vector no
nulo de E. Entonces existe una forma lineal continua T € E' tal que T'(xo) # 0. En particular, si E es
un K-espacio vectorial localmente convexo separado no reducido al conjunto {0}, entonces su espacio
dual E' tampoco estd reducido al conjunto {0}.

Prueba. Sea (p;)ic; una familia de semi-normas definidas sobre E. Como el espacio E es separado,
existe una semi-norma p;, tal que p;,(zo) # 0. Utilizando el Lema [[L2Z3], obtenemos la existencia de
una forma lineal T sobre E tal que T'(xo) = pi,(xo) y tal que |T'(x)| < p;,(x) para todo x € E. Esto
muestra que la forma lineal T es continua y por lo tanto pertenece al espacio dual E’, lo que termina
la prueba de la proposicion. |

Presentamos una aplicacién del teorema de Hahn-Banach que sera importante cuando se estudie
el cardinal de los espacios duales.

Proposicién 1.2.2 Sea E un K-espacio localmente convexo separado y sea E' su espacio dual. Se
tiene que dim(E") > dim(E). En particular, si E es de dimensidn infinita, entonces el espacio dual
E' también es de dimension infinita.

Prueba. Sea F' un subespacio de F de dimensién n. Como este espacio es separado, es isomorfo a K™
y por lo tanto el espacio dual F’ también es de dimensién finita n. Sea entonces (7})1<;<p una base de
F'. Por el teorema de prolongacién de Hahn-Banach, existen formas lineales i € E’ que prolongan las
formas lineales T;. Estas formas lineales T} son linealmente independientes: en efecto, si no lo fueran,
toda dependencia en ellas se reflejaria, por restriccion a F', en una dependencia en las formas lineales
T;. Esto muestra que el espacio dual E’ es de dimensién mayor o igual a n. Dado que este proceso se
mantiene para todo n, se deduce que si E es de dimensién finita entonces dim(E’) > dim(E) y si E
es de dimensién infinita, entonces su espacio dual E’ también es de dimensién infinita. |

B) Norma de aplicaciones lineales

Pasamos ahora a la presentacion de ciertos resultados que simplifican la expresiéon de las normas
de las aplicaciones lineales dada en la Definicién [LT.TIl Para empezar, la siguiente proposicién nos
indica que es posible prolongar una forma lineal conservando su norma.

Proposicién 1.2.3 Sean (E,|| - ||g) un K-espacio vectorial normado, W un subespacio vectorial de
E vy f: W — K una forma lineal continua de norma

[fllwr = sup |f(z)].
lzllz<1
zeW

Entonces existe T € E' que prolonga la forma lineal f y que conserva su morma, es decir tal que
1Tl e = 1 llw-

Prueba. Notemos para empezar que toda prolongacién T' de f verifica |T||gr > ||f|lw’ puesto que
sobre W se tiene que T'y f coinciden y que el supremo que interviene en el computo de la norma ||T'|| g/
corre sobre todo el espacio E. Notamos luego que se tiene |f(z)| < ||fllw’||z||z para todo x € W,
de manera que podemos aplicar el Teorema [[.2.1] utilizando como semi-norma p(z) = ||f||w-||z| &
Obtenemos de esta manera una prolongacién 7' que verifica |T'(x)| < || f|lw~||x| g. Esto muestra que
la aplicaciéon T es una forma lineal continua de norma inferior o igual a ||f||y y por la primera ob-
servacién se deduce la igualdad de las normas. |

Corolario 1.2.1 Sea (E,| - ||g) un K-espacio vectorial normado.



1.2. Teoremas de Hahn-Banach 25

1) Para todo xo € E existe una forma lineal continua T € E' tal que se tiene T(z¢) = ||zo|% v
1Tz = llzol| -

2) Para todo xy € E existe una forma lineal continua T € E' tal que |T||gr =1 y T(z0) = ||zol -

Prueba. Para demostrar el primer punto, empezamos considerando W = x¢K y definimos la forma
lineal f: W — K por f(azg) = al|zg||%. De esta manera se tiene

Ifllwr = sup [f(axo)l = sup |afllzolli = llzolle-
lazollE<1 lalllzollE<1

Aplicamos ahora la Proposicién [[2.3] para obtener la existencia de una forma lineal T : E — K que

verifica las dos condiciones exigidas: es decir que T coincide con f sobre W: T'(zq) = ||zo||%, y ademés
se obtiene la igualdad de las normas: ||T'|| g = || fllw’ = ||zo||g- El segundo punto se deduce de forma
totalmente similar fijando f(azg) = oz g- [

El siguiente resultado nos permite caracterizar la norma de un vector x en un espacio normado F
utilizando el espacio dual E’:

Corolario 1.2.2 Sea (E,| - ||g) un K-espacio vectorial normado. Para todo x € E, se tienen las
formulas siguientes:
lels = sup [T()| = méx IT() (1.25)
TeE! Tek!
1T g <1 1Tl gr<1

Prueba. Para empezar notamos que, si z # 0, entonces se tiene por la caracterizaciéon (LI6]) la
desigualdad sup |T'(x)| < ||z| g. Para ver la desigualdad reciproca vamos a utilizar el Corolario [.2.1t
TeE’

I <1
sabemos pues que existe una forma lineal Ty € E’ tal que To(z) = ||z||% vy tal que || 10|z = ||z e-
Definimos ahora T) = Ty/||z||r de manera que se tiene ||T}||pr =1y T1(x) = ||z||g. Esto nos permite
ver que se tiene la identidad buscada y que el supremo es en realidad un maximo. |

El lector debe tener cuidado en no confundir este resultado con la Definicién [LT.ITL en este caso
se estima la norma de una aplicaciéon T € E’ por medio de los vectores # € E, mientras que la expre-
sién (L20]) anterior permite calcular la norma de un vector x € E por medio de las formas lineales
continuas 7' € E’. Por un lado se tiene un supremo que no siempre es alcanzado (ver Ejercicio [L3))
mientras que por otro lado se tiene un maximo, debido a que se trabaja sobre formas lineales continuas.

Estos tres resultados precedentes son de gran utilidad cuando se trata de estimar las normas en
algunos espacios funcionales tal como lo veremos posteriormente.

1.2.3. Forma geométrica

Pasamos ahora a la exposicién de la versién geométrica de este resultado. Para poder enunciar
con toda claridad esta version del teorema de Hahn-Banach, sera necesario recordar algunas nociones
generales del algebra lineal. Consideraremos para empezar un par de lemas con formas lineales pertene-
cientes al espacio E*, es decir el conjunto de formas lineales definidas sobre E' (no son necesariamente
continuas).

Definicién 1.2.1 (Hiperplano - Hiperplano afin) Sea E un K-espacio vectorial. El niicleo Ker(T')
de una forma lineal T € E* no idénticamente nula es llamado un Hiperplano y lo notaremos H =
Ker(T). Un hiperplano afin serd entonces la traslacion de un hiperplano.
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Notacion: En lo que sigue y por comodidad, no haremos distincién entre hiperplano e hiperplano afin.

Demos un ejemplo. Consideremos F = R3 y una aplicacién T definida por

T:R3 — R
(,y,2) — x+y+z,

el lector verificara sin problema que T es una aplicacion lineal. Vemos entonces que el hiperplano H
determinado por H = Ker(T) es el conjunto {(x,y,2) € R®: x +y + 2z = 0} que representa un plano
en el espacio de tres dimensiones R3. La nocién de hiperplano corresponde entonces a la generalizacién
de este hecho a otras dimensiones. Basdndonos en este ejemplo, vemos que otra manera de definir un
hiperplano es considerando los subespacios de un espacio vectorial que son de codimensién 1, més
precisamente tenemos

Lema 1.2.4 Sean E un K-espacio vectorial y H = Ker(T') un hiperplano en E, en donde T € E*\{0}
es una forma lineal sobre E no idénticamente nula. Entonces se tiene que H # E y, para todo vector
xg € E\ H, se tiene la descomposicion en suma directa E = H @ xoK. Ademds, una vez que se ha
fijado el hiperplano H y la suma directa anterior, la forma lineal T estd unicamente determinada,
mddulo una constante multiplicativa.

Prueba. Dado que la forma lineal T': F — K no es idénticamente nula, se tiene inmediatamente
que E # Ker(T) = H. Sea ahora zy € FE \ H, podemos entonces escribir todo vector z € E de la

forma
T(x
= ( ( ) > o — h
T (o)
x( es un elemento de H. Nétese que esta descomposicién es tinica: si x = axg+h

T(x)
T'(wo)

T(x)
T(xo)
con h € H, se tiene necesariamente T'(x) = o1 (xo)+71'(h) = aT'(x0), de donde se deduce que o =
yque h=x — ;{((;0)) xg. Tenemos por lo tanto la descomposicién en suma directa F = H & zgK.

Para terminar, si H = Ker(S) en donde S € E* \ {0} es otra forma lineal distinta de 7', la des-
composicién precedente muestra que se tiene S(x) = ( 7?((;0)))5(350), es decir que S = o7 en donde

a:S(jT((mgi)))). [ |

endonde h = x—

Cuando el hiperplano no contiene el origen, una descripcion simple estd dada por el resultado
siguiente:

Lema 1.2.5 Sea E un K-espacio vectorial y sea T € E* \ {0}. Entonces el conjunto H = {x € E :
T(x) = 1} es un hiperplano que no contiene el vector 0. Reciprocamente, si H es un hiperplano que

no contiene el vector 0, entonces existe una unica forma lineal T definida sobre E tal que se tenga
H={zxeFE:T(x)=1}

Prueba. Sea T' € E* una forma lineal no idénticamente nula y sea H = {x € E : T(x) = 1}, se
tiene entonces inmediatamente que 0 ¢ H. Mostremos ahora que H es un hiperplano. Como la forma
lineal 7" no es idénticamente nula, existe un vector xg € E tal que T'(z¢) # 0 y definimos b = z¢ /T (x0)
de tal manera que se tiene T'(b) = 1. Entonces se tiene que H = b+ Ker(T).

Reciprocamente, por el Lema [[2.4], sabemos que el hiperlano H puede escribirse de la forma
H = zp+ Ker(S) en donde S € E*. Si H no contiene el vector 0, se tiene que S(xg) # 0 y se verifica
entonces que H = {x € E: T(x) =1} en donde T' = S/S(xp).

Pasemos ahora al estudio de la unicidad de la aplicacién T': supongamos que 17 y 15 son dos formas
lineales tales que H = {z € E : T1(z) = 1} = {x € E : Ty(x) = 1}, entonces se tiene que 113 = T.
En efecto, si existe un punto zg € E tal que T1(xo) # Ta2(zg), se tendria por ejemplo T1(zg) # 0y
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escribiendo b = xo /T (x¢) obtendriamos que T3 (b) = 1y que T5(b) # 1, lo cual es una contradiccién. B

Hemos presentado en las lineas anteriores las relaciones existentes entre hiperplanos y formas linea-
les generales. Estamos ahora interesados en ver algunas propiedades de los hiperplanos cuando la forma
lineal que sirve para definirlos es continua. Para ello serd necesario exigir cierta estructura topoldgica
y enunciamos el siguiente resultado en el marco de los espacios localmente convexos separados.

Proposicién 1.2.4 Sean (E, (p;)icr) un K-espacio vectorial localmente convexo separado y T una
forma lineal tal que H = Ker(T). Entonces el hiperplano H es o cerrado o denso en todas partes.
Ademds, H es cerrado si y solamente si la forma lineal T' es continua.

Prueba. Si el hiperplano H no es cerrado, existe un vector xo € H \ H. Por la continuidad de las
operaciones vectoriales, la adherencia H del hiperplano H es un subespacio vectorial de E y se tiene
que H contiene H & z¢K, de donde, por el Lema [[24] se tiene que H = E.

Si la forma lineal T' es continua, entonces se tiene que el conjunto {z € FE : T(x) = 0} es cerrado
por ser la imagen reciproca de un cerrado. Reciprocamente, suponemos ahora que H es un conjunto
cerrado y para mostrar la continuidad de la forma lineal T' vamos a utilizar la caracterizacién de esta
propiedad dada en el Corolario [LT.3l La continuidad es inmediata si se tiene que T es idénticamente
nula, de manera que podemos asumir que existe un punto zg tal que T'(x¢) = 1, una semi-norma p
y un real r > 0 tal que T'(x) # 0 sobre la semi-bola B, ,(xo) = {x € E : p(r — x¢) < r}. Se obtiene
entonces que |T(x)| < 1 sobre B, (7o), de donde se deduce que |T'(x)| < r~!p(x) y esto implica la
continuidad de la forma lineal 7. |

Podemos ahora presentar con toda comodidad la versién geométrica del teorema de Hahn-Banach.

Teorema 1.2.3 (Hahn-Banach, forma geométrica) Sean (E, (p;)icr) un K-espacio vectorial lo-
calmente convexo separado, B C E un conjunto abierto convexo, no vacio, y M un subespacio afin
que no intersecta B, es decir M N B = (). Entonces existe un hiperplano cerrado H que contiene M y
que no intersecta B: se tiene M C H y HN B = ).

Demostracién. De la misma manera que en su forma analitica, descomponemos la demostracién de
la version geométrica del teorema de Hahn-Banach en dos partes.

A) Cuando K = R: Por medio de una traslacién podemos suponer que el conjunto convexo B
contiene el origen. El subespacio afin M se escribe entonces M = xg + V en donde V es un
subespacio vectorial de £ y xy € E es un vector que no pertenece a V' puesto que el origen no
pertenece a M. Consideremos ahora el subespacio vectorial W = V @ zgR, se tiene entonces
que M es un hiperlano de W y por lo tanto, aplicando el Lema [L2.5] existe una forma lineal
T:W — Rtal que M = {z € W :T(zx) = 1}. Una vez que tenemos esta aplicacién lineal T’
vamos a mayorarla por una semi-norma y para ello necesitaremos utilizar las propiedades de la
funcional de Minkowski (que es una semi-norma) cuya definicién recordamos répidament: sea,
F un R-espacio vectorial localmente convexo separado, a todo conjunto B C E convexo, abierto
con 0 € B, se le asocia la funcional de Minkowski por: pp(x) = )i\r;f(’){)\_lx € B}.

Vamos a mostrar que se tiene T'(z) < pp(x) sobre el conjunto W. Dado que la funcional pp es
positiva, es suficiente estudiar el conjunto de puntos x € W que verifican 7'(z) > 0. Para estos
puntos definimos y = /T (x) de manera que T'(y) = 1: se tiene por lo tanto que y € M y por
hipétesis se obtiene que y ¢ B. Se deduce entonces de la definicién de la funcional de Minkowski
que pp(y) > 1; es decir que T'(z) < pp(z). Aplicamos ahora el teorema de Hahn-Banach [.2.]]

13véase la Definicién 1.3.7 y la Proposicién 1.3.4 del Volumen 1.
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para obtener la existencia de una forma lineal T, definida sobre todo el espacio F, que prolonga
la forma lineal T inicialmente definida sobre W C E y que verifica T(z) < pp(z). Entonces,
el hiperlano H = {z € E : T(m) = 1} es un hiperlano que contiene M y que no intersecta el
convexo B puesto que pg(x) < 1 para todo x € B.

Para terminar, debemos verificar que el hiperlano H es cerrado. Como el conjunto convexo B es
abierto, el hiperplano H no es denso en E y es por lo tanto cerrado por la Proposicién [[2.4]

B) Cuando K = C: De la misma manera, por traslacién es necesario considerar tinicamente el caso
cuando el conjunto M contiene el origen. Por la primera parte existe una forma lineal real S
tal que el hiperplano real K de ecuacién S(z) = 0 contiene M y no intersecta B. Utilizando el
Lema podemos construir una forma lineal compleja escribiendo T'(x) = S(x) —iS(ix) y de
esta manera el hiperlano complejo H de ecuacién T'(x) = 0 estd contenido en K y por lo tanto
no intersecta B. Verifiquemos ahora que M C H. Sea x € M, entonces ix € M y, dado que K
contiene M, se tiene que S(z) = S(ix) = 0. De esto se deduce que T'(x) = 0 y por lo tanto que
x € H. Finalmente, por las mismas razones expuestas en la parte A), este hiperlano no puede
ser denso en todas partes y por lo tanto es un hiperplano cerrado.

Observacion 1.16 La hipotesis exigida sobre el conjunto B de ser un conjunto abierto, es muy
importante. En efecto si en R3 consideramos el conjunto convexo cerrado B = {(z,y,2) € R? : 0 <
2;0 < ;22 < 2y} v la recta D de ecuacién x = 0y z = 1, vemos entonces que todo hiperplano que
pasa por la recta D tiene una interseccién no nula con B.

1.2.4. Aplicacién a la separacion de conjuntos y a un resultado de densidad

Para terminar nuestro estudio sobre la versién geométrica del teorema de Hahn-Banach, vamos a
exponer inmediatamente dos hechos importantes. El primero punto que presentamos esté relacionado
con la separacion de conjuntos convexos mientras que el segundo tiene que ver con algunas propiedades

de densidad.

A) Separacién de conjuntos convexos

Vamos a presentar en esta subseccion céomo -y en qué sentido- la forma geométrica del teorema
de Hahn-Banach permite separar conjuntos convexos. Es necesario insistir que este tipo de resultados
son validos tnicamente en el caso cuando los espacios vectoriales considerados son reales: en efecto,
sera necesario comparar por medio de desigualdades ciertas cantidades y esto nos obliga a trabajar
sobre R. Indiquemos sin embargo que es posible generalizar de una forma particular estos resultados
al caso complejo, pero para ello es necesario realizar una pequena manipulacion que sera presentada
a su debido tiempo.

Para empezar necesitaremos una definicién. Hemos visto con el Lema [[.2.5] que una forma lineal
permite caracterizar de forma simple los hiperplanos. Vamos a ver ahora cémo ir un paso mas adelante
utilizando esta caracterizacion.

Definicién 1.2.2 (Separacién de conjuntos) Sea (E,(p;)icr) un R-espacio vectorial localmente
convezo separado y sea T : E — R una forma lineal continua. El hiperplano cerrado H = {x €
E : T(x) = ¢} divide entonces el espacio E en dos subespacios By = {x € E : T(x) > ¢} y
Ey={zeE:T(z) <c}.

1) Dos subconjuntos A, B de E estdn separados en el sentido amplio por un hiperplano cerrado H
si A estd contenido en el subespacio E1 y B estd contenido en el subespacio Es.
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2) Dos subconjuntos A, B de E estdn separados en el sentido estricto por un hiperplano cerrado H
si existe € > 0 tal que A estd contenido en el subespacio Ef = {x € E :T(x) > c+¢} y B estd
contenido en el subespacio By = {x € E: T(x) < c—e}.

Las figuras a continuacion muestran estas dos situaciones.

H

E, Ey

Figura 1.1: separacién de conjuntos en el sentido amplio

By Ey

Figura 1.2: separacién de conjuntos en el sentido estricto

Cuando los conjuntos A y B son no son convexos (como es el caso del conjunto A en las dos
figuras anteriores), no siempre es posible encontrar un hiperplano que separe estos conjuntos. Sin
embargo, cuando estos conjuntos son convexos podemos utilizar la forma geométrica del teorema de
Hahn-Banach de tal forma que siempre se puede exhibir un hiperplano que los separe.

Los dos corolarios que siguen muestran esta situacién con més precisién.

Corolario 1.2.3 (Teorema de Eidelheit) [14 Sea (E, (p;)icr) un R-espacio vectorial localmente con-
vexo separado y sean A C E y B C E dos conjuntos convexos, no vacios y disjuntos. Supongamos
ademds que A es abierto. Entonces existe una forma lineal continua T € E'\ {0} y un nimero real c
tal que

T(x) <c<T(y), paratodox € Ay € B.

Dicho de otra manera, si los conjuntos A y B wverifican las hipdtesis del corolario, entonces A y B
estdan separados en el sentido amplio por el hiperplano H = {x € E : T(x) = c}.

“Max Eidelheit (1911-1943), matemético polaco.
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Prueba. Es suficiente aplicar la forma geométrica del teorema de Hahn-Banach [[L.2.3] tomando como
conjunto convexo abierto A — B (en vez del conjunto convexo B) y como subespacio M = {0}. Se
obtiene de esta manera una forma lineal continua 7" tal que los conjuntos T'(A) y T(B) son disjuntos
puesto que T'(A — B) # 0. Modificando, de ser necesario, 7" en —T se tiene entonces

supT'(x) < inf T'(y).
T€A yeB

Si definimos ahora ¢ = 1’n}fB T'(y) se tiene en particular la estimacién T'(z) < ¢ < T'(y) para todo z € A
ye

y todo y € B. Finalmente, como los conjuntos A y B no son vacios, tenemos que —oco < ¢ < 400
y, dado que el conjunto A es abierto, la desigualdad T'(x) < ¢ se convierte en la estimacién estricta
buscada. |

Corolario 1.2.4 (Teorema de Tukey) 2 Sea (E, (p;)icr) un R-espacio vectorial localmente conve-
zo separado. Sean A C E y B C E dos conjuntos convexos, no vacios y disjuntos. Supongamos ademds
que A es cerrado y que B es compacto. Entonces existe una forma lineal continua T € E'\ {0} y dos
numeros reales c; < cy tales que

T(x) <cy <ca <T(y), paratodoxe Ay € B.

Dicho de otra manera, si los conjuntos A y B wverifican las hipdtesis del corolario, entonces A y B
estan separados en el sentido estricto por el hiperplano H = {x € E : T(z) = c}.

Prueba. Como por hipétesis el conjunto A es cerrado, cada punto y de B es el centro de semi-
bolas By = B, p(y) tales que ByN A = () y se tiene que la unién de este tipo de semi-bolas recubre el
conjunto B. Al ser el conjunto B un conjunto compacto, se tiene

n
Bc /B,
j=1

Definimos ahora una nueva semi-norma p escribiendo p = p1 + ... + p,, en donde las semi-normas p;
son las semi-normas que sirvieron para definir las semi-bolas B, y fijamos r = 2~ min{ry,..r,}, en
donde r; son los radios de las semi-bolas By, .

A partir de esta nueva semi-norma p formamos el conjunto U = B,.,, de manera que los conjuntos
A+U y B+U son dos conjuntos convexos disjuntos tales que A C A+U y B C B+ U. En este punto
aplicamos el Corolario [L2Z.3] anterior para obtener una forma lineal continua 7' € E’ y un ntimero real
¢ tales que T'(z) < ¢ < T'(y) para todox € A+ U yy € B+ U. A partir de este hecho tenemos

T(xz) 4+ sup|T(z)| < e <T(y)— inf |T(z)]
zelU zelU

para todo x € A y todo y € B. Finalmente, se tiene que r = sup|T'(x)| > 0 puesto que la forma lineal
xeU

T no es idénticamente nula y de esta manera se obtiene el resultado deseado con ¢; = c—7ry co = c+7r.
[ |

La versién general de estos dos resultados estd dada por el siguiente teorema:

Teorema 1.2.4 Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo separado y sean A, B C E dos
conjuntos disjuntos, no vacios y converos.

5John Tukey (1915-2000), matemdtico norteamericano.
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1) Si A es abierto, existe una forma lineal T € E' y un real ¢ tal que
Re(T'(x)) < ¢ < Re(T'(y))
para todo x € A y todo y € B.

2) Si adicionalmente A es compacto y B es cerrado, entonces existe una forma lineal T € E' y dos
reales c1 < co tales que
Re(T'(z)) < c1 < ca <Re(T'(y))

para todo x € A y todo y € B.

La pequena manipulacién anunciada consiste en tomar la parte real de las formas lineales que apa-
recen en el teorema. En particular, la generalizacién esta dada en el sentido que si K = R, entonces
Re(T) =T y de esta forma se obtienen los dos resultados anteriores.

Demostracién. Este caso general es una consecuencia de los corolarios [[L2.3] 2.4 y del Lema
En efecto, una vez que se tiene el caso real, se obtiene una forma lineal real S definida sobre E
que verifica las condiciones de los puntos del teorema. Aplicamos entonces el Lema para obtener
una forma lineal compleja T' tal que Re(T') = S. |

Este resultado tiene como corolario un concepto que sera de gran utilidad en el futuro.

Corolario 1.2.5 (Separacién de puntos) Si E es un K-espacio vectorial localmente convezro sepa-
rado, entonces el conjunto de formas lineales continuas E' separa los puntos de E.

Prueba. Sean pues z1,z2 € E dos puntos tales que x1 # x5. Basta aplicar el segundo punto del
teorema anterior con A = {x1} y B = {x2} para obtener la existencia de una forma lineal continua T'
tal que T'(x1) # T'(x2). [ |

B) Problemas de aproximacién

A continuacién presentamos un resultado que relaciona la versién geométrica del teorema de Hahn-
Banach con la densidad de un subconjunto. En efecto, vamos a ver cémo caracterizar una propiedad
topolodgica, como es la propiedad de densidad, por medio de formas lineales continuas. Este punto es
particularmente interesante pues da una primera muestra de cémo las herramientas de base de este
capitulo -que son las aplicaciones lineales continuas- proporcionan un punto de vista distinto para
estudiar propiedades topoldgicas generales.

El siguiente resultado nos da una primera idea de cémo lograr este objetivo.

Proposicion 1.2.5 Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo separado y sea M un subespacio
de E. Si zg € E no pertenece a la cerradura de M, entonces existe una forma lineal continua T € E’
tal que T'(z9) =1 y tal que T'(x) = 0 para todo x € M.

Prueba. Empecemos notando que todo subespacio vectorial es un conjunto convexo. Luego, aplicamos
el segundo punto del Teorema [L2Z4 con A = {x9} y B = M. Obtenemos entonces una forma lineal
continua T tal que T(zg) y T(M) son dos conjuntos disjuntos. Dado que M es un subespacio de F
se tiene que T'(M) es un subespacio propio de K y esto implica que T'(M) = {0} y por lo tanto que
T'(x¢) # 0. Para obtener el resultado deseado, basta dividir la forma lineal T' por la cantidad T'(zo).
|

Esto muestra que, para mostrar que un punto xy pertenece a la cerradura de subespacio M de un
espacio localmente convexo separado E, basta verificar que T'(z¢) = 0 para toda forma lineal continua
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T € FE’ que se anula sobre M. Para sacar méas provecho de esta idea necesitaremos la nocién de
conjuntos ortogonales.

Definicién 1.2.3 (Conjunto Ortogonal) Sea (E, (pi)icr) un K-espacio localmente convero separa-
do y sea E' su espacio dual.

1) Sea D C E un subconjunto, definimos el conjunto ortogonal de D, notado D+, como el conjunto
de todas las formas lineales continuas T : B — K que se anulan para todo punto x € D, es
decir

Dt ={T e FE :T(z) =0, para todo x € D}

2) Sea A C E' un subconjunto, definimos el conjunto ortogonal de A, notado A+, como el conjunto
de los vectores x € E que anulan todas las formas lineales T € A, es decir

At ={z e E:T(z)=0, para todo T € A}

Nétese que D+ C E' y que A+ C E.

Vemos muy rapidamente, a modo de ejemplo, que E+ = {T' = 0} y que E'* = {0}. Tendremos la
oportunidad de ver otros ejemplos mucho mas interesantes en lo que sigue.

Pasemos, pues, al resultado de aproximacion anunciado en las lineas anteriores.

Corolario 1.2.6 (Un resultado de densidad) Sean (E, (p;)icr) un K-espacio localmente convexo
separado y D un subespacio de E. Entonces:

1) La adherencia D del conjunto D coincide con el conjunto (D+)*.
2) El subespacio D es denso en E si y solo si D+ = {0}.

Prueba. Para empezar la primera parte observamos que (DY) = {z € E : T(z) = 0, VT €
D+ C E'} y vamos a demostrar que D C (D) y que (D+)* ¢ D.

Para la primera inclusién fijamos un punto zg € D, luego, si T € E’ es una forma lineal que se
anula sobre D (es decir que T € Dl), entonces por continuidad de 7" se tiene que T'(zg) = 0 de donde
se obtiene que zo € (D+)*1. Para la segunda inclusién procedemos por una reduccién al absurdo: sea
pues xg € (DL)L tal que 29 ¢ D. Consideramos entonces el subespacio vectorial W = D @ 2K, de
manera que D es un hiperplano cerrado de W. Tenemos pues, por el Lema [[[2.4], la existencia de una
forma lineal continua 7' : W — K tal que D = Ker(T) y tal que T(z¢) # 0. Esta forma lineal T se
prolonga en una forma lineal continua T, definida sobre todo el espacio F, que verifica T(xo) #0, lo
cual es una contradiccién con el hecho que zg € (D+)*.

La segunda parte del corolario se deduce inmediatamente del primer punto: en efecto, si D = E y
siT € E' es una forma lineal que se anula sobre D, por continuidad 7" se anula sobre D = E y es por lo
tanto idénticamente nula, es decir D+ = {0}. Reciprocamente, si D+ = {0} y si zo ¢ D, siguiendo las
etapas explicitadas en la primera parte, se obtiene una forma lineal T definida sobre todo el espacio F
tal que T'(D) = 0 pero tal que T'(zg) # 0, de manera que el conjunto ortogonal de D no ests reducido
al elemento cero, obteniendo de esta forma la contradicciéon buscada. |

Observacién 1.17 El punto 2) es muy utilizado en la practica: es, a menudo, més sencillo verificar
que el ortogonal de un conjunto estd reducido al elemento cero que comprobar que un conjunto es
denso en otro por medio de los calculos topoldgicos basicos.

Con esto hemos terminado nuestra exposicién sobre los teoremas de Hahn-Banach. Veremos en las
secciones siguientes como aplicarlos en diversas situaciones, lo que ejemplificard atin més su utilidad
e importancia.
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1.3. Teoremas clasicos del analisis funcional

En esta seccién hacemos una presentacion de los teoremas maés relevantes del andlisis funcional,
como son los teoremas de la aplicacion abierta, del grafo cerrado y el teorema de Banach-Steinhaus.
Estos resultados son totalmente indispensables para el estudio que nos proponemos hacer de los espa-
cios de Lebesgue y de Lorentz.

Empezaremos recordando algunas definiciones relacionadas al lema de Bairdq para luego ver las
aplicaciones de este importante resultado a los teoremas clasicos del analisis funcional.

Definicién 1.3.1 (Espacio de Baire) Sea E un espacio topoldgico. Diremos que E es un espacio
de Baire si toda interseccion numerable de conjuntos abiertos densos en E es densa en E.
Es decir si

(V(Ap)nen sucesion de abiertos de E); (Vn € N: A, = E), se tiene (),cy An = E.

Considerando conjuntos cerrados tenemos la caracterizacion equivalente siguiente: el espacio topoldgico
FE es un espacio de Baire si la union numerable de conjuntos cerrados de interior vacio en E es de
interior vacio en E. Es decir si

o

° ,—/A
(V(Cp)nen sucesion de cerrados de E), (VYn € N: C, =0), se tiene U C, =10.

neN

Demos un ejemplo de espacio de Baire: consideremos el conjunto de los nimeros reales del cual se
quita el conjunto de nimeros racionales, es decir R \ Q: utilizando la caracterizacién de los espacios
de Baire que se basa sobre el interior de conjuntos cerrados, no es dificil ver que el espacio R\ Q es
efectivamente un espacio de Baire.

Definicién 1.3.2 (Conjunto residual, conjunto magro) Sean E un espacio topoldgico de Baire
y sea A un subconjunto de E. Diremos que

1) el conjunto A es residual si contiene una interseccion numerable de abiertos densos en E.

2) el conjunto A es magr st estd contenido una reunion numerable de cerrados de interior vacio
en E.

Notese que estas dos definiciones son complementarias en el sentido que un conjunto A es magro
si y solo si A¢ es residual. Asi por ejemplo, vemos que Q es magro en R y por lo tanto se tiene que
Q¢ =T es residual en R.

Observacion 1.18 Se suele encontrar en la literatura matemaética la siguiente correspondencia:

1) conjunto magro < conjunto de primera categoria,

2) conjunto residual < conjunto de segunda categoria.
Podemos ahora enunciar dos resultados de gran utilidad.

Teorema 1.3.1 (Lema de Baire) Todo espacio métrico completo es un espacio de Baire.

6René-Louis Baire (1874-1932), matematico francés, alumno de la Ecole Normale Supérieure.
17también llamado conjunto “flaco”.



34 Capitulo 1. Introduccion al analisis funcional

Demostracién. Sean pues (E, dg) un espacio métrico completo, (A, )nen una sucesion de abiertos
densos en £ y A un abierto no vacio. Se trata entonces de verificar que se tiene AN (), oy An # 0.
Vamos a construir, razonando por recurrencia, una sucesiéon de bolas abiertas B,, = B(x,,r,) tal que,
para todo n € N se tenga las siguientes condiciones:

" j?oC:fL;yj§n+1C:Z%lﬂ44n,

mr, > >0 lim r, = 0.
n 2 T'ntl y7%$+d)n

En efecto: dado que el abierto A no es vacio, existe una bola By tal que se tenga By C A. Como Ay es
denso en E se tiene que By N Ay no es vacio y por lo tanto existe una bola By tal que By C By N Ay.
De la misma manera, dado que los abiertos A,, son densos en F, el abierto B,, N A,, no es vacio y existe
una bola abierta B, tal que B, C B, N A,. Para los radios, es suficiente notar que siempre se
puede fijar r, > 2r,1 para obtener la segunda condicién. De esta manera, por recurrencia, obenemos
la existencia de una tal sucesién de bolas abiertas B,. Ahora, como el espacio métrico es completo
y que la sucesién (Bj)nen es una sucesion decreciente de cerrados no vacios cuyo didmetro tiende
hacia 0, se tiene que la interseccién [, <y B,, esté reducida a un punto. En efecto, de cada uno de los
conjuntos cerrados B,, se puede escoger un punto z,, tal que x,, € B,, y tal que z,, ¢ B, 1. De esta
manera se construye una sucesion (x,)nen de elementos de E que es de Cauchy por la definicién de
los radios r, de las bolas consideradas. Como el espacio métrico es completo, esta sucesién converge
hacia un solo punto.

Finalmente observamos que, por construccion, tenemos la inclusion [),cy B, C AN Mhen An Y
podemos concluir que el conjunto AN (), cy An no es vacio. Hemos mostrado que la interseccién de

todo abierto no vacio de E tiene una interseccion con (1, .y An lo que termina la demostracién. M

Corolario 1.3.1 Sea E un espacio de Baire y sea (Ap)nen una sucesion de cerrados de E tal que

[¢]
Unen An = E. Entonces |,y An €s un abierto denso en E.

[¢]
Prueba. Consideremos el conjunto C' = E \ (U,,cny An)- Se tiene entonces, sin mayor problema, que

C es cerrado y debemos mostrar que es de interior vacio. Para ello notamos que, para todo n € N,
]

—_—— o
el conjunto cerrado C'N A,, es de interior vacio pues C N A, C C N A = (). Observamos ahora que se
tiene la formula

Ucna,=cn|JA=CnE=C,

neN neN

y, como F es un espacio de Baire, tenemos que el conjunto C' es de interior vacio. |

Pasamos ahora a las aplicaciones del lema de Baire en el andlisis funcional.

1.3.1. Teorema de la aplicaciéon abierta

El primer teorema que estudiamos relaciona aplicaciones lineales continuas y aplicaciones abiertas.
Antes de entrar en los detalles damos la siguiente definicién en el marco general de los espacios métricos.

Definicién 1.3.3 (Aplicacién abierta, Aplicacién sobreyectiva) Sean E y F dos espacios to-
poldgicos.

1) Una aplicacion T : E — F' es abierta si, para todo abierto A de E se tiene que T(A) es un
abierto en F.
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2) Una aplicacion T : E — F' es sobreyectiva si todo elemento de F' posee al menos un antecedente
en E.

El primer resultado que presentamos concierne las aplicaciones lineales abiertas.

Proposicion 1.3.1 Sean E y F' dos K-espacios vectoriales localmente convezos separados metrizables.
SiT: E — F es una aplicacion lineal abierta, entonces T es sobreyectiva.

Prueba. Esto se deduce del hecho que F' es el uinico subespacio vectorial abierto de F'. En efecto,
dado que T es una aplicacién abierta, se tiene que el conjunto W = T(FE) es un abierto para la
topologia de F'; y, como la aplicaciéon T es lineal, se tiene ademés que W es un subespacio vectorial
de F'. Como el interior de W no es vacio, existe un punto yg € W tal que W es una vecindad de yg
y por traslacién se obtiene que W es también una vecindad del origen y es un conjunto absorben-
te en F: es decir que para todo y € F existe a > 0 tal que o'y € W de donde se deduce que W = F. B

Recuérdese que una aplicacién continua no es necesariamente abierta: basta considerar para ello
una funcién constante ¢ : x — ¢ definida sobre R. Sin embargo, cuando se trabaja con aplicaciones
lineales continuas, se tiene el importante resultado a continuacién:

Teorema 1.3.2 (de la aplicacién abierta) Sean (E, (pp)nen) un K-espacio de Fréchet y (F, (gn)neN)
un K-espacio vectorial localmente convexo separado metrizable. Notaremos respectivamente dg y dp
las distancias invariantes por traslacion asociadas a las topologias de espacios localmente convexos
separados metrizables de E y F'.

1) SiT : E — F una aplicacion lineal continua, entonces o T(E) es magro o T es una aplicacion
abierta.

2) Si F es un espacio de Baire, entonces toda aplicacion lineal continua sobreyectiva T : E — F
es una aplicacion abierta.

Necesitaremos el siguiente lema para la demostracién de este resultado.

Lema 1.3.1 Sean (E, (pn)nen) un K-espacio de Fréchet, (F,(qn)nen) un K-espacio vectorial local-
mente convexo separado metrizable y'T : E — F una aplicacion lineal continua tal que:

(Ve > 0)(36 > 0)[Br(0,6) C T(Bg(0,¢))], (1.26)
entonces T es una aplicacion abierta.

Prueba. Observamos para empezar que, por traslacién, la hipdtesis anterior se reescribe como
(Ve > 0)(36 > 0)(Va € E)[Br(a,d) C T(Bg(a,¢))].

Sean g9 > 0y (€,)n>1 una sucesién de nimeros reales estrictamente positivos tales que ), < e < €.
Por la hipdtesis podemos construir una sucesién (d,),>1 de nimeros estrictamente positivos tal que,
para todo a € E y todo n > 1 se tenga

Br(a,é,) C T(Bg(a,e,)) y lim 6, =0. (1.27)

n—-+o0o

Sea ahora y € Bp(0,dp), vemos que es posible construir por recurrencia una sucesion (x,)pen de
puntos de E tal que zg = 0 y tal que

dE(xnaanrl) <é&n ¥ dF(yaT(anrl)) < 6n+1 (1'28)
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para todo n > 1. En efecto, por (L.27) tenemos que el punto y es un punto de adherencia de
T(Bg(0,e,)) y por lo tanto la interseccién Bp(y,d1) N T(Bg(0,£0)) no es vacia: existe entonces
z1 € E tal que dg(0,21) < €0 y dp(y,T(z1)) < 81 y de esta forma tenemos (L28) para n = 0.
Por recurrencia, si dp(y,T(x,)) < 0p, utilizando (L27) con ¢ = =z, tenemos que la interseccién
Br(y,0n+1) NT(Bg(xy,e,)) no es vacia de donde se obtiene un punto x,, € E que verifica (L.28)).

Observamos ahora que la sucesién (z,),en que acabamos de construir es una sucesién de Cauchy
puesto que se tiene dg(zp,x,) < Z%i’; €n, ¥ entonces, como el espacio F es un espacio de Fréchet,
se tiene que el limite de esta sucesién pertenece a F y lo notaremos x. Tenemos en particular que
de(0,zp41) < D p g€k < 2¢¢ y, utilizando (IL28) obtenemos que dp(y, T (zn+1)) < dnt1, por lo tanto,

dado que 6, — O se tiene que y = T'(z). Dicho de otra manera, para todo punto y € Bg(0,d)

n—-+o0o
hemos construido un punto z € Bg(0,2¢) tal que y = T'(x). Esto prueba que, para todo gy > 0, existe

do > 0 tal que Bp(0,00) C T(Bg(0,2¢))). Para terminar consideremos A un abierto de F' y a € A,
existe entonces €9 > 0 tal que Bg(a,2ec) C A, de donde se deduce que

T(A) D T(Bg(a,2e0)) = T(a) + T(BEg(0,2¢)) D T'(a) + Br(0,d)
lo que muestra que T'(A) es una vecindad de T'(a): se deduce que T'(A) es un conjunto abierto. |

Con este resultado preliminar podemos empezar la demostracién del Teorema [1.3.2]

Demostracion.

1) Supongamos que T'(E) no es magro. Debemos verificar (I.20]) para poder aplicar el Lema [[.3.11

Sea V = Bg(0,e/2) para algin € > 0, tenemos entonces que E = :g nW . Como la aplicacion
T es lineal, se tiene T(E) = |2 nT(V) y como hemos supuesto que T'(E) no es magro, uno

de los conjuntos nT(V) = nT(V) es de interior no vacio, de donde se deduce que el conjunto
T(V) es de interior no vacio: existe por lo tanto un punto xg € F y un real § > 0 tales que

Bp(x0,0) C T(V).

Dado que estamos trabajando sobre un espacio vectorial topolégico F', la aplicacion

p:FxF — F
(z,y) — -y

es una aplicacién continua y podemos adoptar la notacion A — B = ¢(A, B) en donde A, B C F.
Se tiene en particular la inclusién Bp(0,9) C Bp(xo,d) — Br(zo,0) puesto que todo elemento
x € Bp(0,6) se puede escribir como x = (z + x9) — z¢ en donde x + xg € Bp(zo,0) y xo €
Br(zp,6). De esta manera, utilizando la continuidad de la aplicacién ¢, podemos escribir

Bp(0,8) c T(V) —T(V) c T(V) —T(V) = T(V — V)

en este punto, basta observar que se tiene la inclusién V—V C Bg(0,¢) y de esta forma se tiene
la inclusién buscada, es decir Br(0,9) C T'(Bg(0,¢)). Podemos aplicar entonces el Lema [[3 1]y
obtenemos que la aplicaciéon T es abierta.

2) Si F es un espacio de Baire y si T es una aplicacién sobreyectiva, entonces T'(E) = F no es un
conjunto magro, pues es de interior no vacio, de donde se deduce, por la primera parte que T es
una aplicacién abierta. [ |

Conviene tener a la mano un enunciado menos general del teorema de la aplicacion abierta en
donde solo intervienen espacios de Banach:
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Teorema 1.3.3 (de la aplicacién abierta) Sean (E,| - ||g), (F,|| - ||r) dos espacios de Banach y
sea T : E — F una aplicacidn lineal continua. Si T es sobreyectiva, entonces T es una aplicacion
abierta.

Este importante resultado tiene como consecuencia los siguientes puntos.

Corolario 1.3.2 (Teorema del isomorfismo de Banach)

1) Sean E y F dos K-espacios de Fréchet. Si T : E — F es una aplicacién lineal continua
sobreyectiva, entonces T~ : F — E es una aplicacion continua. Dicho de otra manera, toda
biyeccion lineal y continua de E sobre F es un isomorfismo.

2) Si(E,|-|g)y (F] -|lr) son dos espacios de Banach y si T : E — F es una aplicacion lineal
continua biyectiva, entonces existen dos constantes positivas C1 y Co tales que

Cillzlle < T (2)llr < Collzlle
para todo x € E.

3) Sean T y Ta dos topologias de espacio vectorial definidas sobre un mismo espacio E tales que se
tenga la inclusion Ty C Ta. Si (E,T1) y (E,T2) son dos espacios de Fréchet, entonces se tiene la
identidad T1 = Ts.

Prueba.

1) Sila aplicacién T : E — F' es lineal, continua y sobreyectiva entonces por el Teorema [[.3.2] es
una aplicacién abierta, de donde se deduce inmediatamente que la aplicacién T~ : F — E es
una aplicacién continua pues la imagen reciproca de todo abierto es un abierto.

2) Basta aplicar el punto 1) cuando F y F' son espacios de Banach y utilizar la caracterizacién de
la continuidad de las aplicaciones lineales dadas en las férmulas (L9) y (LI3)).

3) Por el primer punto tenemos que toda biyeccién lineal continua de E sobre F' es un isomorphis-
mo. Basta entonces aplicar este resultado a la aplicacién identidad Id definida sobre (E,72) a
valores en (E,T7) para obtener la identidad entre estas dos estructuras topoldgicas. |

Este corolario es de gran utilidad para comparar diferentes estructuras definidas sobre un mismo
espacio topoldgico. Ver un ejemplo de aplicacién en el Ejercicio [L9l

1.3.2. Teorema del grafo cerrado

Vamos a presentar ahora un criterio muy sencillo para estudiar la continuidad de las aplicaciones
lineales y vamos a ver que este resultado es una consecuencia de los resultados demostrados en la
seccion anterior. Para poder enunciar correctamente este criterio necesitamos la siguiente definicion.

Definicién 1.3.4 (Grafo de una aplicacién) Sean E y F' dos conjuntos y sea T : E — F una
aplicacion. El grafo de la aplicacion T es el subconjunto Grr del producto cartesiano EX F' determinado
por

Grr={(z,y) e Ex F: y=T(x)}.

Esta definicién es bastante general y en el enunciado del teorema a continuacién consideramos
directamente conjuntos dotados de una estructura topoldgica.

Teorema 1.3.4 (del grafo cerrado) Sean E y F dos K-espacios de Fréchet y seaT : E — F una
aplicacion lineal. Entonces T es continua si y solo si el grafo Grp de T es cerrado en E X F.
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Demostraciéon. Mostremos para empezar que si T es una aplicacién continua entonces el grafo
Grp de T es un conjunto cerrado del espacio F x I dotado de la topologia producto usual. Vamos
para ello mostrar que el complemento A en E x F' del conjunto Grr es un conjunto abierto. Sea pues
(zo,y0) € A, entonces se tiene que yo # T'(x¢) y por lo tanto yo y T(xg) poseen vecindades V' y W
disjuntas (recuérdese que un espacio de Fréchet es un espacio métrico y por lo tanto es un espacio
separado). Como la aplicacién T es continua, el punto z( tiene una vecindad U tal que T(U) C W. Se
tiene entonces que la vecindad U x V' del punto (zg,yo) estd contenida en A, de donde se deduce que
A es abierto.

Reciprocamente, mostremos que si el grafo Gryr de T es cerrado en E X F', entonces la aplicacion
T es continua. Observemos pues que si Gry es un subconjunto cerrado del espacio de Fréchet £ x F,
entonces se tiene que Grr es un espacio de Fréchet. Notemos ahora que la proyeccién m : Grp — E
induce una biyeccion lineal continua, y es por lo tanto un isomorfismo por el primer punto del Co-
rolario Se tiene, para x € F, que 711_1 = (z,T(x)) de donde T' = my o 711_1, de manera que, por
composicion, la aplicacién T es continua. |

Observacion 1.19 Exigir que el grafo de la aplicacién T sea cerrado es equivalente a exigir que, si
(Zn)nen €s una sucesién de E tal que

Ii = lim T =
wipe = Y g T =y,

entonces se tiene la identidad y = T'(x).

Este teorema hace la verificacién de la continuidad maés sencilla puesto que se dispone de una hipdtesis
adicional: suponemos que la sucesién (T'(zy,))nen €s convergente.

Observemos ademas que por la linealidad de la aplicacién T podemos suponer que el punto limite x
es el origen. En este caso, pedir que Grr sea cerrado se escribe: si (2, )nen €s una sucesion de E tal que

lim z, =0y lim T(x,) = y; entonces se tiene la identidad y = 0: el problema de la continuidad
n—-+o0o n— 0o

se resume entonces al estudio de la convergencia de una sucesién.

1.3.3. Teorema de Banach-Steinhaus y Principio de Acotacion Uniforme

El principio de acotacién uniforme nos proporciona un criterio bastante sencillo para estudiar la
continuidad del limite simple una sucesién (7),),ecn de aplicaciones lineales continuas. Recordemos que
en el marco de los espacio métricos, el paso al limite de la convergencia simple no conserva la conti-
nuidad y que para mantener esta propiedad es necesario utilizar la convergencia uniforme. En el caso
de las aplicaciones lineales continuas, serd el principio de acotacion uniforme quien nos dard el marco
adecuado para pasar al limite en el sentido de la convergencia simple y conservar la propiedad de
continuidad. Como veremos en esta seccién, este importante resultado serd una consecuencia directa
del teorema de Banach-Steinhaudd.

Vamos a empezar esta subseccion presentando un ejemplo en dénde la propiedad de continuidad
de una familia de aplicaciones lineales se pierdd- al pasar al limite cuando se utiliza la convergencia
simple.

Sea pues E el espacio formado por todas las funciones polinomiales definidas sobre el intervalo

[0,1] a valores en R, dotado de la norma de la convergencia uniforme ||f||z = sup |f(z)|. Definimos
z€[0,1]

8 Hugo Steinhaus (1887-1972), matemdtico polaco.
9ver también el ejemplo dado al final de la Seccién 1.1.2 del Volumen 1. ;Cuél es la principal diferencia entre estos
dos ejemplos?
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ahora, para todo n > 1, las aplicaciones T,,(f) = n(f(1/n) — f(0)). De esta manera obtenemos una
familia T, : E — R de aplicaciones lineales y continuas puesto que se verifica rapidamente que

To(af +9) = aTu(f) + Talg) vy aue  [Tu(f)] < 2n[lf&-

Notemos que la sucesién (T, (f))n>1 converge hacia la derivada f/(0) de la funcién f evaluada en
0, se tiene entonces que la sucesién de aplicaciones lineales (T),),>1 converge simplemente hacia la
forma lineal T : f — f7(0).

Sin embargo, vamos a verificar que esta forma lineal no es continua. En efecto, consideremos la su-
cesién de polinomios determinada por fi(z) = kz(1—x)*; se tiene que fi(z) = k(1—2)* 1 (1—z—kx).
No es dificil darse cuenta que la funcién fj, admite un maximo en el punto x = (1 + k)~!, de donde
se deduce que 0 < fir(z) < (k/(1 + k))¥*! < 1. Obtenemos entonces que || fx||z < 1 mientras que
f7.(0) = k. A partir de estos hechos vemos que no existe una constante C' > 0 tal que |f,(0)| < C||fxl|e
para todo k£ > 1 y que por lo tanto la forma lineal T" no es continua.

Este ejemplo nos indica que el limite de aplicaciones lineales continuas no es necesariamente con-
tinuo y que es por lo tanto necesario exigir una hipétesis adicional para recuperar la continuidad al
pasar al limite.

Antes de enunciar el teorema de Banach-Steinhaus y de entrar en los detalles de su demostracion,
es necesario hacer una introduccién a un concepto que expresara la condicién adicional requerida para
obtener el resultado deseado.

Definicién 1.3.5 (Familia equicontinua) Sean E y F' dos K-espacios vectoriales topoldgicos y
A={T;:E—F:iel}

una familia de aplicaciones lineales definidas sobre E a valores en F. Diremos que la familia A es
equicontinua si para cada vecindad W del origen de F', existe una vecindad V' del origen de E tal que
T;(V) C W para todo T; € A.

Notese que si el conjunto A esta reducido a una sola aplicacion lineal, esta definicién corresponde
exactamente a la definicién de continuidad?d. Se tiene entonces que la nociéon de equicontinuidad
indica que cada una de las aplicaciones es continua y que ademds sus variaciones son relativamente
equivalentes, puesto que se trata del mismo conjunto V para todas las aplicaciones T;.

Observacion 1.20 Relacionemos ahora este concepto de equicontinuidad a la nocién que habiamos
presentado, en el marco de los espacios métricos, en la Definicién 1.4.6 del Volumen 1. Sea pues
(E,dg) un espacio métrico compacto y sea F' = K. Dado que las aplicaciones son lineales, basta
tomar en la anterior Definicién por vecindad W la bola unidad Bg(0,¢) de manera a obtener la
caracterizacion dada en el Volumen 1.

Cuando se dispone de mayor estructura sobre los espacios F' y F’ es posible caracterizar la propiedad
de equicontinuidad de la siguiente manera:

Proposicién 1.3.2 (Caracterizacién de la equicontinuidad)

1) Si (E,(pi)er) v (F,(gj)es) son dos K-espacios localmente convezos separados, entonces una
familia A C £ (E,F) es equicontinua si y solo si, para todo j € J, existe una parte finita K de
1, y una constante C' > 0 tales que

q;(T(x)) < Cpi(z) (1.29)

20Recordar que en el caso de aplicaciones lineales se tiene el Corolario [L1.11
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para todoi € K,z € E yT € A.

2) Si(E,||-|lg) vy (F ] -]|lr) son dos K-espacios normados, se tiene que una familia A C £ (E, F)
es equicontinua si y solo si A es una parte acotada del espacio normado £ (E, F); es decir si se
tiene

sup||T|| g—p < +00
TeA

en donde |T||g—rF es la norma de la aplicacion lineal continua T dada por la formula (I17).

Prueba.

1) Supongamos que A es una familia equicontinua y sea W = B (0,1) una semi-bola abierta.
Entonces existe una vecindad del origen de E, que podemos suponer de la forma Bpik (0,7) en
donde K = {i1, ..., ix} es una parte finita de I y r > 0, tal que se tenga T'(By, (0,7)) C By,(0,1)
para todo T" € A. De esta situacion se tiene que p; (z) < r para todo i € K implica que
q;j(T(z)) <1, de donde se obtiene que ¢;(T(z)) < r~1p;, (z).

Reciprocamente, sea una vecindad W de 0 de F' que contiene una semi-bola cerrada quz (0,¢) en
donde L = {ji,...,j¢} es una parte finita de J. Entonces existe una parte finita K de la familia
I y una constante positiva ¢ > 0 tales que ¢;,(T'(x)) < cp;, () para todo jp € L'y i, € K. De
donde se deduce que

T(Bp,, (0,6)) C By, (0,6) W

siempre y cuando ¢d < e. Es decir, por la Definicién [[L35] se obtiene que la familia A es
equicontinua.

2) Cuando los espacios E' y F' son normados, la condicién (IL.29) significa |T'(z)||r < C||z|E, es
decir que ||T||g—F < C para todo T € A, de donde se obtiene que A es una parte acotada del
espacio .Z(E, F). [

Veamos ahora cémo interviene el concepto de acotacion con la equicontinuidad:

Proposicion 1.3.3 Sean E y F dos K-espacios vectoriales topologicos y sea
A={T;:E—F:iel}

una familia equicontinua de aplicaciones lineales definidas sobre E a valores en F. Sea A un subcon-
junto acotado de E. Entonces existe un subconjunto acotado Y de F tal que T;(A) C Y para todo
T, € A.

Prueba. Sea Y la unién de los conjuntos T;(A) con T; € A y sea W una vecindad del origen de
F. Como la familia A es equicontinua, existe una vecindad V del origen de F tal que T;(V) C W para
todo T; € A. Dado que el conjunto A es acotado, se tiene que A C aV para todo « suficientemente
grande, de manera que, para estos escalares « se tiene

T;(A) C T;(aV) = aT3(V) C aW
de donde se deduce que F' C aW y por lo tanto que F' es acotado. |

Podemos ahora enunciar el siguiente resultado que nos proporciona un criterio para verificar la
equicontinuidad de ciertas familias de aplicaciones lineales.
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Teorema 1.3.5 (de Banach-Steinhaus) Sean E y F dos K-espacios vectoriales topoldgicos, sea
A={T;,: E — F :i€ I} una familia de aplicaciones lineales continuas. Definimos el conjunto B
como la coleccion de puntos x € E tales que la cantidad

A(z) = {Ti(x) : T; € A}

sea acotada en F. Si el conjunto B es residual en E en el sentido de la Definicion[1.3.2, entonces se
tiene que B = E y la familia A es equicontinua.

Demostracién. Sean W y U dos vecindades del origen de F' equilibrada tales que U4+ U C W.
Definamos el subconjunto X de E por

X=T1"0).

TeA

Si x € B, entonces A(z) C nU para algin n de manera que z € nX. Por lo tanto se tiene la

inclusion

“+oo

Bc | Jnx.

n=1
Como B es un conjunto residual en F, se tiene que al menos uno de los conjuntos nX es residual en
E. Ahora como la aplicacién z — nx es un homeomorfismo de E en E, se tiene que el conjunto X
es residual en F. Pero ademas se tiene que X es cerrado pues cada aplicacion T es continua y por lo
tanto X contiene un punto interior x y entonces x — X contiene una vecindad V del origen E y se
tiene

TWV)YCT(x)-T(X)cU-UCW

para toda aplicacién T € A. Esto prueba que la familia A es equicontinua. Aplicamos pues la Propo-
sicién [[L3.3] para obtener que A es uniformemente acotada. En particular se tiene que cada conjunto
A(x) es acotado en F', de donde se obtiene que B = E. [

En lo que sigue, la hipétesis de residualidad serd consecuencia de las propiedades de los conjuntos
que entran en accién. Asi tenemos, utilizando el Teorema [[.3.1] pagina[33] el resultado a continuacién.

Corolario 1.3.3 Si A es una coleccion de aplicaciones lineales continuas definidas sobre un espacio
de Fréchet (E, (pp)nen) @ valores en un espacio vectorial topolégico F y si los conjuntos

Ax) ={T;(x) : T; € A}
son acotados en F para todo x € E, entonces A es una familia equicontinua.

Prueba. En efecto, como (E, (py,)nen) es un espacio de Fréchet, es un espacio métrico completo y
aplicamos el lema de Baire para obtener la hipétesis de residualidad. |

En el caso en que los espacios considerados estén dotados de una norma, tenemos el Principio de
Acotacién Uniforme que nos dice que una acotacién puntual de una familia de aplicaciones lineales
continuas implica una acotacién uniforme. Mas precisamente:

Teorema 1.3.6 (Principio de Acotacién Uniforme) Sean (E,|-||g) y (F, |- ||r) dos espacios de
Banach. Sea (T;)icr una familia, no necesariamente numerable, de aplicaciones lineales continuas de

E en F. Supongamos que

sup||Ti(z)||rp < o0, Vze E. (1.30)
iel

21ver Definicién 1.3.4 del Volumen 1.
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Entonces existe una constante C tal que
|Ti(z)|F < Cllz|lp,  Vxe€E,Viel.

Es decir, se tiene
sup||Tillp—r < +00.
el

Demostracion. La verificacién de este hecho es inmediata y se reduce a reescribir la hipdtesis y
la conclusion con las notaciones anteriores. En efecto, notemos A = {T; : E — F : i € I} la familia
de aplicaciones lineales consideradas. La hipdtesis (IL30) expresa que los conjuntos

A@) = {Ti(@) : T; € A}

son acotados en F' para todo x € E; podemos entonces aplicar el Corolario [I.3.3] anterior para obtener
que la familia A es equicontinua, finalmente por la caracterizacién de la equicontinuidad dada en la
Proposicién tenemos que

sup||T|lg—r < +o0.

TeA

Vemos claramente en esta demostracion cémo interviene el concepto de equicontinuidad que acabamos
de presentar en las lineas precedentes. En particular notamos que el ejemplo dado en la pagina [39] no
verifica las hipdtesis del principio de acotacién uniforme.

Utilizando estos teoremas, podemos decir algo sobre la continuidad del limite de sucesiones de
aplicaciones lineales continuas.

Teorema 1.3.7 Si (T,)nen es una sucesion de aplicaciones lineales continuas definidas sobre un
espacio de Fréchet (E, (pp)nen) a valores en un espacio topoldgico F y si el limite siguiente

T(z)= lim T,(z)

n—-+o0o
existe para todo x € E, entonces la aplicacion lineal T es continua.

Prueba. El Corolario [[3.3] nos asegura que la familia (7}, ),en es equicontinua, por lo tanto si W
es una vecindad del origen de F', tenemos T,,(V) C W para todo n, para una vecindad V del origen
de E. Se obtiene entonces que T'(V) C W y por lo tanto, la aplicacién T' es continua. |

Observaciéon 1.21 Como acabamos de ver, los teoremas [[L3.6] y [[.3.7] se deducen de los resultados
anteriores relativos a la equicontinuidad. Sin embargo, es muy util disponer de estas dos versiones
anteriores que son mucho mas sencillas de aplicar y de recordar.

Para terminar esta subseccién, vamos a presentar ahora una aplicacién del teorema de Banach-
Steinhaus a un problema planteado en la pégina [I9 cuando habiamos presentado la Definicién [LT.T5]
de las aplicaciones bilineales separadamente continuas.

Corolario 1.3.4 (Continuidad de las aplicaciones bilineales) Sean (E, (p,)nen) un espacio de
Fréchet y F' y G dos K-espacios vectoriales topologicos. Sea B : E x F — G una aplicacion bilineal

separadamente continua. St lim x, =xg en E y si lim y, = yo en F entonces
n—-+00 n—-+00

B(2n,yn) — B(zo,y0) en G. (1.31)

En particular, si F' es un espacio métrico, se tiene que la aplicacion bilineal B es continua.
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Prueba. Sean U y W dos vecindades del origen de G tales que U +U C W y definamos las aplica-
ciones T,,(x) = B(x,y,) paraz € E y n € N. Dado que por hipétesis, la aplicacién B es separadamente
continua es por lo tanto continua como una funcién de la variable y y se tiene ll’I_’I_l T, (x) = B(z,yo)

n—-+0o0

para todo = € E. De donde se deduce que (7,,(x))nen es un conjunto acotado de G. Ahora, como cada
aplicacion T, es una aplicacion lineal continua definida sobre el espacio de Fréchet E se tiene por el
teorema de Banach-Steinhaus que la familia (7},),en es equicontinua. Existe por lo tanto una
vecindad V' del origen de E tal que T,,(V)) C U para todo n € N.

Notemos ahora que B(xy,yn) — B(zo,y0) = Tn(xn — 20) — B(x0,Yn — Y0), de manera que, como la
aplicaciéon B es continua en la variable y y como B(xg,0) = 0, si n es suficientemente grande se tiene
que B(zo,yn —yo) € U y si x, € 9 + V entonces, por equicontinuidad se tiene T}, (z, — o) € U. Por
lo tanto podemos escribir

B(xn,yn) — B(xo,y0) eU+U CW

para todo n suficientemente grande, de donde se obtiene (I.31]). Finalmente, si el espacio F' es metri-
zable, entonces se tiene que F x F' es también metrizable y la continuidad de la aplicacion bilineal B
se deduce de (L31). [ |

1.4. Topologias fuertes y débiles

En esta seccion vamos a estudiar las diversas consecuencias que se obtienen al considerar varias
topologias sobre un mismo espacio. Habiamos visto rapidamente, en la seccién 1.1.1 del primer vo-
lumen, que un espacio topoldgico general X posee trivialmente dos topologias: la topologia gruesa
T ={0,X} y la topologia discreta 7 = P(X), dada por el conjunto de partes de X, y habfamos visto
igualmente que es més conveniente fijar una topologia intermedia con caracteristicas mas agradables
en vez de trabajar con estos dos extremos. Sin embargo, no habiamos estudiado en detalle ni el interés,
ni la utilidad que existe en dotar un mismo espacio de varias topologias, ni las diferentes propiedades
que se pueden deducir de esta situacion; y esta seccién estd destinada a responder a estos dos inquie-
tudes. Evidentemente, no consideraremos cualquier tipo de topologias, sino estructuras topolégicas
que estan intimamente relacionadas con los importantes resultados anteriores, lo cual nos garantizara
ciertos teoremas y resultados de gran utilidad.

En lo que sigue vamos a adoptar un punto de vista tedrico, es decir que vamos a presentar las
definiciones y los resultados de una manera formal, y reservaremos la Seccion para una aplicacion
de todos estos conceptos a los diversos espacios de sucesiones. Sin embargo, para la aplicacién de estas
ideas y conceptos a los espacios de Lebesgue serd necesario esperar un capitulo mas, pues necesitare-
mos unas herramientas adicionales que seran tratadas a su debido tiempo.

Necesitaremos introducir un poco de terminologia general cuyo significado serd precisado en las
paginas que siguen. Empezaremos recordando que habiamos presentado en el primer volumen una
cierta nocién de orden entre topologias cuando habldbamos de topologias mds finas o mds gruesas.
Vamos ahora a utilizar sinénimos a estos dos conceptos de la manera siguiente.

Definicién 1.4.1 (Topologias débiles y fuertes) Si un conjunto X estd dotado de dos topologias
T1 y T2, diremos que Ty es mds débil que Ty (o que To es mas fuerte que T1) si todo abierto de Ty es
un abierto de T2 y lo notaremos Ty C Ta.

Notese que de acuerdo con la notacion “C”, los adjetivos débil y fuerte no excluyen la igualdad y
que la correspondencia entre los adjetivos utilizados anteriormente para describir las inclusiones entre
topologias es la siguiente: mas débil = més gruesa / més fuerte = mas fina.
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1.4.1. Motivacion y construcciéon de topologias débiles

Pero, jpor qué definir varias topologias sobre un mismo espacio? Para dar una respuesta a esta
pregunta, es necesario ilustrar un poco los fenémenos que aparecen cuando un mismo conjunto admite
varias topologias.

Para empezar recordemos que ciertas propiedades, como la continuidad por ejemplo, pueden variar
en funcién de la estructura topoldgica considerada: ver la observacién [L8] pagina [[3] y el ejemplo ahi
exhibido. Pero éste es evidentemene solo un primer aspecto.

Demos un segundo ejemplo. Vemos, méas generalmente, que si 71 C 72 son dos topologias definidas
sobre un mismo espacio X, entonces por un lado se tiene que (X, 71) posee menos conjuntos abiertos
que (X, 72), pero se tiene por otro lado que (X, 77) posee mds conjuntos compactos que (X, 73): en
efecto, si hay menos conjuntos abiertos, sera mas sencillo obtener subrecubrimientos abiertos finitos.
Recuérdese que, a la luz de la secciéon 1.2.2 del primer volumen, los conjuntos compactos poseen pro-
piedades muy importante y a veces es mas agradable (y en muchos casos indispensable) trabajar
con ellos. Esta es una de las principales razones por las cuales resulta interesante debilitar las topo-
logias y éste va a ser uno de nuestros principales objetivos: obtener estructuras topolégicas con mayor
cantidad de compactos. Sin embargo, hay que tener un poco de cuidado en este proceso: por ejemplo,
si X es un cierto espacio dotado de la topologfa gruesa 7 = {{), X}, se tiene que todo subconjunto
de X es compacto con respecto a esta topologia puesto que se tiene solo dos conjuntos abiertos, pero
esta estructura topoldgica es demasiado pobre para trabajar efectivamente con ella.

Un ultimo ejemplo estd dado por el hecho que la topologia de un espacio separado (o de Hausdorff)
compacto X presenta un cierto tipo de rigidez en el sentido siguiente: no se puede debilitar la topologia
de X sin perder la propiedad de Hausdorff y no se puede fortalecer su topologia sin perder la propiedad
de compacidad. Esta situacion se clarifica con la proposicién que sigue.

Proposicién 1.4.1 Si 71 C T2 son dos topologias sobre un mismo conjunto X y si (X,71) es un
espacio topoldgico de Hausdorff y si (X, T2) es un espacio compacto, entonces Ty = Ta.

Prueba. Basta verificar la inclusién 7o C 77 y para ello vamos a mostrar que si Y C X es un subcon-
junto cerrado para la topologia 75 entonces Y es cerrado para la topologia 77. En efecto, como X es
To-compacto, se tiene que Y también lo es y dado que 71 C T se deduce que Y también es compacto
para la topologia 77 pues todo recubrimiento 7i-abierto de Y es un recubrimiento 72-abierto. Como 7Ty
tiene la propiedad de Hausdorff, se obtiene que Y es Tq-cerrado por la Proposicién 1.2.2 del Volumen
1: se tiene entonces que 71 = 7. [ |

Para acabar este pequenio parrafo introductorio y, para pasar a la construccion de diferentes topo-
logias, es necesario distinguir dos casos muy particulares que estdn intimamente relacionados con la
dimension del espacio sobre el cual se trabaja. En efecto, en el caso de la dimensién finita se tiene el
siguiente resultado:

Teorema 1.4.1 (de Riesz) Sea (E,|| - ||g) un espacio normado. Los puntos siguientes son equiva-
lentes

1) E es de dimension finita,

2) E es localmente compacto,

29 . . . . J . . . .
en efecto, si ademas se trabaja sobre un espacio métrico, las nociones de compacidad y de compacidad secuencial
coinciden y esto permite trabajar cémodamente con subsucesiones como lo veremos més adelante.
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3) B={z € E:|z|g <1} es un conjunto compacto,
4) B={zx € E:|z|p <1} es un conjunto precompacto.

Demostracién. Se tiene 1) == 2): si el espacio E es de dimensién finita, entonces toda bola cerrada
acotada es un conjunto compacto y esto implica que E es localmente compacto. Para la implicacién
2) = 3), vemos que si el espacio E es localmente compacto, entonces se tiene que B(0,r) = rB(0,1)
es un conjunto compacto, de donde se obtiene que la bola B(0,1) es compacta. El hecho que 3) = 4)
es inmediato; de manera que lo tnico que hay que verificar es la implicaciéon 4) = 1). Para ello
necesitaremos el lema a continuacién.

Lema 1.4.1 Sea (E,| - ||g) un espacio normado. Si W es un subespacio vectorial de E que contiene
una bola, entonces se tiene la identidad W = E.

Prueba. Sea pues B(a,r) C W una bola de centro a y de radio r. Sea ahora = € B(0,r), se tiene
entonces que a + = € B(a,r) C W. Dado que W es un subespacio vectorial, se tiene que z € W'y
por lo tanto se deduce que B(0,7) C W. Sea ahora x # 0 un elemento cualquiera de F, se tiene que
ﬁ € B(0,r) C W, pero como el subespacio W es un subespacio vectorial se tiene que x € W de

manera que £ C W y se deduce la identidad W = F. |

Volvamos a la demostracién del teorema. Si la bola B(0,1) es un conjunto precompacto; existe por
lo tanto una parte finita A de E tal que B(0,1) C J,c4 B(z,3) = A+ $B(0,1). Consideramos ahora
el espacio vectorial Y = Vect(A) que es de dimensién finita por construccién y vemos que se tiene
B(0,1) C Y +3B(0,1).

Como se tiene la inclusiéon B(0,1) C B(0,1) y que este iltimo conjunto es compacto por hipétesis,
podemos construir por recurrencia conjuntos Y finitos tales que B(0,1) C Y—l—QinB(O, 1). En particular,
si x € B(0,1), entonces para todo n > 1 existe y, € Y tal que ||z — y,||lp < 27". Esto muestra que
B(0,1) C Y, pero se tiene la identidad Y = Y puesto que Y es de dimensién finita, de donde se
deduce que el subespacio vectorial Y contiene la bola B(0,1). Aplicamos entonces el lema anterior
para obtener la identidad Y = F y se obtiene que F es un espacio de dimensién finita. |

Observacién 1.22 El lector debe tener en mente que, en un espacio normado de dimensién infinita,
la bola unidad cerrada B(0,1) = {x € E : ||z||g < 1} nunca es un conjunto compacto.

Para ilustrarlo consideramos el espacio normado (L*(R, dz), ||| 1,1) y la sucesion f,(z) = L, iq((),
para todo n € N. Vemos sin problema que || f,,||,: = 1 de manera que f,, € B, para todo n € N, pero
observamos que no es posible extraer de la sucesion ( f,,)nen una subsucesién convergente para la nor-
ma || - || de donde se deduce que el conjunto B no es compacto.

Notamos pues, la gran diferencia que existe en estos dos casos: en dimensién infinita, el hecho que
un conjunto sea cerrado y acotado no es suficiente para poder deducir que este conjunto es compacto.
Veremos en las lineas que siguen que sera necesario debilitar las topologias para obtener la propiedad
de compacidad.

Todos estos ejemplos muestran el interés y los riesgos que se tienen al debilitar una topologia y toda
la dificultad se encuentra en obtener una nocién de topologia débil con “buenas” propiedades. Es decir,
entre todas las topologias 7 definidas sobre un cierto espacio E y que verifican {0, E} C T C P(E) v,
a la luz de los ejemplos anteriores, jcomo escoger la que posee el mayor nimero de propiedades?

Para responder a esta pregunta vamos a utilizar el siguiente método general cuyo interés aparecerd
claramente con los importantes teoremas que seran detallados a continuacién.
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Definicién 1.4.2 (Topologia débil generada por una familia de aplicaciones) Sea X un con-
Junto y sea F una familia no vacia de aplicaciones ¢ : X — Y, en donde cada conjunto Y, es un
espacio topolégico. La coleccion Tz de todas las uniones de intersecciones finitas de conjuntos de tipo
0o Y (V) en donde p € F yV es un abierto de Y, es una topologia sobre el conjunto X y es la topologia
més débil que hace que cada aplicacion ¢ € F sea continua.

A esta topologia T# se le denomina la topologia débil generada por la familia .%. Cuando no haya
confusion posible sobre la familia F y cuando el contexto esté claro, notaremos mds simplemente T
en vez de Tx.

Noétese que esta manera de obtener topologias es totalmente clésica y verificar que (X, 7#) es un
espacio topoldgico es un ejercicio que queda a cargo del lector. Indiquemos a modo de ejemplo que
ya hemos utilizado este artificio en la Definicién [LT.I3] pagina [I8 para dotar con una estructura
topoldgica al producto cartesiano X = [[;; X; de espacios topolégicos X;: en este caso habfamos
utilizado como familia de aplicaciones las proyecciones ;.

Observacion 1.23

1) Es importante notar que en la Definicién que acabamos de dar, el conjunto X no estéd
necesariamente dotado de una topologia. En este sentido, y por el momento, el adjetivo débil
asociado a la topologia T# es parte de la definicién puesto que no se lo compara con ninguna
otra topologia definida sobre el conjunto X.

2) La estructura topoldgica que se obtiene de esta manera sobre X es “arrastrada” a partir de
la estructura topoldgica de cada espacio Y, por medio de la familia .#: como se puede intuir,
cuanto mayor estructura se disponga sobre la coleccién de espacios topolégicos Y, y si la familia
de aplicaciones .% verifica algunos puntos adicionales, més propiedades se obtendrén sobre X.

Como el lector puede sospecharlo, no utilizaremos cualquier tipo de familia %, sino familias que
poseen cierto tipo de propiedades especificas. Una nocién que sera de gran utilidad es la siguiente.

Definicién 1.4.3 (Familia separadora) Sea X un conjunto y sea F una familia no vacia de apli-
caciones ¢ : X — Y, en donde cada conjunto Y, es un espacio topoldgico. La familia ¥ es una
familia separadora si, para todo x # y € X, existe una aplicacion gy € F tal que vo(x) # ©o(y).

Retomemos como ejemplo la construccién de la topologia producto: sea (X;)i<i<, una familia de
espacios topoldgicos y sea el producto cartesiano X = [[ | X;, se tiene que la familia (m;)1<;<p de
proyecciones canoénicas

n
i=1
= (T1, .0y, Tp) —> T

es una familia separadora. En efecto, si z = (21, ...,2,) # ¥y = (Y1, .., Yn ), entonces existe al menos un
indice 1 <i < n tal que m;(x) # m;(y).

Observacion 1.24 Este concepto de familia separadora ya ha sido presentado de manera menos
general con el Corolario [L2.5] pédgina BTl en efecto, se verifica en este resultado que la familia de
aplicaciones E' = Z(F,K) definidas sobre un espacio localmente convexo separado F, es una familia
separadora en el sentido de la definiciéon anterior.

Esta nocién es importante pues se tiene el siguiente resultado que nos da una primera informacién
sobre el tipo de topologia que se obtiene al proceder como en la Definicién [.4.2]
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Proposicién 1.4.2 Sea X un conjunto y sea .# una familia no vacia de aplicaciones ¢ : X — Y, en
donde cada conjunto Y, es un espacio topolégico separado. Si la familia F es una familia separadora,
entonces la topologia débil Te generada por la familia F es una topologia separada.

Prueba. Sean pues z,y dos puntos distintos de X, dado que la familia .# es una familia separadora,
entonces existe una aplicacién ¢y € .Z tal que @o(z) # ¢o(y). Se tiene ademds que los puntos ¢o(z)
y ¢o(y) poseen vecindades U y V disjuntas en Y., puesto que es un espacio separado. La imégen
reciproca bajo ¢ de los conjuntos U y V' son entonces conjuntos abiertos disjuntos de Tz que contie-
nen x y y respectivamente, de donde se deduce que la topologia débil Tz es separada. |

Mostremos ahora, y muy rdpidamente, un ejemplo en dénde se juntan las proposiciones [L41] y
Consideremos el producto cartesiano X = [[,.; X; de espacios topolégicos X; y supongamos que
cada espacio X; es un espacio de Hausdorff compacto, sabemos entonces que se tiene, por el teorema
de Tychonov, que la topologia T construida sobre X de la misma forma que en la Definicién [LT.13]
es una topologia que vuelve al conjunto X compacto. Ahora, gracias a la Proposicién [[L4.2] se tiene
que X es un espacio de Hausdorff compacto, de manera que, por la Proposicién [L4.1] esta topologia
T no puede ser fortalecida sin perder la propiedad de compacidad. Este muestra la rigidez estructural
de esta situacion.

Vemos, con los resultados anteriores, que hay que tener un poco de cuidado para fijar una buena
familia de aplicaciones .% con su correspondiente coleccién de espacios topoldgicos Y. En todo lo que
sigue vamos a seguir la via natural que consiste en fijar como aplicaciones las aplicaciones lineales
(nétese que no se dice nada sobre la eventual continuidad de estas aplicaciones: por el método ex-
puesto en la Definicién [[4.2] vamos a considerar justamente una buena topologia que las vuelva todas
continuas) y en donde todos los espacios Y, son el cuerpo escalar K. Es importante insistir sobre el
hecho que la utilizacion de formas lineales no es algo fortuito: sera gracias a esta familia muy particular
de aplicaciones que obtendremos los resultados més importantes.

Necesitaremos el lema a continuacion.

Lema 1.4.2 Sean T1,...,T, y T formas lineales definidas sobre un K-espacio vectorial E y sea el
conjunto N C E definido por N = {x € E : Ty(x) = ... = T,,(x) = 0}. Entonces las siguientes
propiedades son equivalentes

1) existen escalares oy, ..., o, tales que T = a1 Th + ... + o, T,

2) existe una constante C > 0 tal que |T'(z)| < Clrgég( |T;(z)| para todo x € E,
<i<n

3) se tiene T'(x) = 0 para todo = € N.

Prueba. Se observa ficilmente que 1) = 2) y que 2) = 3), de manera que se tiene el lema si se
demuestra que 3) = 1). Supongamos pues que se tiene el punto 3). Definimos entonces una aplicacién
lineal ¢ por

$:E — K"
x — o) = (Ti(x), ..., Th(x)).

La hipétesis 3) significa que ¢(x) = 0 implica T'(z) = 0 y por linealidad de todas estas aplicaciones
se tiene en particular que ¢(z) = ¢(y) implica T'(z) = T'(y). Entonces si definimos una aplicacién
f por medio de la férmula f(¢(x)) = T'(z) obtenemos una forma lineal f : ¢(E) — K. Es posible
entonces prolongar la forma lineal f en una forma lineal F' definida sobre todo K™. Ahora, dado
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que F' es una forma lineal sobre todo K™, esto implica la existencia de escalares a; € K tales que
F(uy,...,un) = ajuy + ... + apu, para todo (ug,...,u,) € K" De esto se obtiene que

T(z) = F(¢(x)) = F(T1(x), ... Tu(2)) = Y _ i Ty(x)
1=1

que no es mas que el primer punto, lo que termina la prueba del lema. |

Vamos a utilizar este lema para obtener el siguiente teorema que es una primera etapa para
relacionar la Definicién [[.4.2] con el espacio de aplicaciones lineales continuas.

Teorema 1.4.2 Sea E un K-espacio vectorial y sea F = F(E,K) una familia separadora de formas
lineales sobre E. Entonces la topologia débil Tz generada por la familia F hace del espacio (E,Tz)
un espacio topoldgico localmente convexo separado cuyo espacio dual es exactamente F (E,K).

Demostraciéon. Empecemos verificando que la topologia Tz provee al espacio E con una estructura
de espacio localmente convexo separado. Dado que R y C son espacios separados, entonces por la
Proposicién se tiene que la topologia Tz es separada y la linealidad de los elementos de % (E, K)
muestra que la topologia Tz es invariante por traslacién. Ahora, si consideramos 711, ..., T;, una familia
de formas lineales de % (F,K), si 7; > 0 es una familia de nimeros reales, podemos construir los
conjuntos

V={zeFE:|Ti(x)] <r; paratodol <i<n}.

Vemos, por las propiedades de las aplicaciones lineales T; que este tipo de conjunto V' es convexo,
equilibrad y pertenece a Tz. Tenemos entonces, por construccién, que la coleccién de todos los
conjuntos determinados de esta manera forman una base local para T4, de donde se obtiene que T#
provee al espacio F con una topologia de espacio localmente convexo separado.

Verifiquemos la compatibilidad de esta topologia con la estructura vectorial de E. En efecto, ndtese
que si el conjunto V estd definido de esta forma, entonces se tiene %V + %V =V lo que muestra que
la aplicacién suma de la estructura vectorial de E es continua para la topologia Tz. Vamos a verificar
ahora la continuidad de la multiplicaciéon por un escalar. Sea V una vecindad del origen de FE, si
x—y €rV conr >0, entonces se tiene que axr —ay = a(x —y) € V sir es tal que r|a| < 1. De esta
manera hemos verificado que la aplicacién multiplicacién por un escalar es continua para la topologia
T#. Se tiene por lo tanto que 74 es una topologia de espacio vectorial localmente convexo separado
sobre F.

Para terminar el teorema, hay que verificar que .7 (F, K) es el espacio dual de E. Vemos sin proble-
ma que toda forma lineal T' € .7 (F,K) es continua para la topologia 7z. Reciprocamente, sea S una
forma lineal continua para la topologia 7z, entonces se tiene |S(x)| < 1 para todo = de cierto conjunto
V € E. Notamos ahora que la condicién 2) del Lema es verificada, pues |S(z)| < Clrgiéél |T; ()]

en donde las formas lineales T; definien la vecindad V', y por lo tanto se tiene que S = Y " | oy T;.
Como cada T; pertenece al espacio .# (E,K), que es un espacio vectorial, se tiene que S € . (F,K). R

Este resultado es interesante por varios motivos: basicamente nos dice que si partimos de un K-
espacio vectorial ' y de una familia separadora de aplicaciones lineales .%, entonces el espacio (E, T#)
posee una estructura topoldgica interesante (es un espacio localmente convexo) y ademads se tiene que
el conjunto E' = Z(FE,K) de formas lineales continuas (para la topologfa 7z) es precisamente la
familia .# inicialmente dada (es decir Z(E,K) = .7).

2Ver la Seccién 1.3.3 del Volumen 1 para las definiciones.
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Sin embargo, si cambiamos la familia de aplicaciones lineales .# por otra familia .#’, se obtendrd
una segunda estructura topolégica (E, Tz/) con propiedades totalmente similares. Procediendo de esta
manera podemos tener una amplia gama de estructuras topoldgicas, similares pero distintas, sobre el
espacio E. ;Cémo escoger la mejor (o més adaptada) familia de aplicaciones lineales para obtener la
mejor (o mas adaptada) estructura topoldgica sobre E7 La subseccién que sigue responderd a esta
pregunta utilizando la nocién de corchete de dualidad.

1.4.2. Dualidad y topologias asociadas

Recuérdese ahora que el concepto de espacio dual ha sido presentado como una definicién al final
de la Seccién [LTT] pagina [l Es necesario precisar esta nocién con la definicién a continuacién.

Definicién 1.4.4 (Corchete de dualidad) Sean E y F' dos espacios vectoriales sobre K. Decimos
que una forma bilineal

(-,->E><F:E><F — K

(z,y) — (z,)ExF
es un corchete de dualidad entre los espacios E y F si se tienen los dos puntos siguientes:
1) si{(x,y)Exr = 0 para todo y € F, entonces se tiene x = 0,
2) si{x,y)pxr = 0 para todo x € E, entonces se tiene y = 0.
Decimos ademds que el corchete de dualidad (-,-)pxr pone en dualidad los espacios E y F'.

Notacién: Cuando el contexto esté lo suficientemente claro y cuando no haya confusién entre los
espacios F y F, notaremos simplemente (-,-) en vez de (-,")gxr.

Nétese que, de la misma forma que en el punto 1) de la observacion [[.23] los espacios E y F' de la
definicién anterior no estan necesariamente dotados de una estructura topoldgica. Vamos a remediar
esta carencia con un primer resultado que nos dice que a partir de un corchete de dualidad se pueden
obtener dos familias de formas lineales que poseen la importante propiedad de separacion. Usando
estas familias separadoras veremos cémo aplicar el Teorema para obtener estructuras topolégicas
interesantes.

Lema 1.4.3 (Obtencién de familias separadoras a partir del corchete de dualidad) Sean E
y F' dos K-espacios vectoriales puestos en dualidad por medio de una forma bilineal (-, ) px . Entonces
las familias de aplicaciones lineales

E={py:x— (2, y)Exr Yy EF} y F={¢,:yr— (2,y)pxr Vo € E}
son familias separadoras en el sentido de la Definicion [1.4.3

Prueba. Esta propiedad de separacién del corchete de dualidad no es més que una relectura de las
condiciones 1) y 2) de la Definicién [L43l En efecto, si 1 # x9 € E se tiene que x1 — x9 # 0, de
manera que existe por el punto 1) una aplicacién ¢, € & tal que ¢, (z1 —x2) # 0, de donde, por linea-
lidad se obtiene que ¢y (1) # ¢y (r2). Razonando de forma totalmente similar se obtiene la propiedad
separadora de la familia %. [ |

Con la nocién de corchete de dualidad, con el Lema [[L43ly con el Teorema [[LZ2] podemos dotar
a dos espacios puestos en dualidad con estructuras topoldgicas muy particulares:
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Definicién 1.4.5 (topologia o(FE, F) y topologia o(F, E)) Sean E y F dos K-espacios vectoriales
puestos en dualidad por medio de una forma bilineal (-, )gxF.

1) Sobre el espacio E definimos la topologia o(E, F') como la topologia débil generada por la familia
de formas lineales T, : x — (x,y)Exr para todo y € F.
Notaremos (E,0(E, F)) o mds simplemente E,p ) cuando el espacio E estd dotado de esta
topologia.

2) Simétricamente, sobre el espacio F definimos la topologia o(F, E) como la topologia débil gene-
rada por la familia de formas lineales T, : y — (x,y)pxr para todo x € E.
De igual forma, notaremos (F,o(F,E)) o mds simplemente Fo(rp) cuando el espacio F' estd

dotado de esta topologia.

Tlustramos este hecho con la figura a continuacién.

<'7 '>E><F

E F

(E,0(E,F)) (F,o(F,E))

Figura 1.3: Corchete de dualidad y topologias asociadas.

Por el Teorema [[.4.2] se obtienen, por el momento, propiedades simétricas para los espacios E'y F:
los espacios Eq (g, r) ¥y Fy(r p) son dos K-espacios vectoriales topologicos separados localmente conve-
x0s; pero es posible ir un poco mas lejos pues estas estructuras topoldgicas pueden ser caracterizadas
por medio del corchete de dualidad utilizando el resultado a continuacién:

Proposicion 1.4.3 Sean FE y F dos K-espacios vectoriales puestos en dualidad por medio de una
forma bilineal (-, )pxF.

1) La topologia o(E, F) definida sobre el K-espacio vectorial E es una topologia separada de espacio
localmente convexo que puede ser definida por las semi-normas

py:E — R
z — py(r) =[(z,y)pxFl
para todo y € F.

2) Simétricamente, la topologia o(F,E) definida sobre el K-espacio vectorial F es una topologia
separada de espacio localmente convero que puede ser definida por las semi-normas

pr:F — R
y — pa(y) = [z, y)Exrl|
para todo x € E.

Prueba. Basta verificar el primer punto, pues el segundo, por simetria, es totalmente similar. Em-
pecemos verificando rdpidamente que las aplicaciones p, son efectivamente semi-normas: en efec-
to, por las propiedades de bilinealidad del corchete de dualidad se tiene para todo a € K que
py(ax) = |alpy(z) v que py(r1 + x2) < py(x1) + py(r2) para todo z1,22 € E, de manera que se
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obtiene sin problema que las aplicaciones p, son semi-normas. Consideremos ahora la familia de apli-
caciones & = {Ty 2 — (x,yY)ExF : paratodoy € F } El hecho que esta familia es separadora
se deduce del Lema [[L4.3l Podemos entonces aplicar el Teorema [[L4.2] de manera que la topologia
o(E, F) provee al espacio E con una estructura de espacio localmente convexo separado, de modo que
para terminar debemos comparar los espacios topoldgicos (E, (py)yer) y (E,0(E, F)). Recuérdese que
por construccién, la topologia o(E, F') hace que cada aplicacién Ty(-) = (-, y) pxr sea continua, y dado
que |Ty(z)| = py(x) para todo y € F se obtiene sin problema que estas dos topologfas son las mismas. ll

Es importante notar la utilidad del corchete de dualidad: vemos con los resultados anteriores que
esta herramienta nos permite decir cuando dos espacios vectoriales estan en dualidad, nos proporcio-
na familias separadoras de aplicaciones lineales y nos dice como caracterizar las diversas topologias
generadas por medio de semi-normas.

Es tiempo de justificar el adjetivo débil que hemos usado en las lineas precedentes. En efecto,
hasta ahora los espacios sobre los cuales deseabamos construir una topologia no estaban necesaria-
mente dotados de una topologia inicial pues esta se deducia “arrastrandola” por medio de familias de
aplicaciones. Los resultados a continuaciéon nos indican lo que sucede cuando se dispone inicialmente
de una estructura de espacio topoldgico localmente convexo separado.

Pero antes, es necesario dar un ejemplo muy importante de un corchete que pone en dualidad dos
espacios vectoriales. Este ejemplo es relevante en el sentido que nos permite justificar la notaciéon de
espacio dual E' de un espacio vectorial F dada en la Definicién [LT.8

Proposicién 1.4.4 Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo separado y sea E' = £ (E,K)
el dual topoldgico de E. Entonces la forma bilineal (x,T)px g definida por

(v)Exp ExXE — K (1.32)
(2, T) — (2,T)gpxp =T(x)

es un corchete de dualidad y pone los espacios E y E' en dualidad.

Prueba. Si tenemos que T'(z) = 0 para todo x € E, se tiene entonces evidentemente que 7' = 0.
Reciprocamente, debemos verificar que si T'(x) = 0 para todo T' € E’ entonces z = 0. Esto es una
consecuencia del teorema de Hahn-Banach puesto que si suponemos que x # 0 entonces, existe por la
Proposicién [LZ]] pagina 24 una forma lineal S € E’ tal que S(x) # 0. Hemos verificado los dos puntos
exigidos por la Definicién [[L4.4] y obtenemos entonces que los espacios 'y E’ estdn en dualidad. H

Este resultado merece la definicién siguiente.

Definicién 1.4.6 (Corchete de dualidad candnico) FEl corchete de dualidad determinado por la
formula (1.32) es el corchete de dualidad canénico entre un espacio vectorial localmente convexo
separado E y su espacio dual E'.

Observacion 1.25 Es importante notar que, el hecho de utilizar el corchete de dualidad candnico
(L32) para poner en dualidad un espacio vectorial localmente convexo separado E y su espacio dual
E’, no es totalmente trivial puesto que es necesario usar el teorema de Hahn-Banach.

Corolario 1.4.1 Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo separado, entonces la familia E' =
Z(E,K) de todas las formas lineales continuas definidas sobre E es una familia separadora.

Justifiquemos pues, ahora si, el adjetivo débil utilizado hasta ahora.
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Proposiciéon 1.4.5 Sea E un K-espacio vectorial dotado de una topologia inicial T; que hace de él
un espacio localmente convero separado y sea E' = Z(FE,K) el dual topoldgico de E. Entonces la
topologia o(E, E") es mds débil que la topologia Ty, es decir que se tiene o(E, E") C T;.

Prueba. Hay varias formas de verificar este hecho. La mas econémica consiste en decir que por cons-
truccién la topologia o(E, E') es la topologia mds débil que vuelve continuas las formas lineales que
son continuas para la topologia inicial 77, de esto se deduce que o(E,E") C Tj. |

Hemos visto con el Teorema cémo, a partir de una familia de aplicaciones, es posible dotar a
un espacio vectorial con una estructura topoldgica. Si la familia de aplicaciones proviene de un corchete
de dualidad, el resultado que sigue nos dice qué relacién existe entre el espacio dual E’ que se obtiene
de esta estructura topoldgica y el espacio F' puesto en dualidad.

Teorema 1.4.3 Sean E y F dos K-espacios vectoriales puestos en dualidad por medio de una forma
bilineal (-,-)pxp. Consideremos el espacio E dotado de la topologia débil o(E,F) y sea E' el espacio
dual del espacio vectorial (E,o(E, F)). Entonces la aplicacion ¢ : y — (-, y)pxF es un isomorfismo
topolégico de F sobre E' para las topologias o(F,E) y o(E', E).

Ademds, toda forma lineal continua T' definida sobre Eqp ) se escribe de la siguiente manera

T(x) = (x,y)Exr para algin y € F.

Este resultado permite juntar las nociones de espacios puestos en dualidad y de espacio dual. En
efecto, podria pensarse que si partimos de un espacio E que esta puesto en dualidad con otro espacio
F, entonces el espacio de todas las formas lineales continuas para la topologia (E,o(E, F')) puede ser
muy diferente de F'. Gracias a este teorema vemos en realidad que existe un isomorfismo entre estos
dos espacios. Volveremos a estudiar este tema con mayor detalle en la Seccién [L5T1

Observaciéon 1.26 Este teorema es un refinamiento del Teorema [[LZ2] dado en la pagina M8 pues
indica la relacién existente entre las formas lineales continuas (para la topologia o(FE, F')) definidas
sobre el espacio E y el corchete de dualidad (-, ) pxr.

Demostracién. Por definicién del corchete de dualidad, se tiene que si ¢(y) = 0 entonces y =
0, de donde se obtiene que ¢ es inyectiva. Recuérdese que por el Teorema [L4.2] se tiene sobre E’
una estructura de espacio vectorial localmente convexo separado. Utilizando la caracterizacion de la
continuidad dada en el Corolario [LT.3] si T € E’, existe entonces una parte finita {y1,...,y,} de F'y
una constante C' > 0 tal que

|T(x)| < C sup [(z,yi)Exr| paratodox € E.
1<i<n
Se deduce de esto que T'(z) = 0 si (x,y;)Exr = 0 para todo 1 < ¢ < n. Ahora, por el Lema [[42] se
tiene que T es una combinacién lineal de las formas lineales (-, y;) Ex , 10 que muestra que T es de la for-
ma (x,y) gxr en donde y es una combinacién lineal de los y;. Con esto se obtiene que ¢ es sobreyectiva.

Para terminar, mostremos que ¢ es un isomorfismo topolégico. Para ello usamos la Proposi-
ci6n [LA3] que nos dice que la topologia o(F, E) de F' puede ser caracterizada por las semi-normas
Pz Yy —> [{x,y)Epxr|, mientras que la topologia o(FE’, E) de E’ estd dada por las semi-normas
gz : T — |T(x)]; de tal manera que para obtener el isomorfismo basta observar que p, = ¢, 0¢. W

Este teorema tiene un corolario muy interesante.

Corolario 1.4.2 Sea E un K-espacio vectorial dotado de una topologia inicial T que hace de él un
espacio localmente convexo separado. Notamos E' el espacio dual de E con respecto a la topologia T;.
Entonces E' sigue siendo el espacio dual de E con respecto a la topologia débil o(E,E").
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Prueba. Notemos E’(7;] el conjunto de formas lineales continuas (es decir el espacio dual) con
respecto a la topologia inicial 7;7. Dado que por la Proposicién [[LZ4] se tiene que los espacios E y E'im;)
se encuentran en dualidad por medio del corchete de dualidad canénico (I.32), se obtiene sobre E una
estuctura de e.l.c. més débil: (F,o(F, E’)). Notemos ahora F'(-(z,5") el conjunto de formas lineales
continuas con respecto a la topologia débil o(FE, E’). Para obtener el corolario, basta entonces aplicar
el Teorema [L4.3] con F' = E'i7;) para obtener el isomorfismo topoldgico entre E'i1;) y E'(o(&, 5')). [ |

Recapitulamos con el grafico a continuacién la situacién considerada:

(E,Tr) E'rry =2 Eloe, ey

U /
(E,0(E, E))

Figura 1.4: Topologia inicial, topologia débil y espacios duales asociados

En el gréfico anterior, se parte de un espacio topolégico localmente convexo (F,7Tr) a partir del
cual se considera el conjunto E’7;) todas las formas lineales continuas para la topologia inicial 7;.
Dado que, por la Proposicién [L4.4] estos espacios E y E’ estdn puestos en dualidad por medio del
corchete de dualidad canénico; es posible considerar la topologia o(FE, E') sobre E. Se construye luego
el conjunto E'(+(r, 5y de todas las formas lineales continuas para la topologia débil o(F, E’), y por el
Corolario anterior se obtiene la identificacién entre E'r;) y E'oz, 2.

Dicho de otra manera, el conjunto de formas lineales para la topologia fuerte y para la topologia
débil es el mismo.

Corolario 1.4.3 Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo separado. Se tiene entonces la
identidad (EU(E,E,))U(E,E/) = Eop,py- Es decir que, siguiendo este proceso, la topologia débil de la
topologia débil es igual a la topologia débil.

Prueba. En efecto, si la familia de formas lineales que permite construir la topologia débil o(E, E")
no varia, como es el caso aqui, al volver a considerar el proceso de construccién de topologias débiles
usando esta familia de aplicaciones y aplicando el resultado anterior se obtiene este corolario. |

Observacion 1.27 Estos resultados nos indican que el conjunto de formas lineals continuas es sensi-
blemente el mismo para la topologia fuerte 77 y para la topologia debilitada o(FE, E').

Ahora que hemos justificado el adjetivo “débil” en las topologias consideradas, vamos a estudiar
sus propiedades. Para ello, y para una mayor claridad, dividiremos nuestra exposicién en dos partes.

A) Propiedades fuertes y propiedades débiles: estudio comparativo de la topologia o(F, E').

En todo lo que sigue utilizaremos el marco a continuacién: partimos de F un K-espacio vecto-
rial dotado de una topologia 7; de manera que (E,7;) es un K-espacio vectorial localmente convexo
separado. A partir de esta topologia fuerte inicial podemos considerar las formas lineales continuas
definidas sobre E y de esta forma construimos el espacio dual E’. Finalmente, utilizando el corchete
de dualidad canénico (-, -) g« g definido con la férmula (IZ32]) obtenemos la estructura topolégica débil
o(E,E") sobre E.

En este contexto tenemos dos estructuras topoldgicas sobre E:
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Todas las nociones relativas a la topologia inicial 77 sobre E seran calificadas con el adjetivo
“fuerte” o “fuertemente”.

Todas las nociones relativas a la topologia o(F, E') sobre E serén calificadas con el adjetivo
“débil” o “débilmente”.

(E,Tr) E'

U /
(E,o(E, E))

Figura 1.5: Topologia inicial y topologia débil

Es necesario aclarar y comparar las diversas particularidades que estan relacionadas con estas

estructuras topoldgicas (E,T;) y (E,o(E, E')) mostradas en la figura anterior. En lo que sigue haremos
una pequena lista de los conceptos mas importantes y aprovecharemos para fijar algunas notaciones.

» Vecindades

e Dado que (E,7Tr) es un K-espacio vectorial localmente convexo separado, tenemos que esta

topologia puede ser determinada por una familia de semi-normas (p;);cr. Podemos entonces
caracterizar las vecindades fuertes Vy del origen 0 € E por

Vi={r € E:p;(x) <er, k=1,..,n}

en donde p;,, ..., p;, €s un sistema finito de semi-normas y € son nimeros reales positivos.
Por traslacién de estas vecindades se obtienen las vecindades de todos los puntos de F.

Para caracterizar las vecindades débiles Vi, utilizamos la Proposicién [L43]y el corchete de
dualidad canénico. En efecto, tenemos por este resultado que la topologia débil o(F, E’) es
una topologia de espacio localmente convexo separado caracterizada por las semi-normas
pr(z) = |T(z)|, de manera que podemos fijar un sistema finito de estas semi-normas para
construir las vecindades débiles del origen 0 € F de la siguiente manera:

Va={z e E:|Ti(x)] <&, 1<i<n} (1.33)

en donde T; € E’ son formas lineales continuas y &; son nimeros reales positivos.

Notese en particular que, por la continuidad de las aplicaciones T; en la topologia 77, se tiene
por el Corolario LT3l que |T;(x)| < Cp;, (z), de manera que toda vecindad débil esta conte-
nida en una vecindad fuerte: esto no es més que una traduccién del hecho que o(E, E') C T;.

Las vecindades V; y V que acabamos de considerar estan centradas en el origen, de manera
que por traslacién se obtienen vecindades de todos los puntos de E. De ser necesario se
explicitardan el centro de la vecindad, las semi-normas y los reales (;)1<i<k-

Observacion 1.28 Desde el punto de vista de los conjuntos cerrados se tiene algo to-
talmente similar, es decir que todo conjunto débilmente cerrado es fuertemente cerrado.
Evidentemente no se tiene la reciproca, para ello es necesario anadir una hipdtesis adicio-
nal, ver la Proposicién para maés detalles.
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= Convergencia

e Diremos que una sucesion (x,)nen € E converge fuertemente (es decir en el sentido de la
topologia inicial 77) hacia x € F, si cada vecindad fuerte de z contiene todos los puntos
a partir de un n suficientemente grande. Escribiremos entonces

f . ,
Ty — T, Ty, — 2 6 f—ngrfooxn:x

para designar la convergencia fuerte.

e Diremos que una sucesién (zp)nen € E converge débilmente (es decir en el sentido de la
topologia o(E, E')) hacia x € E, si cada vecindad débil de x € E contiene todos los puntos
Zn a partir de un n suficientemente grande. Escribiremos

d . ,
T, — , Tp — 6 d— lim z,==x
n—-+o0o

para notar la convergencia débil.

Por comodidad, conviene traducir la convergencia débil en términos del corchete de dua-
lidad. Tenemos entonces que se tiene la convergencia débil x,, — x si y solo si se tiene la
convergencia en K siguiente

(X, T Expr — (., T)pxp para todo T € E'. (1.34)

Es decir, usando el corchete de dualidad canénico, que x,, — x si y solo si T'(z,,) — T'(x)
para toda forma lineal continua 7.

Observacion 1.29 Vemos muy facilmente, por medio de la caracterizacién de la conver-
gencia débil dada en (L34]), que la convergencia fuerte implica la convergencia débil puesto
que estamos analizando la convergencia de la sucesién (x,,)nen por medio de formas lineales
continuas. Notese que no se tiene necesariamente la implicacién reciproca.

s Acotacién

e La acotacién fuerte corresponde a la nocién dada en la Definicién [LI.9] pagina [I0] con
respecto a la topologia 7T;. Es decir, un subconjunto A de F es fuertemente acotado, si para
toda vecindad fuerte V del origen de E, existe un nimero real o > 0 tal que A C 7V} para
todo 7 > 0.

e Diremos que un subconjunto A de E es débilmente acotado si y solo si para toda vecindad
débil V; del origen de F, existe un ntmero real ¢ > 0 tal que A C 7V para todo 7 > o.
Dada la forma de las vecindades débiles dada en (I33]), vemos que un conjunto A es
débilmente acotado si y solo si a cada forma lineal T € E’ corresponde un nitimero real
0 < v < +oo tal que |T'(x)| < 7 para todo € A. Dicho de otra manera, un subconjunto
A de E es débilmente acotado si y solo si toda forma lineal T' € E’ es una funcién acotada
sobre A.

Observacién 1.30 Tenemos entonces que la acotacién fuerte implica la acotacion débil.
Veremos un poco més tarde bajo qué condiciones estas nociones coinciden.

= Apertura

e La apertura fuerte de un conjunto A C E es la unién de todos los conjuntos (fuertemente)

(o]
abiertos contenidos en A, es decir: Ay = U B, con B abierto de 77.
BCA
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e La apertura débil de un conjunto A C FE es la unién de todos los conjuntos (débilmente)

o
abiertos que contienen A, es decir, de la misma manera se tiene: A; = U D, con D
DCA

[} [}
abierto de o(E, E'). Tenemos entonces que Aq C Ay: esto no hace més que reflejar el hecho

que en la topologia fuerte hay mds abiertos que en la topologia débil, y por lo tanto la
unién en la apertura fuerte corre sobre un conjunto mas grande. Naturalmente no se tiene
necesariamente la inclusién reciproca.

s Cerradura

e La cerradura fuerte de un conjunto A C E es la interseccién de todos los conjuntos (fuer-
temente) cerrados que contienen A, es decir: Zf = ﬂ C, con C cerrado de T7.
AcC
e La cerradura débil de un conjunto A C E es la interseccién de todos los conjuntos (débil-
mente) cerrados que contienen A, es decir, de la misma manera se tiene: Ay = ﬂ D,con D

ACD
cerrado de o(E, E'). De igual modo que en la apertura, y por las mismas razones, tenemos

que Zf C Zd.

Evidentemente, cuando se considera las cerraduras fuerte y débil de un conjunto no se tiene otro tipo
de relacion que la expuesta en la linea precedente. Sin embargo, cuando se trata de la cerradura de
conjuntos convexos se tiene el siguiente resultado:

Proposiciéon 1.4.6 Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo separado. St A C E es un
subconjunto convexo de E entonces la cerradura fuerte de A es igual a su cerradura es débil. Es decir
Ay =4y

Prueba. Dado que se tiene siempre la inclusién A § C Ay, solo basta verificar la inclusién reciproca
y para ello vamos a mostrar que si zg ¢ Ay entonces xog ¢ Ag.

Sea pues xg ¢ Ay, por el segundo punto del Teorema [[.2.4] pagina 30, de separacién de conjuntos
convexos y usando como conjunto compacto {zo} y A # como conjunto cerrado, se obtiene la existencia
de una forma lineal continua 7' € E’ y de un real c tales que

Re(T(z9)) < ¢ < Re(T(x)) para todo z € Aj.

De esta manera se obtiene que el conjunto V = {z € E : Re(T(x)) < ¢} es una vecindad débil del
punto zg que no intersecta A, de donde se deduce que xg no pertenece al conjunto Ay y esto muestra
que Ag C Ay. [ |

Corolario 1.4.4 Sea (E,Tr) un espacio vectorial topoldgico localmente convexo separado. Entonces,
para todo subconjunto convexro A de E se tiene que A es cerrado si y solo si A es débilmente cerrado.

» Densidad

e Recordemos que un subconjunto A C E es fuertemente denso en F si su cerradura fuerta
verifica Ay = E.

e De igual forma diremos que un subconjunto A es débilmente denso en E si se tiene, para
su cerradura débil, la relacién Ay = F.

Dado que se tiene la inclusién Ay C Ag, vemos que si un conjunto es fuertemente denso, entonces
es débilmente denso y, en el caso de los subconjuntos convexos, se puede decir un poco mas al
respecto.
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Corolario 1.4.5 Sea (E,T;) un espacio vectorial topoldgico localmente convezo separado. En-
tonces todo subconjunto convexo A de E es fuertemente denso si y solo si A es débilmente denso.

Esto es inmediato a la luz de la Proposicién [[L4.6] y del Corolario [[.4.4] anterior.

Observacién 1.31 El lector debe tener mucho cuidado con estos resultados de cerradura y de
densidad puesto que la hipdtesis de convexidad es indispensable.

= Compacidad

e Un subconjunto K de FE es fuertemente compacto, si de todo recubrimiento (fuertemente)
abierto de K se puede extraer un subrecubrimiento finito abierto.

Notemos que en dimensién infinita, los conjuntos compactos son muy pequenos. Més precisa-
mente tenemos:

Proposicién 1.4.7 Sea (E,| - ||g) un espacio normado de dimension infinita. Entonces todo
conjunto compacto es de interior vacio para la topologia determinada por la norma || - || g.

Prueba. Sea K un conjunto compacto de interior no vacio que, por traslacién, podemos suponer
que contiene el origen. En este caso existiria una bola contenida en K que seria entonces un con-
junto precompacto, pero al ser el espacio E de dimensién infinita, esto seria una contradiccién
con el teorema de Riesz [[L4.1] |

Cuando consideramos la nocién de compacidad en la topologia débil o(E, E’), y sin otras hipéte-
sis suplementarias, debemos contentarnos con la definicién general:

e Un subconjunto K de E es débilmente compacto, si de todo recubrimiento (débilmente)
abierto de K se puede extraer un subrecubrimiento finito abierto.

Veremos posteriormente cémo obtener caracterizaciones mas interesantes de esta importante
clase de conjuntos.

Terminamos aqui el estudio comparativo de las caracteristicas débiles y fuertes. Para finalizar nuestra
exposicién sobre la topologia débil, damos unos resultados que muestran algunos inconvenientes que
se presentan al trabajar con esta estructura topolégica.

Proposicion 1.4.8 Si E es un K-espacio vectorial localmente convexo separado de dimension infinita,
entonces toda vecindad débil del origen contiene un subespacio de dimension infinita.

Prueba. Consideremos pues una vecindad débil de la forma dada en la expresion (L.33)):
Vai={z e E:|Ti(z)] <&, 1<i<n}

en donde T; € E’ son formas lineales continuas y €; son nimeros reales positivos. Consideremos el con-

junto N = {x € E: Ti(x) = ... = T),(x) = 0}. Dado que la aplicacién lineal ¢ : x — (T (), ..., T),(z))
envia E en K" y que su ntcleo es igual a N, se tiene entonces que dim(E) < n + dim(N). Dado que
N C V se obtiene el resultado buscado. |

Este resultado es suficiente en muchos casos para mostrar que la topologia débil o(E, E’) es estricta-
mente més débil2] que la topologia inicial 7;. Un ejemplo de ello es el siguiente teorema.

24recordar, sin embargo, que existen casos en donde se tiene la igualdad, ver el Corolario [[LZ3]
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Teorema 1.4.4 (Problemas de normabilidad de la topologia débil) Sea E un K-espacio vec-
torial localmente convexo separado de dimensidn infinita y sea E' su espacio dual. Entonces el espacio
E, dotado de la topologia débil o(E, E") no es normable.

Demostracién. Vamos a mostrar que no existe ninguna norma continua (es decir compatible) defi-
nida sobre (F,o(F, E')). Sabemos por las Proposiciéon [LLZ3 que (F,o(F, E’)) es un espacio localmente
convexo separado cuyas vecindades estan dadas por la expresion ([L33]). Supongamos pues que existe
una norma continua n sobre E, entonces existe un nimero finito de formas lineales T4, ...,T,, € E' y
un ntmero C' > 0 tales que

n
n(x) < CZ |T; ()], para todo z € E.
i=1
Como E es de dimensién infinita, existe = # 0 tal que T7(z) = ... = T,,(z) = 0. Se tiene entonces que

n(x) = 0y por lo tanto n no puede ser una norma dado que no verifica la propiedad de separabilidad.l

Es muy importante recalcar que no hemos presentado ningtin resultado, caracterizaciéon particular
o teorema especial relativo a la compacidad en el marco de la topologia débil. Ademsds, el teorema
anterior nos indica que en los casos més usuales (espacios de Fréchet o de Banach), hay una verdadera
pérdida estructural al considerar esta topologia débil. Estos dos hechos explican por qué la topologia
débil no es muy utilizada en las aplicaciones pues no cumple con las espectativas planteadas en la
Seccién [L4]] (sin embargo, veremos un poco més tarde los casos particulares en donde resulta 1til
trabajar con esta topologia). Para obtener resultados més interesantes es necesario cambiar de punto
de vista y éste es el objetivo de la seccién siguiente.

B) La topologia débil estrella sobre un espacio dual: estudio de la topologia ¢(F', E).

En esta seccién partimos de un espacio topoldgico localmente convexo separado (E, (p;)icr), con-
sideramos su espacio dual E’ y sobre este espacio arrastramos la topologia o(E’, E) tal como lo indica
la figura

Vamos entonces a concentrarnos, en las lineas que siguen, en algunas de las propiedades impor-
tantes que se obtienen sobre el espacio E’ cuando se lo dota de la topologia o(E’, E). Indiquemos
desde ya que esta topologia o(F’, F) definida sobre el espacio dual E’ posee propiedades mucho més
interesantes que la topologia débil o(F, E’) definida sobre E; intuitivamente, esto puede justificarse
por el hecho que los elementos de E’ son formas lineales continuas sobre E y no solamente puntos de
un espacio vectorial.

(£, (pi)ier) v E'
(E',o(E' E))
Figura 1.6: Topologia o(E’, E) sobre el espacio dual.

Definicién 1.4.7 (Topologia débil estrella sobre E’) Sea (E,(p;)icr) un K-espacio vectorial lo-
calmente convero separado. A la topologia o(E', E) determinada sobre el espacio dual E' se la deno-
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mina la topologia débil estrella. Por simplicidad nos referiremos a esta topologia como la topologia

débil-x.

Nétese que por el momento se dispone tnicamente de la topologia débil estrella sobre E’ que es, por
el punto 2) de la Proposicién [[LZ3] una topologia de espacio localmente convexo separado. Veremos
un poco mas tarde, en la Seccién [L43] cémo completar la situacién considerando otras estructuras
topolégicas.

[13

A las propiedades relativas a esta topologia se las notara con el simbolo “-x ”. Hablaremos enton-

ces de vecindades débiles-*, de convergencia-*, etc.

Esta topologia es de vital importancia en todo el andalisis matematico y el resultado fundamental
de esta seccion, por sus numerosas aplicaciones, estd dado por el Teorema [[.4.5] a continuacién. Pero
antes de entrar en detalles, es conveniente fijar algunas ideas:

= Vecindades débiles-*
Utilizamos una vez maés el corchete de dualidad candnico para caracterizar las vecindades de la
topologia débil estrella o(E’, E). Dado que esta topologia puede representarse por medio de las
semi-normas p,(T) = |T'(x)| con x € E y T € E', se tiene entonces que las vecindades débiles-x
son de la forma
Vi Z{TEE,: ’T(Z’Z)‘ < &4, 1§z§n}

en donde x; son elementos de F y ¢; son reales positivos.

= Convergencia débil-x
Una vez que se tienen las vecindades débiles-* se tienen las propiedades topoldgicas restantes,
pero es necesario clarificar algunos conceptos mostrando en dénde interviene la dualidad.

Diremos pues que una sucesion de formas lineales (7}, )nen converge débilmente-+ hacia T' si se
tiene la siguiente convergencia fuerte en K:

(2, T pxp — (2, T)px g para todo x € E. (1.35)

Dicho de otra manera, una sucesién de formas lineales continuas (7},)nen converge débilmente-x
hacia T si T,,(x) — T'(x) para todo z € E. Notaremos la convergencia débil-+ de la siguiente

manera:
T, AT,  T,°5T 6 d*— lim T, =T.
n—-+4o0o
Observacién 1.32 El lector no debe confundir el limite (I.35]) con la expresion (L34]): en el
primer caso se trata de una sucesién de formas lineales (7},)nen € E’, mientras que en el otro se
trata de una sucesién de puntos (z,)nen € E.

= Acotacién débil-x
La nocién de acotacién es similar: diremos que un conjunto A C E’ es débilmente-* acotado si
para toda vecindad débil Vy« del origen de E’ existe un numero real o > 0 tal que A C 7V
para todo 7 > 0.

Compararemos posteriormente esta topologia débil-* a las otras estructuras topoldgicas presentadas
hasta aqui (recordemos que por el momento solo se dispone de esta topologfa sobre el espacio E').

Pasamos, ahora si, al teorema més relevante de esta seccion. Este resultado es, vale la pena insistir,
de gran importancia en muchisimas aplicaciones y justifica plenamente el uso de la topologia débil
estrella:
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Teorema 1.4.5 (de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Sea (E, (p;)icr) un K-espacio vectorial topologi-
co localmente convezo separado y sea E' su espacio dual dotado de la topologia débil-x o(E', E). Si
V' es una vecindad del vector 0 € E, entonces el subconjunto K C E' de formas lineales continuas
definido por

K={TeFE :|T(x)]<1: para todox €V} (1.36)

es un conjunto débilmente-x compacto.

Observacion 1.33 El conjunto K se denomina el conjunto polar de V. Es un conjunto convexo y
equilibrado en el sentido de la Definicién 1.3.4 del Volumen 1.

Demostracién. Sea p € (p;);e; una semi-norma continua definida sobre E tal que la semi-bola
U={x € FE:p(x) <1} verifique U C V. Se tiene entonces que el conjunto polar K estd contenido en
el conjunto K definido por:

Ko={T € E' :|T(x)| <1, paratodoz € U} = {T € E' : |T(x)| < p(z), para todo x € E}.

En efecto, si T es una forma lineal de K se tiene por construccion que T' € Ky. Observamos también que
el conjunto polar K es cerrado en el conjunto Ky dotado de la topologia débil-* inducida. Por estos dos
puntos, lo inico que queda entonces por demostrar es que el conjunto K es un conjunto compacto para
la topologia débil-*. Para ello definimos el conjunto D = K¥ = {(a,)zecr : @z € K, para todo z € E}
al cual dotamos de la topologia producto, es decir la topologia més débil que vuelve las proyecciones
candnicas continuas.

Definimos ahora una aplicacién ¥ : E/ — D escribiendo ¥(T') = (T(z))zer. Vemos entonces que
¥ es una aplicacién lineal, inyectiva y continua de E’, dotado de la topologia débil-*, sobre D dotado
de la topologia producto. En efecto, si Vg« es una vecindad del origen de E’ y si W es una vecindad
del origen de D, vemos que se tiene que si T — S € Vy+ entonces WU(T) — ¥U(S) € W, de donde se
obtiene la continuidad de ¥ por el Corolario [LT.Il Por un argumento similar se tiene ademéds que la
aplicacién W~!: W(E') — E' es continua.

Basta entonces verificar que el conjunto ¥(Kj) es compacto. Para ello observamos que ¥ (Kj) =
A1 N As en donde

A ={a € D :|az| <p(z), paratodo z € E} = H [—p(z),p(x)]
zeE

Ay ={a € D: aziry = oz + Aoy, para todo z,y € E'y A € K}.

Por el teorema de Tychonov, en su versién no numerable, se tiene que el conjunto A es compac-
to, mientras que por la continuidad de las proyecciones candnicas se obtiene que A, es un conjunto
cerrado y de esta manera se deduce que el conjunto ¥(Kj) es compacto. Entonces, como K C Kj es
un subconjunto cerrado de un compacto, se obtiene que K es compacto para la topologia débil-x. W

Con este resultado se obtiene un resultado de compacidad muy importante, que puede ser aplicado
a los conjuntos mds generales que se obtienen al modificar la constante 1 en la férmula ([36). El
lector observara que es el primer resultado de este tipo que enunciamos en el marco de las topologias
débiles; es un por lo tanto un avance considerable. Sin embargo, en las aplicaciones précticas es a veces
util combinar la propiedad de compacidad con la extraccién de subsucesiones convergentes. En efecto,
como el lector puede recordarlo en la Seccién 1.2.2 del Volumen 1, cuando se trabaja sobre espacios
métricos, se dispone de la nocién de compacidad secuencial? que es equivalente a la nocién topoldgica
de compacidad. Dado que esta propiedad de extraccion de subsucesiones es la que realmente interviene

25Un espacio métrico es secuencialmente compacto si de toda sucesién se puede extraer una subsucesién convergente.
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en la mayoria de aplicaciones, es necesario estudiar la metrizabilidad de la topologia débil-x con el
siguiente resultado:

Teorema 1.4.6 (Condicién de metrizabilidad de la topologia débil-x) Sea E un K-espacio vec-
torial localmente convexo separado. Entonces la topologia débil-x de E' es metrizable si y solo si E
posee una base algébrica numerable.

Demostracién. Recordemos para empezar que un espacio vectorial F admite una base algébrica
numerable (e,)nen si cada uno de los vectores de E puede expresarse como una combinacién lineal
finita de los elementos de esta base.

Supongamos que el espacio (F’,o(E’, E)) admite una distancia dg: compatible con la estructura
topolégica débil-x. Entonces, para todo n € N*, por definiciéon de vecindad débil-x, existe un sub-
conjunto finito A,, de E tal que, si T € E’ verifica |T'(x)| < 1 para todo x € A, entonces se tiene
T € B(0,2) ={S € E' : dp:(0,5) < 1}. Consideramos el subconjunto de E, a lo sumo numerable,
A = U, en An y sea g € A. Existe entonces n € N* tal que si T' € E' verifica |T'(x)| < 1 para todo
x € A, entonces |T(xg)| < 1. Definimos las aplicaciones e, : T' +—— T'(z), de donde se deduce que
Mpca, Ker(es) C Ker(eg,). Aplicamos entonces el Lema para obtener que ez, es combinacién
lineal del conjunto {e, : x € A}. Utilizamos ahora el hecho que E’ separa los puntos de E para obtener
que z( es una combinacién lineal de los elementos de A, de manera que A es un conjunto que genera
FE y esto muestra que E posee una base algébrica numerable.

Reciprocamente, si E posee una base algébrica numerable B, la topologia débil-* definida sobre E’
es asociada a una familia, a lo sumo numerable, de semi-normas {T' € E' : p,(T) = |T(z)|, =z € B},

de donde se tiene, por la Proposicién 1.3.5 del Volumen 1, que E’ es metrizable. |

Corolario 1.4.6 Sea FE un K-espacio vectorial de Fréchet de dimension infinita. Entonces su espacio
dual E' dotado de la topologia débil-x no es metrizable.

Demostracién. Supongamos que E’ dotado de la topologia débil-* es metrizable; entonces, por
el Teorema anterior, el espacio E debe poseer una base algébrica numerable. Sea pues (e, )nen
una base algébrica numerable de E, entonces cada subespacio vectorial de dimension finita de F es
un conjunto cerrado y por lo tanto el conjunto E,, = Vect{ey,...,e,} es de interior vacio. Como hemos
supuesto que E es un espacio de Fréchet, en virtud del lema de Baire, se obtendria de la reunién de
todos estos subconjuntos, es decir F, también seria de interior vacio, de donde se obtiene la contra-
dicciéon buscada. |

El Teorema junto con el corolario anterior muestran que, tanto con la topologia débil sobre
E como la topologia débil-x sobre E’, presentan problemas para obtener estructuras més fuertes (me-
trizabilidad, normabilidad) si el espacio E es de dimensién infinita. En particular, sobre la topologia
débil-x de E’ este corolario indica que no es posible conjugar directamente la nocién de compacidad
secuencial con los resultados de compacidad anteriormente obtenidos.

Sin embargo, cuando se trabaja sobre ciertos subconjuntos del espacio dual E’ y, si se anade una
hipétesis de separabilidad, se obtiene el siguiente resultado importante:

Teorema 1.4.7 (Metrizabilidad del conjunto polar en la topologia débil-x) Sea E un K-espacio
vectorial localmente convexo separable y sea K el conjunto polar de E'. Entonces K es metrizable para
la topologia débil-*.

Demostracién. Sea (x,)nen un subconjunto numerable denso en E. Consideremos la aplicacién
fn(T) = T(x,) para todo T € E'. Por definicién de la topologia débil-* se tiene que cada aplicacién f;,
es débil-* continua. Ademds, si f,,(T") = f,.(S) para todo n € N se tiene que T'(z,,) = S(z,,) para todo
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n € N de donde se deduce que T' = S pues ambas formas lineales son continuas sobre E y coinciden
sobre un subconjunto denso. De esta manera se obtiene que (fy)nen es una familia numerable de
aplicaciones continuas que separan los puntos de E’. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que
|fn| <1 para todo n € N.

Construimos ahora una distancia sobre K de la siguiente manera

+oo
d(T’ S) = Z2il|fn(T) - fn(S)|
n=0

Esta funcional es efectivamente una distancia pues las aplicaciones f, separan los puntos. Notaremos
T4 la topologia definida sobre K por esta distancia.

Notamos entonces que cada aplicacién f, es débil-x continua y que la serie anterior converge
uniformemente sobre K x K, se tiene pues que d es una funcion débil-* continua sobre K x K y
entonces las bolas B(T,r) = {S € K : d(T,S) < r} son conjuntos débilmente-* abiertos, de manera
que Ty C o(E', E). Dado que esta topologia Ty estd generada por una distancia, se tiene que 7y es una
topologia separada. Finalmente aplicamos ahora la Proposicién [L4.1] para obtener la identidad entre
Tay o(E', E) sobre el conjunto K. |

Observacion 1.34 Notese que se exige la separabilidad del espacio E para obtener que un subcon-
junto de E’ es metrizable en la topologia débil-x.

Este resultado de metrizabilidad en estos subconjuntos tiene como inmediata consecuencia préactica el
corolario siguiente

Corolario 1.4.7 (Compacidad secuencial) Sea E un K-espacio vectorial localmente convexo se-
parable y sea E' su espacio dual. Si V' es una vecindad del origen de E y si (Ty)nen €s una sucesion
de aplicaciones lineales continuas de E' tal que |T,,(z)| < 1 para todo x € V yn € N, entonces existe
una subsucesion (T, )ken y una aplicacion lineal continua T € E' tal que

T(x)= lim T,,(x) para todo x € E.
k—+o0

Dicho de otra manera, el conjunto polar de V' es secuencialmente compacto en la topologia débil-x.

Prueba. Basta conjugar el teorema de Banach-Aloaglu-Bourbaki [[L4.5] con el Teorema [[.4.7]y aplicar
el Teorema 1.2.3 del Volumen 1 para obtener que el conjunto polar de V' es secuencialmente compacto;
es decir que de toda sucesién se puede extraer una subsucesiéon convergente. |

Es importante, para finalizar esta subseccion, notar la gran diferencia existente entre la topologia
débil -que posee finalmente pocas propiedades- y la topologia débil-x que permite tener un nimero
considerable de resultados interesantes. Es por esta razon que siempre se prefiere trabajar sobre una
topologia débil-*. ;Debe descartarse por este motivo la topologia débil? Evidentemente no, y vamos
a ver que en ciertos casos particulares, que son en realidad los mas utilizados, se tiene que estas dos
topologias coinciden.

1.4.3. Dualidad y reflexibilidad en los espacios de Banach

En las secciones precedentes, hemos considerado la dualidad sobre espacios localemente convexos
que son espacios relativamente generales. Cuando los espacios que entran en consideracion son espa-
cios de Banach, las propiedades que se obtienen son maés faciles de manipular y esta subseccién estd
dedicada su exposicién. Presentaremos ademads cémo identificar las topologias débiles y las topologias
débil-* introduciendo el concepto de espacio reflexivo y daremos algunas caracterizaciones de esta
propiedad.

Para una mayor claridad en la presentacion, hemos dividido estos temas en tres parrafos.
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A) Dualidad sobre los espacios de Banach

Cuando se dispone de mayor estructura, muchos de los diferentes resultados enunciados anterior-
mente poseen variantes que son a menudo mas simples de formular. En esta subseccién, vamos a
mostrar primero qué estructura natural se obtiene sobre los espacios duales de espacios de Banach,
para luego estudiar algunas propiedades interesantes que surgen al nivel de las topologias débiles.

El siguiente resultado es un primer paso en la comprensién de las propiedades de los espacios duales
en el marco de los espacios de Banach.

Teorema 1.4.8 Sean (E, || -||g) y (F,| - ||r) dos K-espacios vectoriales normados. Sea T : E — F
una aplicacion lineal continua, entonces la cantidad

I Tl = fn {c > 0: | T(@)lr < Cllzlls, para todo x € E}

es una norma sobre el espacio vectorial £ (E,F). Si ademds F es un espacio de Banach, entonces
Z(E,F) es un espacio de Banach.

Demostracién. El hecho de ver que la cantidad || - ||p—F es una norma ha sido verificado después
de la Definicién [LTTI1] dada en la pagina y hemos dado algunas caracterizaciones ttiles de esta
cantidad en la observacién [L12} de manera que nos concentramos unicamente en demostrar que el
espacio .Z(E, F') es completo con respecto a la norma || - ||z r. Sea pues (7),)nen una sucesién de
Cauchy en el espacio (Z(E, F),| - ||[g—F). Como se tiene

[T (2) = Ton(2) | < T — Tl 5 F || 2 (1.37)

y como T,, — T}, tiende hacia 0 si n, m — +00, se tiene que (T},(z))nen es una sucesién de Cauchy en
F para todo x € E, de donde se obtiene que el limite

T(z) = nll)r_EOOTn(:U)
existe. Se tiene sin problema que T': £ — F es lineal. Si € > 0 y si n, m son suficientemente grandes,
se tiene la siguiente mayoracién para (L37)): ||T(x) — T (z)||r < €||z||r para todo m suficientemen-
te grande. Por lo tanto || T'(z)||r < (|[Tml|le=F + €)||z]|£, de manera que T' € Z(E,F) y se tiene

T, — Tm|le—F < e, de donde se deduce que T,,, — T en el sentido de la norma || - ||g— . El espacio
Z(E,F) es entonces un espacio normado completo. |

Cuando el espacio F es el cuerpo de los escalares, tenemos el corolario a continuacién:

Corolario 1.4.8 Sea (E,| - ||g) un K-espacio vectorial normado. Entonces el espacio dual E' es un
espacio de Banach con respecto a la norma || - || definida por

|T||g = inf {C’ >0:|T(z)| < C|lz||g, para todo x € E}

Es interesante observar que, en las hipdtesis del Teorema [[.4.8], el espacio inicial E no es necesaria-
mente un espacio completo con respecto a la norma || - || g, mientras que el espacio dual E’ siempre lo
es con respecto a la norma dual || - || puesto que el espacio de llegada K es un espacio de Banach.
Esto ilustra, una vez maés, que las propiedades del rango de las aplicaciones lineales consideradas son
de gran importancia. Pero sobre todo, este resultado nos dice que si partimos de un espacio de Banach
(E,| - ||g), su espacio dual E’ también es un espacio de Banach dotado de la norma || - ||g y esto
nos proporciona una topologia “natural” sobre E’. Conviene por lo tanto estudiar con més detalle las
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relaciones de esta topologia con las otras estructuras topoldgicas presentadas en las lineas anteriores
y esto serd tratado en el parrafo siguiente.

Damos ahora un resultado que relaciona el corchete de cualidad candnico con las normas de los
espacios puestos en dualidad.

Proposicién 1.4.9 (Continuidad fuerte del corchete de dualidad canénico) Sea (E, | |g) un
K-espacio vectorial normado y sea (E', ||| gr) su espacio dual. Entonces el corchete de dualidad candni-
co entre E y E' es una forma bilineal continua.

Prueba. Por la estimacién (LI6) de la norma de una forma lineal continua se tiene la siguiente
estimacién: |T(x)| < ||T||g'||z]| .- Dado que, por definicién del corchete de dualidad candnico se tiene
(x,T)pxp = T'(x) podemos escribir

(@, T)pxer| < T ez 2, (1.38)

lo que muestra la continuidad de esta aplicacién bilineal. |

El adjetivo fuerte esta relacionado con el hecho que la constante que interviene en la estimacién
(L38) es exactamente igual a 1. Esto serd de gran utilidad en lo que sigue.

Pasemos ahora a algunas propiedades adicionales que se obtienen al nivel de la topologia débil
cuando los espacios considerados son espacios de Banach.

Proposicién 1.4.10 Sea (E|| - ||g) un espacio de Banach. Toda sucesion débilmente convergente es
fuertemente acotada.

Prueba. Sea (z,)neny € F una sucesién débilmente convergente. Definimos una aplicacién ¢ : B/ —
¢(N), en donde ¢(N) es el espacio de sucesiones que convergen hacia un limite, por ¢(T) = T'(xy)
para todo n € N. Es inmediato verificar que ¢ es una aplicacién lineal y, por hipdtesis se tiene que
el grafo de ¢ es cerrado puesto que la sucesion (T'(z,)nen €s convergente en un espacio completo.
Aplicando el Teorema [[.3.4ldel grafo cerrado se tiene entonces que esta aplicacién es continua, es decir

que ||¢||pr—e < +00. Aplicando el Corolario [L2.1}2) se obtiene entonces que ||¢||g/—c = sup||zn||E ¥y
neN
se obtiene el resultado deseado. |

Mostramos una variante del Teorema [[L4.4] en el caso de los espacios normados: insistimos en la
pérdida estructural que se realiza al considerar la topologia débil.

Teorema 1.4.9 (Problemas de metrizabilidad de la topologia débil) Sea (E,|-|g) un K-espacio
vectorial normado de dimensidon infinita y sea E' su espacio dual. Entonces el espacio E, dotado de
la topologia débil o(E,E") no es metrizable.

Prueba. Sea (E,| - ||g) un espacio normado y supongamos que (E,o(FE, E")) puede ser metrizado
por medio de una distancia dg. Recordemos que en esta situacion la familia de semi-normas que
determinan la topologia de espacio localmente convexo o(FE, E') es numerable. Ahora, si esta distancia
es compatible con la estructura topolégica débil, se tiene que para todo n € N* es posible fijar un
ntmero finito de formas lineales continuas T;,, ..., T;, € E’ tales que

ﬁ{x €EE:|T;(r) <1} C{r e B:dp(0,z) < %}.
j=1

Entonces, para toda forma lineal continua 7' € E’ existe n tal que dp(0,2) < £ = |T'(2)| < 1; se
deduce en particular que T}, (z) = ... = T;, () = 0 implica |T(z)| < 1. Reemplazando = por Az y



1.4. Topologias fuertes y débiles 65

haciendo tender A — +o0 se tiene que T;, (x) = ... = T;, (x) = 0 implica T'(x) = 0 y por el Lema
se tiene que T' es una combinacién lineal de las formas lineales T;,, ..., T;, € E’. De esta manera
el subespacio F,, engendrado por Tj,,...,T;, € E’ es de dimensién finita, es por lo tanto un conjunto
cerrado y se tiene E' = |J,, oy« Fn- Aplicando el Corolario [L3.1] al espacio E’, que por el Corolario
[L4.8 es un espacio métrico completo -y por lo tanto es espacio de Baire- se tiene que al menos uno
de los conjuntos F,, posee un punto interior. Se deduce entonces que F,, = E’ y por lo tanto que
dim(E") < +o00. Aplicamos ahora la Proposicién para obtener que E es de dimension finita, lo
cual es una contradiccién. |

Este resultado muestra que, inclusive en los espacios de Banach, en donde se dispone de mayor
estructura, y sin otras hipétesis adicionales, la topologia débil posee pocas propiedades: en particular,
esta topologia no es metrizable en el caso de la dimensién infinita.

B) Los espacios bi-duales, pre-duales y topologias asociadas

Vimos en las lineas precedentes que, si se parte de un espacio de Banach E, su espacio dual E’
también es un espacio de Banach. Es posible entonces tomar como punto de partida el espacio de
Banach E’ y estudiar lo que sucede si se considera el espacio dual de E’. Las propiedades del espacio
dual del espacio dual son muy tutiles y, para facilitar su comprensién, es necesario fijar un poco de
terminologfa.

Definicién 1.4.8 (Espacio bidual) Sea (E,||-||g) un espacio de Banach y sea (E',||-||gr) su espacio
dual. El conjunto de todas las formas lineales continuas definidas sobre el espacio dual E' es el espacio
bidual de E y serd notado E". Los elementos ' de E” son entonces las aplicaciones lineales

2" E' — K que son continuas en el sentido de la norma || - ||

Definicién 1.4.9 (Espacio predual) Sea (E,|| - [|[g) un espacio de Banach. Llamaremos espacio
predual de E a todo espacio de Banach (B,| -||5) tal que B' = E.

dual dual
E U El U E//

Aqui, E” es el espacio bidual de E y se tiene que E es el espacio predual de E’ mientras que E’ es el
espacio predual de E”.

El Corolario [[.4.8] nos da una primera informacién sobre las propiedades del espacio bidual. En
efecto, dado que E es un espacio de Banach, £ también lo es; reaplicando este resultado se obtiene que
el espacio bidual E” es un espacio de Banach. M4s precisamente se tiene el resultado a continuacién

Proposicién 1.4.11 Sea (E,||-||g) un espacio de Banach, entonces su espacio bidual E" es un espacio

de Banach dotado de la norma || - ||g» determinada por
2" lgr = sup {|T,2")prxpn|}
17 pr <1

La verificacién sigue exactamente las mismas lineas que las del Teorema [L4.8] de manera que los de-
talles quedan a cargo del lector.

Evidentemente, si nos limitamos a estudiar el espacio bidual E” simplemente como el dual de E’ se
obtienen basicamente las mismas propiedades de la seccién anterior; de manera que es mas interesante
investigar las propiedades de E' y de E” en funcién del espacio inicial E: en efecto, cuando el espacio
bidual E” entra en accién, se obtienen una serie de topologias distintas tal como lo indica el grafico a
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continuacién.

(i) (i) (iif)

fuerte dual fuerte dual fuerte
(|- 1e) (B - M) (B - Nls)
(E,O(E,E')) E EE (E,U<E,E )) (E",O’(E”,E'))
( ) U( ) )) débil
débil bi - - debil

bidual
Figura 1.7: Topologias iniciales, débiles, débiles estrella, espacios duales y espacios biduales.

Aclaremos un poco la situacién.

(i) Sobre el espacio de Banach inicial F se dispone de dos topologias: la topologia fuerte (o inicial)
dada por la norma || - ||g y la topologia débil o(E, E').

(ii) Sobre el espacio de Banach dual E’ se dispone de tres topologias: la topologia fuerte || - || que
le proporciona su estructura de espacio de Banach, la topologia débil-+ o(E’, E) que proviene
de la dualidad con E y la topologia débil o(E’, E") proveniente de la dualidad?q con E”.

(iii) Sobre el espacio de Banach bidual E” se dispone de dos topologias: la topologia fuerte || - ||g» y
la topologia débil-x o(E", E').

Los puntos (i) y (iii) no se prestan a ningin tipo de confusién pues han sido estudiados por separado
en las paginas anteriores. En la situacién central, es decir en el caso (ii), es necesario ser mas precisos
con la proposicién a continuacién que compara las tres topologias presentes.

Proposicién 1.4.12 Sea E un espacio de Banach, E' su espacio dual y E" su espacio bidual. En la
situacion del grdfico[I.7 anterior, se tiene la siguiente relacion entre las tres topologias definidas sobre
el espacio dual E' de un espacio de Banach E':

o(E',E) Co(E,E") CT|. (1.39)

5

en donde hemos notado |, la topologia definida sobre E' por la norma | - | g

Dicho de otra manera, la topologia débil-x es mds débil que la topologia débil, que a su vez es mds
débil que la topologia fuerte.

Prueba. Sabemos por la Proposicién que la topologia 7ﬂ_||E, es mas fuerte que la topologia
debilitada o(E’, E”), de manera que se tiene la inclusién o(E', E") C 7). ,-

Mostremos ahora que la topologia o(E’, E) es més débil que la topologia o(E’, E"). Recordemos
que por la Proposicién [[43] se tiene que la topologia o(E’, E) puede ser caracterizada por las semi-
normas

p=(T) = (2, T) pxpr| = [T ()|

26Esta topologfa puede verse como la topologfa debilitada de la topologfa fuerte || - || .
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en donde z € E y donde el corchete de dualidad (-,-)pxpg entre E y E es el corchete de dualidad
canénico. De la misma manera, la topologia o(E’, E") puede ser caracterizada por las semi-normas

par(T) = (T, 2" ) prx | = |2 (T)]

con 2" € E" y el corchete de dualidad (-, -) g/« g entre E' y E” es el corchete de dualidad canénico.
Dado que por el Lema [[.2.3] existe una forma lineal 2" € E” tal que 2”(T) = T(x) para todo

T € E', se tiene que las semi-normas p,(7") son semi-normas para la topologia o(E’, E”); de manera

que se obtiene la inclusién o(E', E) C o(E', E"). |

Observacion 1.35 Notemos que en el caso de la dimensién finita, todas estas tres topologias definidas
sobre E’ son equivalentes.

Notacioén:
» Escribiremos B, B’ y B” para designar las bolas abiertas de los espacios normados (F, | - || g),
(E', || ||le) y (E",| - | ) respectivamente.

» Como acabamos de ver, cuando un espacio de Banach E’ posee un espacio predual (lo cual no
siempre es el caso como lo veremos un poco mas adelante) se tienen al menos tres estructuras
topoldgicas. Distinguiremos las vecindades de estas estructuras notando V; para la topologia de
espacio normado (E', || - ||g/), V4 para la topologia débil y Vy« para la topologia débil-x.

Una vez que estas notaciones han sido fijadas, vamos a concentrarnos al estudio de la parte central de
la figura [Tl En efecto, ya que se dispone de tres estructuras diferentes, es tiempo de sacar provecho
de esta situacién explicando las propiedades que se obtienen en este caso.

Teorema 1.4.10 (de Aloaglu) Sea (E, || - ||g) un espacio normado separable y sea (E',|| - ||gr) su
espacio dual. Entonces la bola unidad cerrada B' = {T € E' : |T||gr < 1} es un espacio métrico
débilmente-x compacto.

Demostracién. Este resultado fundamental es una consecuencia directa del Teorema [[.4.5]de Banach-
Alaoglu-Bourbaki junto con el Teorema [L47l En efecto, sabemos que el conjunto {T' € E' : |T(x)| <
1 : con ||z|]|g < 1} es compacto para la topologia débil-+. Utilizando la observacién sobre las
normas de las aplicaciones lineales en espacios normados, tenemos que este conjunto se escribe

{TEE: sup [T(x)|<1}={Te€F :|T|g <1} =5,

=]l <1

de donde se obtiene que la bola unidad fuerte B’ es compacta para la topologia débil-+. La metriza-
bilidad de este conjunto es inmediata a partir del Teorema [[L4.7] |

Este resultado de compacidad muestra todo el interés de trabajar sobre topologias débiles: en
efecto si el espacio considerado E’ es de dimensién infinita, la bola unidad cerrada B’ de la topologia
fuerte nunca es compacta. Nétese ademds que a la luz de los resultados anteriores, la bola B’ tampo-
co es necesariamente compacta para la topologia débil, de manera que para obtener esta importante
propiedad de compacidad es necesario debilitar aiin més las estructuras topolégicas considerando la
topologia débil-x.

Vamos ahora a estudiar las relaciones existentes entre conjuntos acotados y la propiedad de com-
pacidad. Por homotecia de la bola unidad cerrada, tenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.4.9 Sea E un espacio de normado y sea E' su espacio dual. Entonces todo conjunto
fuertemente acotado en el espacio (E',| - ||g/) es débilmente-x relativamente compacto.
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Prueba. En efecto, si A C E’ es un conjunto fuertemente acotado, existe 7 > 0 tal que A C 7B’ de
donde se deduce por el Teorema [[L4.10] anterior que A es débilmente-* relativamente compacto. W

Este resultado nos proporciona una caracterizacién de los conjuntos acotados con la proposicién a
continuacion.

Proposicién 1.4.13 (Caracterizaciéon de los conjuntos acotados) Sean E un espacio de Ba-
nach, E' su espacio dual y sea A una parte de E'. Se tienen las equivalencias siguientes:

1) A es débilmente-* acotado,
2) A es fuertemente acotado,
3) A es débilmente-x relativamente compacto.

Prueba. La implicacién 1) = 2) es una consecuencia del principio de acotacién uniforme dado en

el Teorema [L3.6l En efecto, el hecho que el subconjunto A C E’ sea débilmente-* acotado, significa

que sup|T'(z)| < 400 para todo z € E. Aplicando este teorema se tiene que sup||T|| g < 400, es
TeA TeA

decir que A es fuertemente acotado. Para obtener la implicacién reciproca 2) = 1), basta ver que si
A es fuertemente acotado en (E', || - ||g/) al existir mds semi-normas continuas sobre (E',o(F’, E)) se
tiene que A es débilmente-x acotado. La implicacién 2) = 3) se tiene directamente por el corolario
anterior. Finalmente 3) = 1) se obtiene utilizando la Proposicién [

Observacién 1.36 Cabe mencionar aqui que, cuando se trabaja sobre un espacio E’ que es el espacio
dual de un espacio de Banach FE, entonces las nociones de acotacién fuerte y débil-* coinciden. Ademéds
por la Proposicién [L4T2] se tiene gracias al resultado anterior que las nociones de acotacién coinciden
en las tres topologias definidas sobre E’: no es por lo tanto necesario precisar en qué sentido estos
conjuntos son acotados. Esto muestra la utilidad de trabajar con este tipo de conjuntos.

Para finalizar, damos una caracterizacion de la convergencia débil-* en el marco de los espacios de
Banach:

Proposicién 1.4.14 Sea E un espacio de Banach y E' su espacio dual. Una sucesion (Ty)nen € E'
converge débilmente-x si y solo si, para todo © € E la sucesion (T,,(x))nen admite un limite. La
sucesion (T, )nen €s entonces acotada y si notamos T su limite se tiene

r < lim i ’.
[Tl < i T
Ademds, para toda sucesion (zp)neny € E que converge hacia un limite x € E, la sucesion (Ty,(xn))nen
converge hacia T(x).

Prueba. Si la sucesién (7T),(z))pen admite un limite para todo = € E, el principio de acotacién
uniforme nos dice que la sucesién (7}, )pen converge débilmente-* hacia un elemento T' € E’. Notamos
ahora que |T),(z)| < ||T,]|g'||z|| g para todo x € E, de donde se obtiene que

S
T(@)] < U inf | T o

Dado que la sucesién (|7, ||g/)nen es acotada, esto muestra, por el principio de acotacién uniforme
que T es una aplicacién continua que verifica

< limf{ .
Tl < 1 inf | T, |
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Con este resultado terminamos nuestra exposicion sobre las diferentes propiedades que se obtienen
al estudiar las propiedades que aparecen en un espacio de Banach E’ en funcién de su espacio dual E”
y de su espacio predual F, tal como lo muestra la figura [[7 Nétese en particular que en dimensién
infinita, la tnica estructura que tiene por el momento propiedades lo suficientemente interesantes al
nivel de la compacidad es la topologia débil-x.

C) Reflexividad: consecuencias y propiedades

Del estudio anteriormente realizado, podria pensarse que la tinica topologia sobre la cual es deseable
trabajar es la topologia débil-*, pues es en ella en donde hemos enunciado la mayoria de propiedades
interesantes. Sin embargo, y este es el punto realmente importante de esta seccién, cuando un espacio
de Banach es reflerivo, se tiene que la topologia débil-* coincide con la topologia débil. Vamos a ver
entonces que es posible juntar los dos extremos de la figura [l y este hecho tiene consecuencias que
conviene estudiar en detalle: en efecto, gracias a una aplicaciéon muy especial mostraremos que existe
una inyeccién de un espacio de Banach E en su espacio bidual E”. Las repercusiones de esta inyec-
cién al nivel de las estructuras topoldgicas son muy interesantes y, adelantdndonos un poco, permiten
justificar plenamente el uso de la topologia débil.

Necesitamos, para empezar, describir una aplicacion “natural” entre un espacio de Banach E y su
espacio bidual E” que estard a la base de muchos resultados.

Definicién 1.4.10 (Aplicacién candnica entre un espacio de Banach y su espacio bidual)
Sean (E,|| - |g) un espacio de Banach, (E',| - ||g/) su espacio dual y (E",|| - ||g~) su espacio bidual.
Construimos una aplicacion, llamada la aplicacién candnica entre E y E”, por medio de la expresion

7 E — E"
r — J(x)

en donde # asocia a todo elemento x € E una forma lineal continua definida sobre E' y determinada
por la formula 7 (x)(T) = T(x).

Hay que asegurarse que esta aplicaciéon que acabamos de presentar estd bien definida. Para ello
hay que verificar que, para todo z la aplicacién _# (x) pertenece efectivamente a E”, es decir que es
una forma lineal continua definida sobre E’. Vemos pues, por la férmula 7 (z)(T) = T(z), que la
aplicacion ¢ (z) es lineal dado que # (z)(T'+S) = (T'+5)(x) =T(x)+ S(x) = £ (x)(T)+ Z (z)(S5)
en donde 7, S € E'. Debemos ahora comprobar que la forma lineal ¢ (x) es continua: basta verificar
para todo T' € E’ la estimacién | (z)(T)| < C||T||gr. Pero esto es inmediato por las definiciones de
J(z)(T) y de la norma || - ||gr pues esta desigualdad se reescribe como |T'(z)| < C sup |T(y)|.

lyllz=1

Esto muestra que se tiene siempre la inclusién # (E) C E”, pero es posible decir un poco més al
respecto de esta aplicacién canodnica, en particular se tiene la propiedad siguiente.

Proposicién 1.4.15 Sean (E,||-||g) un espacio de Banach, (E',|| - ||g’) su espacio dual, (E",||- | g~)
su espacio bidual y la # aplicacion candnica entre E y E”. Entonces ¢ es una isometria lineal, para
las topologias fuertes respectivas, de E en un subconjunto de E".

Prueba. Basta verificar que _# es una isometria pues sabemos por las lineas anteriores que _# es
una aplicacién lineal y que ¢ (E) C E”. Dado que, por el Corolario [L2.2 pagina [25] se tiene que

17 @)= sup  |T(z)] = ],
TeE"||T|| g <1

se deduce sin problema que ¢ es una isometria. |
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Observacién 1.37 Esta isometria se puede escribir con la ayuda de los corchetes de dualidad canéni-
cos de esta manera:

<T’ /(x»E’XE” = <x’T>E><E’

Si estudiamos ahora lo que sucede al nivel de las topologias débiles, tenemos el resultado a continuacién.

Proposicién 1.4.16 Sea (E, ||-||g) un espacio normado. La aplicacion candnica £ es un isomorfismo
de (E,0(E,E")) sobre el conjunto ¢ (E) C E" dotado de la topologia o(E",E').

Prueba. La topologia o(E, E') estd definida por medio de las semi-normas py : x — |T'(z)| mien-
tras que la topologia o(E”, E’) estd dada por las semi-normas gqp : " —— |2”(T)|. A partir de esto
observamos que se tiene pr = gr o _#, lo que muestra que la biyeccién lineal ¢ : E — ¢ (F) es un
isomorfismo para estas dos topologias. |

Los resultados enunciados en las proposiciones [.4.15] y [.4.16] nos indican que serd a veces muy
util identificar un espacio de Banach E con el espacio ¢ (F). De esta manera podemos ver £ como
un subconjunto de E” y esto tiene una consecuencia interesante:

Proposicién 1.4.17 Sea (E, || -||g) un espacio de Banach y sea (E',|| - ||g/) su espacio dual. Si E" es
un espacio separable, entonces la bola unidad B es metrizable para la topologia o(E,E'").

Prueba. Este resultado se deduce directemente de la identificacién entre topologias dada en la Pro-
posicién [L4T6 y del Teorema 4.7 [

Sabemos por las lineas precedentes que _# (F) es un subconjunto de E”, pero no sabemos qué tan
grande o pequeno es el conjunto _Z (E) con respecto a E”. El siguiente teorema nos da una primera
respuesta al nivel de las bolas unidades.

Teorema 1.4.11 (Goldstine) Sean (E,|| - ||g) un espacio normado, (E",| - ||g) su espacio dual y
sean B y B" la bolas unidad cerradas de E y E" respectivamente. Entonces ¢ (B) es un subconjunto
denso en B" para la topologia débil-x.

Noétese que la nocién de tamano estd dada por la propiedad de densidad del conjunto _# (B) en el
conjunto B” para la topologia débil-x.

Demostracién. Dado que _# es una isometria de E en E” se tiene que _# (B) estd contenido en
B". Supongamos ahora que existe un punto z( € B” que no pertenece a la adherencia de ¢ (B) para
la topologia o(E”, E’). Como el conjunto ¢ (B) es convexo y equilibrad, entonces su adherencia
también lo es. En efecto, como _# (B) es convexo, si consideramos la aplicacién f; : Ex E — E tal que
fi(z,y) =tz + (1 —1)y, se tiene que f(_ 7 (B) x #(B)) C Z(B) para todo 0 <t < 1. La continuidad
de f; implica entonces que f; ( JI(B)x ¢ (E)) C _#(B) lo que muestra que _# (B) es convexo. Sea
ahora la aplicacién continua hy : x — Az, como _# (B) es equilibrado entonces hy(_# (B)) C _# (B)
para todo |[A| < 1. Como esta aplicacién es continua se tiene entonces que hy(_#(B)) C _#(B) si

|A| < 1. Tenemos pues que el conjunto Z (B) es un convexo cerrado. Podemos entonces utilizar el
Teorema [[L24]y la linealidad de las aplicaciones en juego, para obtener una forma lineal T' € E’ tal que
|2"(T)| < 1 para todo 2" € #(B) y tal que z((T) > 1. De esto se deduce que |T'(z)| < 1 para todo

x € B lo que significa que |T'||zr < 1y por lo tanto que |z{(7")| < 1 lo que contradice la desigualdad
!
zg(T) > 1. [ |

2TVer la Seccién 1.3.3 del Volumen 1 para las definiciones.
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Utilizando las traslaciones y homotecias se tiene el corolario siguiente:

Corolario 1.4.10 Sea (E,| - ||g) un espacio normado, entonces Z (E) es un subconjunto denso en
E" para la topologia débil-x o(E", E').

Hemos visto que se tiene siempre la inclusién # (E) C E” y con el resultado anterior vemos que es
posible ser un poco més precisos, en el sentido que _# (E) no estd muy lejos de ser todo el conjunto E”.
Sin embargo, la aplicacién _# no es necesariamente sobreyectiva, es decir que no hay ningiin motivo
para tener en toda generalidad la igualdad de conjuntos ¢ (E) = E” y esto nos conduce a la siguiente
definicién.

Definicién 1.4.11 (Espacio Reflexivo) Un espacio normado (E,||-||g) es reflexivo si la isometria
candnica ¢ de E en E" es sobreyectiva. Es decir si ¢ (E) = E".

Observacién 1.38 Nétese que en la practica, para determinar si un espacio de Banach es reflexivo,
es suficiente verificar que ¢ (B) = B”. Veremos posteriormente otro tipo de caracterizaciones.

El hecho de usar la isometria canénica _# es esencial en esta definicién. En efecto, existen espacios
de Banach que no son reflexivos en el sentido de la definicién anterior, pero para los cuales es posible
construir una isometria sobreyectiva entre ellos y sus espacios biduales. El lector que desea saber mas
detalles puede leer el articulo [?].

Tendremos la oportunidad de mostrar varios ejemplos de espacios de Banach que verifican esta
propiedad. Sin embargo, antes de entrar en estos detalles, y de ver con mayor detalle cémo caracterizar
esta nocion, consideramos importante anunciar directamente el principal interés de trabajar con este
tipo de espacios:

Teorema 1.4.12 (Identificacién de topologia débil y débil-x) Sea (E,|-||g) un espacio de Ba-
nach reflezivo y sea E' su espacio dual. Entonces, sobre E' la topologias o(E', E) y o(E', E") coincin-
den y la injeccidn candnica Z es un isomorfismo de E en E” para las topologias o(E', E) y o(E', E").

Demostracién. Si E es reflexivo, entonces la aplicacién _# de E en E” es sobreyectiva. Basta enton-
ces utilizar la Proposicion [L4.16] para obtener la identificacién entre estas dos estructuras topoldgicas.

Esta identificacion de las topologias débiles y débiles-* tiene muchas consecuencias. En particular
se tiene la situacién a continuacién que simplifica considerablemente la figura [[.7] dada en la pagina
66

() (i) (ii)

fuerte dual fuerte dual fuerte
(&, 1e) (& er) (&, - 1e)
E,oc(E,F E' o(F E E,0(E,F
(E,0(E, E)) (B, o(E, ,o(E,
débil débil / débil

bidual

Figura 1.8: Topologias iniciales y débiles en un espacio reflexivo
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Cuando un espacio normado es reflexivo, al disponer de la equivalencia entre topologias débiles y
débiles-*, se obtiene una serie de resultados interesantes. La primera proposicién que damos propor-
ciona una caracterizacién de los conjuntos relativamente compactos y los conjuntos acotados.

Proposicién 1.4.18 Sea (E, || ||g) un espacio de Banach reflexivo. Un subconjunto A de E es débil-
mente relativamente compacto si y solo si A es un subconjunto acotado.

Prueba. El punto de partida estd dado por la identificacién entre las topologias débiles y débiles-
* dada en el Teorema En efecto, sabemos por la observacién que sobre un espacio de
Banach no hace falta precisar en qué sentido los conjuntos son acotados. Esto implica que si un
conjunto es débilmente relativamente compacto se tiene que este conjunto es débilmente acotado por
la Proposiciéon [LT.0ly es entonces fuertemente acotado. La reciproca estd dada por el Corolario[T.4.91 B

El siguiente resultado nos proporciona una condicién necesaria y suficiente para obtener la reflexi-
vidad de un espacio de Banach.

Teorema 1.4.13 (Kakutani) Un espacio de Banach (E, ||-||g) es reflexivo siy solo si su bola unidad
cerrada B es débilmente compacta.

Demostracién. Empecemos suponiendo que E es reflexivo, se tiene entonces por definicién que
Z(B) = B" y se tiene ademds que la bola B” es compacta para la topologfa o(E”, E'). Puesto que
esta estructura coincide con la topologia débil o(E, E’) se tiene que B es débilmente compacta, de
donde se deduce que B es débilmente compacta.

Reciprocamente, si la bola B es débilmente compacta, entonces 7 (B) es compacta para la topo-
logfa o(E", E") por la Proposicién y es en particular un conjunto cerrado de E”. Como _# (B)
es denso en B” por el teorema de Goldstine [LZ4.1T], se obtiene que B” = /(E) De esta manera,
aplicando el Corolario [LZI0Ise obtiene que E” = #(E) y se deduce que E es un espacio reflexivo.ll

Observaciéon 1.39 Hay que tener un poco de cuidado con el enunciado de este resultado que nos
dice lo siguiente: sea E un espacio normado, si E es reflexivo, entonces la bola unidad B es compacta
para la topologia débil o(E, E'). La confusién puede aparecer cuando se considera un espacio dual
E’ cuya bola unidad B’ siempre es compacta para la topologia débil estrella o(E', E): en este tltimo
caso el concepto de reflexibilidad no interviene y el lector debe tener cuidado pues la situacién no es
la misma.

Continuamos con nuestra presentacién de las propiedades de los espacios de Banach reflexivos.

Lema 1.4.4 Sea (E,|| - ||g) un espacio de Banach reflexivo. Entonces todo subespacio cerrado F de
E es reflezivo.

Prueba. Por el teorema de prolongacién de Hahn-Banach, toda forma lineal continua definida sobre
F es la restriccién a F' de una forma lineal continua sobre E. De este hecho se tiene entonces que la
topologia o(F, E’) induce sobre F' la topologia o(F, F’). Por el Teorema [[LZ13] se tiene que la bola
unidad B de E es débilmente compacta, entonces como F es débilmente cerrado se tiene que B N F
(es decir la bola unidad cerrada de F') es un conjunto compacto para la topologia o(E, E") y por lo
tanto es compacto para la topologia inducida o(F, F'). Aplicando una vez mds el Teorema [L4I3] se
tiene que F' es reflexivo. [ |

Proposicién 1.4.19 Un espacio de Banach (E, || - ||g) es reflexivo si y solo si su espacio dual
(E', || - ||gr) es reflexivo.
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Demostracién. Supongamos que E es reflexivo y sea Z un elemento del bidual de E’, es decir Z es
una forma lineal continua sobre el espacio de Banach E”. Se tiene entonces que T'= Z o _# es una
forma lineal continua sobre E y que para todo 2”7 € E” se tiene

Z(")=(Zo Fo g N)a")=(Zo F)(F7 (") = (Z0 7)(x) =T(x)

y esto muestra que E’ es reflexivo.
Reciprocamente si E’ es reflexivo, entonces por las lineas precedentes se tiene que E” es reflexivo
y entonces E es isométrico a un subespacio cerrado de E”, de manera que E es reflexivo por el Lema

C44 n

Esta proposicién nos permite estudiar desde otro punto de vista el grafico [L8 En efecto, en vez
de partir del espacio reflexivo E, podemos empezar desde el espacio dual E' para obtener:

E—FE—F

De esta manera, el espacio que se encuentra en la posicién central (la que disponia del mayor nimero
de propiedades) es el espacio E y vamos a sacar provecho de esta situacion.

Recordemos que, para considerar aspectos métricos en subconjuntos de la topologia débil-x (ver
el Teorema [[L47), era necesario anadir una hipétesis adicional que es la separabilidad del espacio
considerado.

Cuando se trabaja sobre espacio reflexivos se tiene el siguiente resultado:

Teorema 1.4.14 Sea (E,|| - ||g) un espacio de Banach reflexivo, cuyo espacio dual (E',| - || g) es
separable. Entonces toda parte fuertemente acotada de E es metrizable para la topologia débil.

Demostracién. Sabemos por el Teorema [[L4.7] que la bola unidad fuerte de un espacio dual (en
este caso el espacio F) es metrizable para la topologia débil-x. Pero como el espacio en cuestién es
reflexivo, se tiene que la topologia débil coincide con la topologia débil-x. Como ademds las nociones
de conjuntos acotados coinciden para todas las topologias fuertes y débiles definidas sobre E; y como
el espacio E' es separable, se obtiene el resultado deseado aplicando este resultado de metrizabilidad
general dado en el Teorema [[L.4.7] |

Este resultado muestra la importancia de estudiar la separabilidad de un espacio F en funcién de
la separabilidad de su espacio dual E’. Esto explica la necesidad del lema a continuacién:

Lema 1.4.5 Sea (E,| - ||g) un espacio normado y sea (E',| - ||g') su espacio dual.
1) Si E' es separable para la topologia fuerte, entonces E es separable para la topologia fuerte.

2) Si E es separable para la topologia fuerte, entonces E' es separable para la topologia débil-x.
Prueba.

1) Sea (Ty)nen un conjunto denso en E’. Por definicién de la norma || - || g, existe x,, € E, tal que
|zn||z =1 con || T,||gr < 2|1 ()| y consideramos entonces el subespacio vectorial F' generado
por la sucesion (x,)nen. Sea ahora T una forma lineal continua que se anula sobre F, como E’
es separable, existe una subsucesion (7}, )ren que converge hacia Ty se tiene

1
HT - TnkHE/ = ‘(T - Tnk)(xnk)‘ = ’Tnk(xnk) = §HTnkHE/
de donde se deduce que la subsucesién (T, )ren converge hacia 0, de donde se obtiene que la

aplicacién T es idénticamente nula. Aplicamos ahora el Corolario [L2.6] pagina B2] para obtener
que el espacio F es separable.
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2) Podemos escribir B/ = |J,cy B en donde B, = {T € E' : |[T||pr < n} es un conjunto
débilmente-* compacto y metrizable. Entonces B!, es un subconjunto separable de E’ dota-
do de la topologia débil-*: existe por lo tanto una parte numerable D,, de B/, tal que B], C D,
en el sentido de la cerradura débil-+. De esto se obtiene que el conjunto numerable | J,, oy Dr €s
denso en E’ dotado de la topologia débil-*. |

Tenemos ahora un teorema que estudia las subsucesiones convergentes en los espacios de Banach
reflexivos. Lo interesante de este resultado es que no sera necesario exigir una hipotesis de separabilidad.

Teorema 1.4.15 Sea (E, || - ||[g) un espacio de Banach reflexivo, entonces toda sucesion acotada de
E contiene una subsucesion débilmente convergente.

Demostracién. Sea (x,),en una sucesion acotada de E y sea F el subespacio vectorial cerrado ge-
nerado por esta sucesién. Entonces F' es un espacio de Banach separable y reflexivo por el Lema [[L4.4]
y por lo tanto F” también es reflexivo, de donde usando el Lema se obtiene que I es un espa-
cio separable. En este punto basta aplicar el Teorema [[L4T4] para extraer una subsucesién (zp, )ken
débilmente convergente en F. Es decir que existe un elemento z € F' C FE tal que para todo T € F” la
sucesion (T (zy,))ken converge hacia T'(x) y esto se mantiene para toda forma lineal T' € E'. [

Como acabamos de ver, cuando un espacio de Banach es reflexivo y separable, se dispone de una
cierta cantidad de propiedades que son de gran utilidad, principalmente porque se conjugan las propie-
dades de la topologia débil-* con las propiedades de la topologia débil, lo cual representa una economia
considerable.

Sabemos por el Teorema [[L4.9] que la topologia débil no es metrizable (inclusive en conjuntos
débilmente compactos) y esto parece ser un obstaculo significativo para usar argumentos secuenciales.
Sin embargo, el siguiente teorema nos indica que se puede aplicar este tipo de argumentos secuenciales
en conjuntos débilmente compactos:

Teorema 1.4.16 (Eberlein-Smulian) Sea (E, | - ||g) un espacio de Banach y sea A un subespacio
de E. Entonces las dos proposiciones siguientes son equivalentes:

1) el conjunto A es débilmente compacto,

2) el conjunto A es débilmente secuencialmente compacto: de toda sucesion (zp)nen de A existe
una subsucesion (xn, )ren Y un elemento x € A tal que x,, converge débilmente hacia x.

Demostracién. La implicacién 1) = 2) se debe a Eberlein?] mientras que la reciproca 2) = 1)
se debe a Smulian*]. Demostraremos aqui unicamente la primera implicacién, la segunda implicacion
puede consultarse en [?].

Sea A una parte de E débilmente compacta y sea (z,)neny una sucesién de A. Notemos F el
subespacio vectorial cerrado engendrado por esta sucesion: se tiene inmediatamente que F' es separable
y entonces el espacio dual F’ es separable para la topologia débil-x por el Lema [[LZ5}2). Sea ahora
una sucesién (7)) en de F' que es densa para la topologia débil-+. Por construccién, vemos que cada
forma lineal T no es mds que la restriccién al subespacio F' de una forma lineal mds general, que
seguiremos notando 7}, definida sobre todo el espacio E. Como la sucesién (z,)nen €s acotada, se
obtiene que las sucesiénes (7)j(xy)) son acotadas. Se puede entonces extraer una subsucesion (zp, )ken
tal que la sucesion (7j(xy,)) converja. Como el conjunto A es débilmente relativamente compacto,

2William Eberlein (1917-1986), matemdtico norteamericano.
Vitold Smulian (1914-1944), matemitico ruso.
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la sucesién (zp, )reny admite un punto de acumulacién x para la topologia débil y se tiene que este

punto x pertenece a F' pues éste ultimo conjunto es cerrado. Ahora, como las formas lineales T} son

continuas para la topologia débil-x, se tiene que Tj(x) es un punto de acumulacién de la sucesion

(Tj(zn,)), de donde se deduce que kh’m Tj(xn,) = Tj(x). Vemos ademas que la sucesion (z,, ) admite
—+00

un solo punto de acumulacién z, de lo contrario se tendria Tj(x) = Tj(y) para todo j € N, y esto
implica que T'(z — y) = 0 para toda forma lineal 7' € F’ por la densidad de la sucesién (T});en, de
donde se deduce que = = y. Se tiene entonces que la sucesién (z,, ) converge débilmente. |

Observacion 1.40 Sabemos que se tiene esta equivalencia en el marco general de los espacios métri-
cos. Como la topologia débil no es metrizable en un espacio de Banach de dimensién infinita, es
necesario utilizar este teorema y esto muestra toda la fuerza de este resultado.

Continuemos con nuestra exposicién. Vimos con el Teoremal[[L4.T3]de Kakutani y con la Proposicién
[L4T19] dos maneras distintas de verificar si un espacio de Banach es reflexivo. Sin embargo, estos dos
resultados que permiten caracterizar la reflexividad no siempre son muy faciles de verificar y es por
esto que vamos a presentar ahora un concepto que permite estudiar, de forma relativamente rapida
y sencilla, cuando un espacio de Banach tiene la propiedad de reflexividad. En particular vamos ver
cémo un resultado de naturaleza métrica puede influir, de forma sorprendente, en un resultado de
naturaleza topoldgica. Para ello necesitaremos la definicién siguiente

Definicién 1.4.12 (Norma uniformemente convexa) Sea E un espacio vectorial. Diremos que
una norma || - ||g definida sobre E es uniformemente convexa si

(Ve > 0)(30 > 0) Va,y € E : Jlallp < L lylls < 1,z — yllp > & — Hx—‘;y

<1-4]
E

Diremos entonces que el espacio normado (E, | - | g) es uniformemente convexo.

Esta definicién significa que las bolas correspondientes a las normas deben ser relativamente re-
dondas. Para cerciorarse de este hecho es 1til ver lo que sucede en R?:

B
B,

Figura 1.9: Diferentes bolas unidades en R?

Estas bolas unidades By, By y Bo corresponden a las normas ||z = |z1] + 22|, [|z|2 = (2F + x%)lﬂ
V ||z]|cc = max{|x1], |x2|} respectivamente. Un estudio rapido muestra que las normas || - ||1 v || - [|oo
no son uniformemente convexas pues no son lo suficientemente redondas, mientras que la norma || - |2
sf lo es.

Observacién 1.41 El ejemplo simple anterior sobre R? muestra que la uniforme convexidad no es
estable al pasar a otra norma equivalente.
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El principal interés de trabajar con espacios uniformemente convexos es que se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 1.4.17 (Milman-Pettis) Si (E,|| - ||g) es un espacio de Banach uniformement convezo
entonces (E, | - ||g) es un espacio de Banach reflexivo.

Demostraciéon. Vamos a proceder por el absurdo suponiendo que E es un espacio uniformemente
convexo pero que no es reflexivo, es decir que podemos suponer que existe un elemento z” de la bola
unidad cerrada B” tal que ||2”||g» = 1 y tal que la distancia de 2” a _# (B) sea igual a 2¢ > 0.

Dado que por el Teorema [[L4.11] de Goldstine se tiene que el conjunto _# (B) es denso en B” para
la topologia débil-*, se tiene que para toda vecindad Wy- de z” existe un « € B tal que F(x) € Wg-.
Dicho de otra manera, para toda vecindad débil Wy« de 2" se tiene que z” pertenece a la cerradura
débil-+ del conjunto Wy« N _# (B).

Ahora, para este € > 0 fijado, le corresponde un 6 > 0 en la definiciéon de convexidad uniforme.
Podemos entonces considerar una forma lineal T € E’ tal que |T||gr = 1 con |2"(T) — 1] < d y
podemos definir el conjunto W = {y” € E” : |y"(T) — 1| < §}. De esta manera, si consideramos
y", 2" € Wn _Z(B), se tiene que si |y"(T) + 2”"(T)| > 2 — 2§ entonces ||y” + 2"|| g > 2 — 28, pero por
la isometria de la aplicacién ¢ y por la definicién de convexidad uniforme se obtiene entonces que
|y" — 2"||g» < e. Si fijamos 2” se tiene entonces que W N _#(B) C 2" + eB”. Dado que el conjunto
2" + eB” es débilmente-* cerrado, se obtiene que si 2 pertenece a la cerradura débil-+ de W N _# (B)
entonces x” € 2" +eB”, lo que contradice el hecho que el punto 2” se encuentra a una distancia mayor

de 2¢ de _#(B). [ |

Observaciéon 1.42 Este teorema da una condicién necesaria para obtener la reflexividad, pero no
es una condicién suficiente: existen espacios de Banach reflexivos para los cuales no existe ninguna
norma equivalente uniformemente convexa. Sin embargo, este es un criterio bastante comodo que sera
utilizado en la practica.

Con este resultado terminamos nuestra exposicién sobre los espacios de Banach reflexivos. Insisti-
mos sobre la gran utilidad de estos espacios que permiten obtener en una sola estructura todas las
propiedades de las topologias débiles y débiles-x.

1.4.4. Envolturas convexas y puntos extremales

Como hemos podido apreciar con los resultados expuestos en la secciones anteriores, la situacién
que posee el mayor numero de propiedades corresponde a la parte central de la figura[l.7 pagina[66l Es
decir que, cuando un espacio normado posee a la vez un espacio predual y un espacio dual, es posible
sacar mucho provecho de las tres estructuras topoldgicas representadas en este grafico.

De la misma manera que en el calculo elemental en donde el proceso de derivacion puede resultar
intuitivamente mas sencillo que el proceso inverso de busqueda de una primitiva, se tiene en el analisis
funcional que la obtencién del conjunto de formas lineales continuas definidas sobre un espacio E -es
decir la obtencién de un espacio dual E’- es un problema relativamente mds directo de estudiar que
el que consiste en encontrar el conjunto F' que hace que todos los elementos de este espacio E sean
precisamente formas lineales definidas sobre F' -es decir la obtencién de un espacio predual de E.

Los resultados evocados en el primer parrafo de esta subseccién hacen que la busqueda de este
espacio predual resulte de especial interés: esto permitiria situar al espacio considerado en el centro de
la figura [[.7 Guiados por esta motivacion, vamos a estudiar el teorema de Krein-Milman a partir del
cual es posible obtener resultados sobre la eventual existencia de espacios preduales. Este teorema hace
intervenir las nociones de envoltura convexa, conjuntos totalmente acotados y de puntos extremales
y es por esta razén que serd necesario hacer una introduccién a estas nociones que ofrecen un interés
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independiente pues poseen varias aplicaciones adicionales.

Recordemos para empezar que una combinacion convezra de vectores es una combinacion lineal en
donde todos los coefficientes son positivos y de suma uno. Es decir que, dada una colecciéon de vectores
T1,...,Tn, SU combinacion convexa es un vector x definido por la expresién

n n
ng ;T conaiEOyg a; = 1.
i=1 i=1

Definicién 1.4.13 (Envoltura convexa) Sea E un K-espacio vectorial y sea A C E un subconjunto
de E. La envoltura convexa de A, notada co(A) es la interseccion de todos los conjuntos convexos de
E que contienen A. De forma equivalente, co(A) es el conjunto de todas las combinaciones convexas
finitas de los elementos de A.

Nétese que se tiene que A C co(A): asi por ejemplo, en el plano, si se consideran tres puntos a,b, ¢
distintos, se tiene que co({a, b, c}) es el tridngulo que se obtiene tomando estos puntos como vértices.
Esto muestra que la envoltura convexa de un conjunto puede ser muy diferente del conjunto inicial y
que sus distintas propiedades pueden resultar muy particulares. Evidentemente, si A es un conjunto
convexo, se tiene A = co(A).

Hemos visto en secciones anteriores las relaciones existentes entre conjuntos acotados y conjuntos
compactos, en particular vimos que todo conjunto compacto es un conjunto acotado. Uno de lo obje-
tivos de esta seccion es estudiar las relaciones entre conjuntos compactos y sus envolturas convexas,
pues estos ingredientes intervienen en el enunciado del teorema de Krein-Milman, de manera que para
llevar a cabo esta misién es necesario precisar un poco la nocién de conjunto acotado.

Definicién 1.4.14 (Conjuntos Totalmente acotados)

1) Sea E un K-espacio vectorial topolégico. Un subconjunto A de E es totalmente acotado en E si
para cada vecindad V' del origen de E corresponde un conjunto finito F' tal que A C F 4+ V.

2) Sea (E,dg) un espacio métrico. Un subconjunto A de E es totalmente acotado en E si A estd
contenido en la union finita de bolas abiertas de radio € para todo € > 0.

Si E es un espacio vectorial topolégico metrizable, entonces estas dos condiciones coinciden si nos
restringimos a las distancias compatibles con la estructura topoldgica.

El siguiente lema nos indica una primera relacién entre los conjuntos compactos y los conjuntos
totalmente acotados en los espacios métricos completos.

Lema 1.4.6 Sea K un subconjunto cerrado de un espacio métrico completo (E,dg); entonces los tres
puntos siguientes son equivalentes

1) K es compacto,
2) si A es conjunto infinito de K, entonces cada sucesion de A posee un punto limite en K,
3) K es totalmente acotado.

Prueba. Empezamos suponiendo que se tiene 1) y supongamos que ningin punto de K es el limite
de una sucesién de puntos de A, entonces existe un recubrimiento abierto (V;);e; de K tal que cada V;
contiene al menos un punto de A. Esto implica que de (V;);er no se puede extraer un subrecubrimiento
finito lo cual es una contradiccién con el hecho que K es compacto, de donde se tiene que 1) = 2).
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Supongamos ahora que se tiene 2). Fijemos € > 0 y sea 1 € K. Supongamos que hemos fijado
x1,...,T, € K puntos tales que dg(x;,xj) > € si i # j. De ser posible, fijamos z, 1 € K tal que
dp(x;, zp+1) > € para todo 1 < i < n. Dado que hemos supuesto que se tiene el punto 2), este proceso
debe terminarse después de un numero finito de pasos, de lo contrario no se cumpliria la condicién
di(xi,xj) > €. Se tiene entonces que las bolas centradas en los puntos 1, ..., x, de radio e forman un
recubrimiento de K de manera que se tiene que 2) = 3).

Finalmente, suponemos que se tiene el punto 3). Sea A un recubrimiento abierto de K y supon-
gamos que ninguna subfamilia de A recubre K. Sabemos por hipétesis que K es la unién finita de
conjuntos cerrados de didmetro r < 1. Se tiene entonces que uno de estos conjuntos, digamos Cj,
no puede ser recubierto por medio de una familia finita de elementos de A. Podemos repetir este
proceso tomando Cj en vez de K y el resultado es una sucesiéon de conjuntos cerrados C; tales que
K D Cy 2 Cy 2 (..., tales que diam(C,) < 1/n y tales que ningun C,, puede ser recubierto por
una familia finita de elementos de A. Fijemos ahora un punto x, € C,. Dado que el espacio métrico
E es completo y que cada conjunto C), es cerrado se obtiene que la sucesion (x,),en €s una sucesion
de Cauchy que converge hacia un punto x € (), cy Cr. por lo tanto se tiene que z € V' para alguna
vecindad V' € A. Dado que C,, C V si n es suficientemente grande se obtiene una contradiccién y se
concluye que 3) = 1). [ |

Necesitaremos el resultado que sigue pues clarifica lo que sucede en el caso de la dimensién finita:

Lema 1.4.7 Si A CR" y si xz € co(A), entonces x pertenece a la envoltura convexa de algin subcon-
junto de A que contiene a lo mucho n + 1 puntos.

Prueba. Es suficiente mostrar que si k > n y si z = Zfill t;x; es una combinacién convexa de
vectores x; € R™, entonces x es en realidad una combinacién convexa de k de estos vectores. Para ello
asumimos, sin pérdida de generalidad que ¢; > 0 para todo 1 < ¢ < k + 1. Observamos ahora que el
nucleo de la aplicacién

k1 k1
(a1, oy apr) — (O aiwi,»  a;)
i=1 i=1

que envia RFt1 en R™ x R tiene dimensién positiva puesto que k > n. Existe por lo tanto un vector
(a1, ....,ak+1) no nulo tal que z;gill a;x; =0y z;gill a; = 0. Dado que t; > 0, existe una constante
¢ > 0 tal que |ca;| < t; para todo i y ca; = t; para al menos un cierto j. Definimos ahora b; = t; — ca;
y obtenemos que x = z;gill b;x; v que al menos uno de estos b; es nulo. Notamos también que
Zfill b; = Zfill t; =1y que b; > 1 para todo i. Hemos verificado que es posible reducir el ntimero
de vectores de k4 1 a k en la representaciéon convexa del vector x. |

Con estos lemas obtenemos la proposiciéon siguiente que explica, en diversos casos, algunas relacio-
nes entre los conjuntos compactos y su envoltura convexa.

Proposicion 1.4.20

1) Sea E un espacio vectorial topolégico y sean Aj, ..., A, subconjuntos convexos compactos. En-
tonces co(lJ;; A;) es un conjunto compacto.

2) Sea E un espacio vectorial topoldgico localmente convexo separado. Si A C E es totalmente
acotado, entonces co(A) es un conjunto totalmente acotado.

3) Si (E, (pn)nen) es un espacio de Fréchet y si K C E es un conjunto compacto, entonces co(K)
es un conjunto compacto.

4) Si K es un subconjunto compacto de R™, entonces co(K) es un conjunto compacto.
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Demostracion.

1) Sea S el subconjunto de R™ formado por los vectores s = ($1,...,8,) con s; > 0 y tal que
$14--+s, =1. Sea A =[], A y definamos la funcién f por medio de la expresién

f:SxA — E

(37'%') — f(s,x) = Zn:sixi
i=1

Definamos ahora K = f(S x A). Dado que todos los conjuntos A; son compactos, se tiene que K
es compacto y se tiene por construccién que K C co(|J;_; A;). Para demostrar que co(|J;—; 4;)
es un conjunto compacto, vamos a demostrar que co(U?:1 A;) C K.

Vemos que si (s,2) y (t,y) son elementos de S x Ay sia,3 >0 con a+ 5 = 1 son dos escalares,
entonces

af(s,z) + Bf(ty) = f(r,2)

en donde r = as + St y z € A puesto que se tiene

_ oS + Btiy;

€ A; 1< <
as; + Bt; ’ (l<isn)

Esto muestra que K es un conjunto convexo. Como se tiene A; C K para cada i, la convexidad
de K implica que co(|J;_; Ai) C K y asi terminamos la demostracién del primer punto.

2) Sea U una vecindad del origen de E y fijemos una vecindad convexa V del origen de E tal
que V +V C U. Entonces se tiene que A C F + V para algin conjunto finito ¥ C FE. Por
lo tanto A C co(F) + V y observamos que el conjunto co(F) + V es convexo, por lo tanto
co(A) C co(F)+ V.

Por el primer punto, se tiene que co(F') es compacto y por lo tanto co(F') C Fy + V para algin
conjunto finito F; C E. Se tiene entonces co(A) C Fy +V +V C F; + U, dado que la vecindad
U era arbitraria se tiene que co(A) es totalmente acotado.

3) Las cerraduras de conjuntos totalmente acotados son conjuntos totalmente acotados en cada
espacio métrico y usando el Lema[[.4.6] vemos que estos conjuntos son compactos en todo espacio
métrico completo. Por lo tanto, si K es un conjunto compacto en un espacio de Fréchet entonces
K es totalmente acotado y entonces co(K) es totalmente acotado. Aplicamos entonces el punto
anterior para obtener que ¢o(K) es un conjunto compacto.

4) Sea S el subconjunto de R"*! determinado por todos los vectores t = (t1,...,t,11) tales que
t; >0y Z?;Lll t; = 1. Sea K C R™ un conjunto compacto. Por el Lema [[L4.7] se tiene que

x € co(K) siy solo si
n+1

Xr = E tl'CCZ'
i=1

para algin t € S y z; € K. Dicho de otra manera co(K) es la imagen de S x K"*! en R"
bajo la aplicacién continua (t,x1, ..., Zp41) — Z?:Jrll t;x; y por lo tanto co(K) es un conjunto

compacto. |

Cuando el espacio dual E’ de un espacio vectorial separa los puntos (en el sentido de la Definicién
[LZ.3)) se tiene el resultado a continuacién que es una versién particular del Teorema [[.24] de separacién
de convexos.
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Proposicién 1.4.21 Sea E un K-espacio vectorial topoldgico tal que E' separa sus puntos. Si A, B
son dos conjuntos disjuntos, no vacios, convexos y compactos de E, entonces existe una forma lineal
T € E' tal que

supRe(T'(z)) < fné%e(T(y))
€A ye

Prueba. Notamos, por comodidad, E, el espacio E dotado de su topologia débil o(E, E’). Vemos
que los conjuntos A y B son compactos en F, y son cerrados en F, puesto que F, es un espacio
separado. Como E, es localmente convexo separado podemos aplicar el Teorema [[.2.4] de separacién
de conjuntos convexos utilizando el espacio F, en vez de E: de esta manera se obtiene que existe una
forma lineal T € (E,)" que satisface las desigualdades buscadas. Pero sabemos, por el Corolario
que (E,) = E', lo que termina la prueba. [

Pasamos ahora a presentar una nociéon que serd de gran utilidad.

Definicién 1.4.15 (Conjuntos extremales y puntos extremales) Sea E un K-espacio vectorial
y sea A un subconjunto de E.

1) Diremos que el conjunto S C A es un conjunto extremal de A si para todo x,y € A y todo
0<t<1tal que (1 —t)x+ty € S se tiene que x,y € S.

2) Los puntos extremales de A son los conjuntos extremales que estan formados por un solo punto.
Dicho de otra manera, x € A es un punto extremal si para todo y,z € A y para todo t € [0,1]
se tiene que la identidad x =ty + (1 — t)z implica que x =y ¢ © = z.

El conjunto de todos los puntos extremales de A serd notado E(A).

Observacion 1.43 Para verificar que un punto x de un conjunto A no es extremal, basta exhibir dos
puntos y,z € A tal que z € A pertenece al segmento formado por estos dos puntos. En particular,
toda parte del interior de un espacio convexo no puede ser extremal; esto significa que los puntos
extremales estan de alguna manera “en el borde”.

Veamos un ejemplo. Consideremos el cuadrado A = [0, 1] x [0, 1] en el plano R2. Por la observacién
anterior vemos que todo punto en el interior de A no puede ser extremal, de manera que hay que
buscarlos en el borde de A. Sin embargo no todos los puntos del borde del cuadrado son puntos ex-
tremales: si fijamos z1 €]0, 1] y definimos un punto de R? por (x1,0) = z1(1,0) vemos que este punto
no es un punto extremal, a pesar de estar en el borde del cuadrado. Se puede ver sin mayor problema
que en este ejemplo los puntos extremales estan dados por los vértices del cuadrado.

La nocién de borde utilizada anteriormente merece ser precisada. Recordemos que la frontera de

_ o
un subconjunto A de un espacio topoldgico estd definida por A = A\ A. Esta notacién permite
enunciar un resultado que sera de gran utilidad, pero antes una definicién.

Definicién 1.4.16 (Norma estrictamente convexa) Sea E un espacio vectorial normado. Una
norma || - ||g definida sobre E es una norma estrictamente convexa si para todo ||z||g = ||ly|lg =1 con
x #y, con 0 <t<1, entonces |[tx + (1 —t)yl|lg < 1.

Diremos entonces que el espacio (E, || - ||g) es estrictamente convexo.

Es muy importante notar que esta propiedad no se mantiene al pasar a otras normas equivalentes.
Demos ahora un ejemplo de aplicaciéon de esta nociéon de norma estrictamente convexa relativo a los
puntos extremales.
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Proposicién 1.4.22 Si E es un espacio vectorial normado que admite una norma ||-||g estrictamente
conveza y si notamos Bg la bola unidad de E, entonces se tiene la identidad

&(Bg) = 0Bp.

Prueba. Tenemos por la observacién anterior que £(Bg) C 0Bg, pues los puntos extremales no
pueden ser puntos interiores en los conjuntos convexos. Debemos pues verificar la inclusiéon reciproca
para terminar la demostracién, para ello mostraremos que todo punto de la frontera dBg es un punto
extremal de la bola unidad y procedemos por el absurdo. Sea x € dBr un punto que no es extremal,
entonces existen dos puntos y, z € 0Bp distintos de z y t €]0, 1] tales que z = ty + (1 — t)z. Dado que
x € OBr y que la norma es estrictamente convexa, se tiene

1=zl = [ty + (1 = t)z[le <1,

de donde se obtiene una contradiccién: los elementos de la frontera dBg son puntos extremales de la
bola unidad. [

Podemos ahora si enunciar y demostrar uno de los resultados més importantes de esta subseccién.
Como lo veremos un poco mas adelante, este teorema permitira verificar si un cierto espacio normado
posee o no un espacio predual.

Teorema 1.4.18 (de Krein-Milman) Sea E un K-espacio vectorial topoldgico tal que E' separa
sus puntos. Si K es un conjunto no vacio, convexo y compacto en E, entonces K es la cerradura de
la envoltura convexra de sus puntos extremales. Es decir

K =(E(K)).

Demostracién. Sea & la coleccién de todos los conjuntos extremales compactos de K. Como por
hipétesis K € & se tiene que este conjunto no es vacio. Empezamos por un par de observaciones:

i) La interseccion de cualquier familia no vacia de & pertenece a &2 (a menos que la interseccién
sea ella mismo vacia),

ii) Si S € £, siT € FE es una forma lineal continua, si notamos p el méximo de Re(T'(z)) sobre S
y si definimos el conjunto Sp = {x € S : Re(T'(z)) = p}, entonces se tiene que Sy € .

El primer punto no causa ningtin problema, de manera que nos concentramos en el segundo. Si su-
ponemos que tx + (1 —t)y =z € Spconz,y € K y0 <t <1, dadoque z € SyqueS € &, se
tiene que x € Sy y € S. Por lo tanto Re(T'(x)) < py Re(T(y)) < p. Puesto que Re(T'(2)) = u
y que T es una forma lineal, se obtiene que Re(T(z)) = Re(T(y)) = p y entonces se tiene que xz,y € St.

Fijemos ahora un conjunto S € £ y sea &’ la coleccién de todos los elementos de & que son
subconjuntos de S. Vemos que este conjunto no es vacio pues S € £’ y podemos ordenar parcialmente
2’ utilizando la inclusién de conjuntos. Sea ahora € una subcoleccién maximal, totalmente ordenada,
de &' y sea M la interseccién de todos los miembros de €. Como 2 es una coleccién de conjuntos
compactos, se tiene que M # () y ademés se tiene que M € &?’. La maximalidad de € implica que no
existe un subconjunto propio de M que pertenece a &. Podemos ver entonces por el punto ii) que
cada forma lineal continua T' € E’ es constante sobre M, como E’ separa los puntos de E se obtiene
que M esté reducido a un solo punto y por lo tanto M es un punto extremal de K.

Hemos demostrado que

EK)NS 0 (1.40)

para todo S € &. Como K es compacto y convexo se tiene que ¢o(E(K)) C K y esto muestra que
co(E(K)) es compacto.
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Falta verificar la inclusién reciproca. Para ello procedemos por el absurdo. Supongamos pues que
existe zg € K tal que z¢ ¢ ¢o(E(K)). La Proposicién [LZ.2T] nos dice entonces que existe una forma
lineal continua T' € E’ tal que Re(T'(x)) < Re(T'(xp)) para cada z € ¢o(E(K)). Si Kr es definido
como S, entonces se tiene que K7 € &. Pero por la forma de escoger T se tiene que K7 es disjunto
de co(E(K)) y esto contradice (L40). [

En el caso en que se trabaje sobre espacios localmente convexos separados, es posible utilizar
directamente el Teorema [[L2.4] en vez de la Proposicién [[L4.2T] de manera que repitiendo los mismos
argumentos se obtiene:

Corolario 1.4.11 Si K es un subconjunto compacto de un espacio localmente convexo separado, en-
tonces K C co(E(K)) y se tiene ademds co(K) = co(E(K)).

Pasamos ahora a estudiar lo que sucede con los puntos extremales del conjunto ¢o(K) en relacién
al conjunto K.

Teorema 1.4.19 (Milman) Si K es un conjunto compacto de un espacio localmente convexo sepa-
rado E y sico(K) es compacto, entonces todo punto extremal de ¢o(K) pertenece a K.

Demostracién. Supongamos que algiin punto extremal p de @o(K) no pertenece a K. Entonces
existe una vecindad convexa y equilibrada V del origen tal que

(p+V)NK=0. (1.41)

Fijemos 1, ...,z, puntos de K tales que K C |J;;(z; + V). Cada uno de los conjuntos 4; = ¢o(K N
(r; +V)) con 1 < i < n es convexo y compacto puesto que A; C @o(K). Observamos ademds que
K C AjUAyU---UA,. Entonces, por el punto 1) de la Proposicién [[.4.20] tenemos que

E(K) C@(AlLJAQU---UAn) ZCO(AlUAQU---UAn).
Pero la inclusién reciproca también se tiene puesto que A; € ¢o(K) para cada i de manera que
E(K) = CO(A1 U Ads U UAn) (1.42)

En particular, p = tyy1 +- - - +t,y, en donde cada y; pertenece a algin A; con t; > 0 tal que Z;‘ ti=1.

Escribimos ahora
toys + -+ - + thln

o+ + 1y
para ver que p es una combinacién convexa de dos puntos de ¢o(K). Se tiene entonces que p es un

punto extremal de ¢o(K) y se obtiene utilizando (L43]) que y; = p, de manera que, para algin i, se
tiene

p=tiy1 + (1 —1t1) (1.43)

pGAiCCCZ'—FVCK—FV
lo cual es una contradiccién con (L.41]). [
A partir del Teorema [[L4ZI8 podemos deducir un resultado relativo a la eventual existencia de
un espacio predual y de esta manera cumplimos nuestro propdsito mostrando cémo el estudio de las
envolturas convexas y de los puntos extremales permite tratar este problema.

Tenemos pues el siguiente criterio clasico:

Corolario 1.4.12 (Criterio de existencia de un espacio predual) Sea (E, ||-||r) un espacio vec-
torial normado. Sea E(Bg) el conjunto de puntos extremales de la bola unidad cerrada de E.
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1) Si Bp #@(£(Bg)), entonces E no es el espacio dual de ningin espacio.

2) Si el conjunto extremal de la bola unidad Bg es vacio, entonces E no es el espacio dual de ningin
espacio.

Prueba.

1) Razonamos por una reduccién al absurdo: si F es el predual de algin espacio F, por el Teorema
de Banach-Aloaglu-Bourbaki, se tendria que la bola unidad cerrada de E seria compacta
para la toplogia débil-x. Entonces, por el teorema [[.4.18 de Krein-Milman esta bola seria la adhe-
rencia de la envoltura convexa de sus puntos extremales; de donde se obtendria una contradiccién
con el hecho B # ¢o(£(Bg)).

2) Inmediato a partir de 1): la bola unidad cerrada de un espacio normado nunca es vacia pues
contiene el vector cero. |

1.5. Realizaciéon de los espacios duales y aplicacion a los espacios de
sucesiones

Hasta ahora hemos presentado los diferentes objetos, resultados y conclusiones desde un punto de
vista puramente tedrico y formal. El objetivo de esta tltima seccién es ilustrar, por medio de casos
practicos elementales, la teoria estudiada en las paginas anteriores. En este sentido nos concentraremos
aqui unicamente en los espacios de sucesiones pues permiten mostrar de una manera bastante tangible
los diferentes aspectos de esta teoria. La razon de esta eleccion reside principalmente en el hecho que
es posible estudiar directamente estos espacios sin desarrollar ningin tipo de teoria adicional; por el
contrario, en el caso de sus homdlogos continuos, sera necesario disponer de unos cuantos teoremas
mas, que seran debidamente estudiados en los capitulos siguientes.

Vamos a descomponer esta seccién en tres partes. Antes de entrar directamente en los principales
detalles, expondremos un algoritmo general para la realizacion de los espacios duales. En un segundo
tiempo recordaremos las definiciones y principales propiedades de los espacios de sucesiones, para
luego terminar con los resultados relativos a los espacios duales de estos espacios de sucesiones y las
aplicaciones concretas de los teoremas y resultados estudiados anteriormente.

1.5.1. Realizacién de los espacios duales

En esta primera subseccién vamos a mostrar como los espacios duales pueden ser realizados de
forma concreta. Expliquemos un poco esta nocién de realizacion.

Definicién 1.5.1 (Realizacién del espacio dual) Sean E un espacio vectorial topoldgico, E' su
espacio dual y supongamos que tenemos a nuestra disposicion un espacio vectorial F' y una aplicacion
lineal v de F en E'. Supongamos ademds que esta aplicacion ¢ : F — E' es biyectiva. Diremos
entonces que el espacio ' es una realizacion del espacio dual de E.

Esta definicién debe ser puesta en perspectiva utilizando el Teorema [[L4.3] presentado en la pagina
En efecto, si un espacio E estd puesto en dualidad con varios espacios Fi,F5,... v F,,, se tiene
que cada uno de estos espacios es topoldgicamente isomorfo al espacio dual E’ y disponemos entonces
de muchas realizaciones posibles: el problema reside por lo tanto en fijar una realizacion que sea la
mas adecuada. Para ello, vamos a ser méas exigentes con la nocién de realizacién, pues solo aceptare-
mos las realizaciones que son naturales en cierto sentido. Es decir, de todas las realizaciones posibles,
privilegiaremos tinicamente las que son interesantes desde el punto de vista del andlisis matematico.
Por ejemplo, si E/ es un espacio de funciones, estamos interesados en las realizaciones F' de E' que
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también son espacios de funciones y de igual forma si se trata de espacios de sucesiones. Este programa
es interesante; sin embargo, como lo veremos muy pronto, es necesario indicar que no siempre sera
posible obtener espacios duales de misma naturaleza que los espacios iniciales; pero dejaremos para
luego este tipo de consideraciones.

En el caso particular de los espacio de Banach, en donde cada uno de los espacios esta dotado de su
estructura de espacio normado natural, la realizacién de los espacios duales se llevara a cabo mediante
la construccién de un corchete de dualidad adecuado. En efecto, si tenemos dos espacios de Banach
(E\ |- le) y (Fy| - ||F) v si queremos estudiar las relaciones de dualidad entre estos espacios, debemos
mostrar la existencia de una isometria de E’ sobre F' y esto se realiza por medio de una forma bilineal
(-, YExF definida sobre E x F' que verifica ciertas propiedades.

Este proceso general se desarrollard en tres etapas distintas:

1) Continuidad Fuerte: La forma bilineal (-, -) gx r debe verificar, para todo x € E'y todo f € F,
la siguiente desigualdad de continuidad fuerte:

[z, fYexr| < ||zllell fllF (1.44)

Recuérdese que, por el Teoremal[[.T.3lde la paginal[I8] la continuidad de la forma bilineal (-, ) px
se expresa por medio de la desigualdad |(z, f)exr| < C|lz||g||f||F- El adjetivo fuerte se refiere
entonces al hecho que se exige aqui que C' = 1. Esta estimacion tiene muchas consecuencias. En
particular nos asegura que para cada f € F fijo la aplicacién Ty definida por
Tf F — K
r — (@ f)ExF

es una forma lineal continua definida sobre E, es decir que Ty € E', y que ademas se tiene

|T¢ller = sup [z, flexr| < || flF.

|zl z=1
Esto muestra que la aplicacién ® de F' en E’ definida por
®:F — F
fro—= () =Ty

es lineal y continua y ademés es una contracciéon pues es de norma menor o igual a 1: se tiene
que ||®(f)|lgr < ||fllF , de donde se deduce que F C E'.

2) Isometria: La forma bilineal (-,-)pxp debe cumplir la siguiente condicién: para todo f € F'y
todo € > 0, existe z € E tal que ||z||g <1y

[z, N exrl = | fllF —e (1.45)

Esta propiedad nos permite decir que la aplicacién ® : f — T} es una isometria de F' en E'.
En efecto, se tiene

1Fllr =& < |T¢(@)] < I T¢ller

y por lo tanto se tiene || f||r = ||T¢|| £ puesto que el real € > 0 es arbitrario.

3) Sobreyeccién: El 1ltimo punto consiste en mostrar que la aplicacion ® : f — T es sobreyec-
tiva. Para ello se considera una forma lineal y continua L sobre E y se construye un elemento
f € F tal que (x, f) = L(x) para todo = € E y se muestra asi que toda forma lineal continua
L € E’' puede expresarse con la ayuda de un elemento f € F. Es decir que F ~ E’'.
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Al proceder de esta manera en la construccién de la forma bilineal (-, ) pxF obtenemos una reali-
zacion del espacio dual de E. Para convencer al lector de este hecho, relacionamos ahora esta nocién
con los conceptos presentados en las paginas anteriores en la siguiente proposicién.

Proposicién 1.5.1 Si una forma bilineal (-, ) pxr verifica los tres puntos anteriores entonces es un
corchete de dualidad entre E y F.

Prueba. Debemos verificar los dos puntos dados en la Definicién [[L4.4] que caracterizan un corchete
de dualidad entre dos espacios vectoriales. Vemos en particular, gracias a la desigualdad (.45 que si
(x, f)Exr = 0 para todo x € E entonces se tiene que f = 0 pues el real € es arbitrario. Dado que la
aplicacién ® : f —— T es una isometria sobreyectiva, se puede aplicar el Corolario y entonces
podemos escribir:

|z||lz = sup |T(x)| < [z, f)ExF]
TeE!
IT]| s <1

de esta manera vemos que si (x, f)pxr = 0 para todo f € F se tiene que x = 0 y con esto hemos

demostrado la proposicion. |

Indiquemos que, si bien los puntos 1) y 2) pueden verificarse de forma relativamente directa, el
punto 3) se obtiene en cada situacién por medio de técnicas particulares que varian segin el marco de
trabajo. En algunos casos, como en la mayoria de los espacios de sucesiones que seran estudiados en
la subseccién a continuacién, este punto se verifica facilmente mientras que, en otros casos, como por
ejemplo los espacios de Lebesgue, serd necesario desarrollar més herramientas.

1.5.2. Definiciones y algunas propiedades de los espacios de sucesiones

Es necesario recordar en la definicién a continuacién los principales actores de esta seccién.

Definicién 1.5.2 (Espacios de sucesiones)

e Espacios (P(N): sea 0 < p < 400 un real y sea a = (ap)pen una sucesion a valores en K.
Definimos el espacio de sucesiones p-eme sumables con la expresion

1/p
P(N) = 4 (an)nen : laller = | Y lanl? < 400
neN

e Espacio (*°(N): caracterizamos el espacio de sucesiones acotadas con la férmula
0 = { (anhnes + lall = suplan| < 400}
neN
e Espacio c¢(N): definimos el espacio de sucesiones convergente hacia un limite con la expresion
c¢(N) =< (a : lim a, < +o0 .
) = { (@hner i _a,
e Espacio cy(N): notaremos el espacio de sucesiones que tienden hacia cero por

) = { (@b i an =0}
En el Volumen 1 se hace un primer estudio de las propiedades topoldgicas de estos espacios. Recopi-
lamos en las proposiciones que siguen los puntos méas importantes para el desarrollo de los temas de
este capitulo.
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Proposicién 1.5.2 (Propiedades estructurales)
1) Si0<p<1, los espacios P(N) no son normables, pero son espacios métricos completos.
2) Sil<p< 400, los espacios (P(N) son espacios de Banach para la norma || - ||e.

3) Los espacios {°(N), ¢(N) y co(N) son espacios de Banach para la norma || - || .

Proposicién 1.5.3 (Relaciones de inclusién) Sean p y q dos indices tales que 1 < p < g < +o0.
Se tienen las siguientes relaciones de inclusion:

PCPC.CHIC-CoeyCeC ™

Una particularidad que hace que el estudio de estos espacios sea muy agradable, es que se dispone de
una base muy importante:

Definicién 1.5.3 (base candnica de sucesiones) FEl conjunto formado por las sucesiones de tipo
e(j) = (0ij)jen en donde 0;; es la delta de Kronecker, es decir 6;; =0 sii # j y d;j =1 sii =7, es
llamada la base candnica de los espacios de sucesiones.

Teorema 1.5.1 Si 1 < p < 400, la base canonica de sucesiones (e(j))jen es un sistema total en
P(N), en cy(N) y en ¢(N). Estos espacios son por lo tanto espacios de Banach separables.

Proposicién 1.5.4 El espacio £°(N) no es separable. Sin embargo, el conjunto (1a)aepv) €s un
sistema total en £*°(N).

Las demostraciones de estos hechos més informaciones relativas a estos espacios de sucesiones
) )
pueden encontrarse en la Seccién 4.6 del Volumen 1.

1.5.3. Resultados generales y algunos ejemplos

En esta ultima seccién vamos a mostrar como obtener los espacios duales de los espacios de suce-
siones considerados anteriormente. Una vez que se han obtenido las identificaciones de estos diversos
espacios duales, aplicaremos directamente la teoria estudiada en todo este capitulo y veremos de qué
manera esto permite obtener muchisima informacién adicional relativa a la estructura topolégica de
estos espacios, completando asi nuestra presentacién realizada en el primer volumen.

A) Resultados clésicos

Empezamos ahora con la exposicion de una serie de resultados totalmente bésicos. En esta subsec-
cién vamos a explicitar los espacios duales de todos los espacios de sucesiones que han sido presentados
en las seccién anterior. Nuestro primer resultado es el siguiente.

Teorema 1.5.2 (Dualidad # — (%) Sea 1 < p < 400 un real y sea 1 < q < 400 su conjugado
armonico, es decir % + % = 1. Entonces el espacio dual del espacio (P(N) es el espacio de sucesiones
(1(N); es decir (¢P) = (4.

Demostracion. Para empezar es necesario fijar una forma bilineal que nos servira de hilo conductor.
Definimos entonces la aplicacién
<', '>gp><zq : gp(N) X gq(N) — K
(a,b) > {a,b)pxpa = Z anby,.
neN

Verificar que esta aplicacién es una forma bilineal es un ejercicio sencillo que es dejado al lector. Vamos
ahora aplicar el método explicado en la seccidon anterior para realizar el dual del espacio de sucesiones
P(N).
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1)

Continuidad fuerte: esta propiedad se deduce de la desigualdad de Holder puesto que se tiene
para toda sucesion a = (ap)nen € Py b= (bp)nen € €7 con % + % =1:

1/p 1/q
!<a7b>szzq\S<Z!an!p> (Z!bn\q> = ||allee [[0]] ga-

neN neN

Como anunciado, una vez que se fija una cierta sucesiéon b € (¢(N), este resultado nos permite
construir formas lineales continuas T} definidas sobre ¢P(N). En efecto, si escribimos

Ty : EP(N) — K
a — Ty(a) = {(a,b)wx,

se obtiene sin problema que T, € (¢)" cuya norma |Ty|l4wy = ||Tpller—x (usaremos indis-
tintamente estas dos notaciones) verifica la estimacion ||Tp||lee—x < ||bller. De esta manera
se construye toda una familia de formas lineales continuas sobre ¢P(N), que serd notada por
F ={T,: P — K : b € (1}; obsérvese que se tiene F' C (¢7)'.

Isometria: vamos a mostrar que se tiene una isometria entre los espacios (¢)" y F. Para ello
fijamos b € £7(N) una sucesién cualquiera y definimos una nueva sucesién (compleja) escribiendo

An = bp|bn|972 si b, #0
a, = 0 sino.

A partir de esta definicién se tiene que |a,|P = |b,[P9"P = |b,|? lo que implica inmediatamente
que la sucesion (ap)nen € P. Se tiene ademds que

(a,0)erxen = Y [bul” = [1BlIFs-

neN
Sin embargo, por la continuidad fuerte se tiene |Ty(a)| = |{a,b) e xa| < ||aller||Ty|ler—x. Ahora,
dado que se tiene por construccién ||a|lp = HbH%p , podemos deducir que

L A e
pero como g — q/p = 1, se obtiene la isometria buscada: || Tyl —x = ||b|a-

Sobreyeccién: vamos a ver aqui que (¢?)" C F. Para mostrar este punto, consideramos una forma
lineal continua T definida sobre ¢P(N) y vamos a construir una sucesién b € ¢9(N) tal que se
tenga T'(a) = (a,b)w«a, para todo a € (P(N).

Empezamos pues definiendo los coeficientes b, = T'(e;,) en donde (e,)nen es la base candnica
de sucesiones. Si consideramos ¢ = (¢, )nen una sucesién finita de orden M (es decir que para
todo n > M se tiene ¢, = 0), entonces se tiene que ¢ = ) _,,cpe, y por linealidad se obtiene

T(c) = anM cnbn.

Definimos ahora una sucesién a = (a, )pen por:

An = bp|bn|?72 81 b, 0 ysin < M,
(1.46)

a, = 0 sino.
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En las lineas a continuacién, adoptaremos la siguiente notacién: escribiremos ¢

_ (M
- (Cn )HEN la
sucesion truncada (¢, )nen al nivel M, es decir que todos los coeficientes c% con n > M seran

anulados.

Vemos entonces sin problema que, por construccién de la sucesién a = (ay,)nen dada en (L40),
se tiene T'(a) = |[bM||%, v llalle = HbMH%p. Pero sabemos que la forma lineal 7' es continua
y existe por lo tanto una cierta constante C' > 0 tal que, para toda sucesiéon ¢ € (P(N) se
tiene |T'(c)| < C|c|ler. En particular, para la sucesién a = (an)nen dada en (L46]), se tiene
[6M]12, = T (a)| < CHbMH%q y entonces ||bM||Z;q/p < C. Pero dado que g — ¢/p = 1 se tiene que
|6M]|¢« < C. Como esta desigualdad es vélida para todo M se deduce finalmente que b € £9(N).
De esta manera vemos que, toda forma lineal continua 7' definida sobre ¢P(N) se puede escribir
como T'(a) = (a,b)gpwxga con b € £4(N).

Con estos tres puntos, aplicando la Proposicién [L5.J] hemos realizado el espacio dual de /P(N) y vemos
que este espacio dual corresponde isométricamente al espacio de sucesiones (4(N). |

Pasamos ahora al caso cuando p =1 y cuando ¢ = +00 y se tiene el teorema a continuacién.

Teorema 1.5.3 (Dualidad ¢! — ¢°°) El espacio dual del espacio (*(N) es el espacio de sucesiones
(2°(N): es decir (£1) = .

Demostracién. Utilizaremos aqui basicamente la misma forma bilineal:

)

(- )oaxese t H(N) x £°(N) — K

(a,b) > (@, b)p1 g0 = Z apby,.
neN

Continuidad fuerte: por la desigualdad de Holder se tiene directamente

Z anbn

neN

[{@; b1 xpoe < < llalle[[bfle-

Esto muestra, una vez mas, que si fijamos una sucesién b = (b )nen € ¢°°(N), se obtiene una
forma lineal continua asociada Ty, definida sobre £!(N), al escribir T (a) = (a, b)s1 4y Cuya norma
verifica la desigualdad ||T3 [,k < ||b]|¢oe-

Isometria: sea b € ¢*°(N) un sucesién cualquiera y sea e, un elemento de la base canénica de
sucesiones. Se tiene entonces que |b,| = |Ty(en)| = |{€n, b) 1 wpoo| < | Tp]l1 k., de donde se deduce
directamente que ||b][ge < ||Tp||p1_x ¥ se obtiene la isometria ||b][g = ||Tp||s1_x buscada.

Sobreyeccién: debemos verificar que toda forma lineal continua 7' definida sobre ¢!(N) se puede
escribir usando el corchete definido al inicio de la demostracién. Sea pues T' € (¢!)’ una forma
lineal continua arbitraria, a la cual asociamos la sucesién b = (b, )nen definida por b, = T'(e,).
Dado que esta forma lineal T es continua, existe una constante C' > 0 tal que se tiene la
desigualdad |b,| = |T'(en)] < Cllen]l,r = C. Es decir que la sucesién (b, )nen es acotada.

Dado que la base candnica de sucesiones (e,)nen €s un sistema total en £'(N), se deduce que
toda forma lineal T' puede escribirse como T'(a) = (a, )1y con b € £>°(N).

De todo eso se obtiene que el espacio dual del espacio de sucesiones ¢! (N) corresponde al espacio de
sucesiones />°(N). [ ]

Sigamos con la descripcion de los espacios duales de los espacios de sucesiones presentados en la
seccién anterior.
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Teorema 1.5.4 (Dualidad ¢y — ¢') El espacio dual del espacio co(N) es el espacio de sucesiones

H(N):

es decir (cp) = 1.

Demostracion. Seguimos usando una variante de la aplicacién bilineal presentada en el Teorema

.02

(*s Degxer : Co X ¢t — K
(a’ b) — <CL, b>co><21 = Zanbn

neN

Y ahora, continuamos con nuestro programa.

)

Continuidad fuerte: usando la desigualdad de Holder, para todo a € co(N) y todo b € £}(N) se

tiene
> b

neN

(@, b)coxen| = < llalleee[[B]] -

En particular, para todo b € ¢!(N) fijo, la aplicacién Ty(a) = (a,b).,xs define una forma lineal
continua sobre ¢y(N) tal que ||Tp|co—x < ||b]]1-

Isometria: sea b € ¢1(N) una sucesién cualquiera y sea T, la forma lineal continua asociada. Para
la sucesién truncada (b)), ey definimos las cantidades €, = +1 por

WM = €, |bM| si b, # 0,

€, = +00 sino.

(en el caso complejo, se consideraran los coeficientes de médulo 1 que verifican estas relaciones) y
con estos coeficientes definimos la sucesion a = (a,)nen escribiendo a,, = €, I para todo n < M.
Vemos entonces que [|allg~ < 1y que se tiene Ty(a) = ||b™]|,1. Pero, por la continuidad fuerte
se deduce la desigualdad |[bM | = Ty(a) < ||alle || Th|lco—K, de donde se obtiene la estimacién
uniforme ||bM |1 < ||Tp||e,—k. Pasando al limite se obtiene la desigualdad ||b]|;2 < ||Tp|leo—K ¥ S€
tiene de esta manera la isometria deseada.

Sobreyeccion: debemos, para terminar, verificar que toda forma lineal continua T definida so-
bre el espacio de sucesiones ¢y(N) se puede escribir por medio del corchete utilizado en es-
ta demostracién. Sea pues T una tal forma lineal continua. Definimos b, = T'(e,) en donde
(en)nen es la base candnica de sucesiones. Dado que se tiene, para todo elemento a = (ay, )nen de
¢p(N), la identidad kggloo Z’Z:o anen = a, utilizando la continuidad de la forma lineal T" se tiene
que T'(a) = lim Z’Z:o anby. Como |T|lc,wx = sup |T(c)| > |T(a)|, en dénde la sucesién
hrpeo lleflese <1

a = (an)nen ha sido definida en el punto anterior, se tiene que >, -/ |bn| < ||T||co—x- Al ser
esta cantidad acotada, se puede pasar al limite y esto nos indica que la forma lineal continua 7'
se puede escribir como T'(a) = (a, b),xp con b € {}(N).

Hemos demostrado que el espacio dual del espacio de sucesiones c(N) es el espacio £!(N). [

Teorema 1.5.5 (Dualidad ¢ — ¢') El espacio dual del espacio ¢(N) es el espacio de sucesiones £*(N):
es decir (c)' = (1.

Demostraciéon. Consideramos la aplicacion bilineal

(e e x 0t — K

(a,b) — {a,b)oxp = Zanbn.
neN
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1)

Continuidad fuerte: para verificar este hecho, basta repetir los mismos argumentos utilizados en
el teorema anterior para obtener, para todo a € ¢(N) y todo b € £}(N) la desigualdad

[(@; b)exer| < llalleo [[bllr-

Con esto vemos una vez mas que, a partir de un elemento b € ¢*(N), se define una forma lineal
continua T}, sobre el espacio ¢(N) escribiendo Ty(a) = (a,b) 1 cuya norma verifica la desigualdad

[Tolle—x < [[bl]r-

Isometria: sea b € ¢1(N) una sucesién cualquiera y consideremos su forma lineal continua asociada

Ty. Definimos unos coeficientes €, = +1 por medio de la relacién b, = €,|b,| si b, # 0y

€n, = +0oo sino. Una vez maés, en el caso complejo, se consideraran los coeficientes de médulo

1 que verifican estas relaciones. A partir de estos coeficientes, definimos una nueva sucesién
M -1

(an)nen de la siguiente manera: a),’ = e,  sin < My a, = eal sino. Nétese que se tiene

entonces a € ¢(N), [lallpe < 1y h’rf an = ag = €5 . Calculamos ahora Ty(a) = (a,b)exp =
n—-+00

|bo| + Zﬁ/[:l |bn| + 661 > n>as bn- Usando la continuidad de la aplicacién T}, y haciendo M — +o0
en la férmula anterior se obtiene

ol = [To(a)| < 1 Th |-k,
de donde se obtiene la isometria buscada.

Sobreyeccién: para terminar, debemos verificar que toda forma lineal T' continua definida sobre

el espacio de sucesiones ¢(N) se escribe por medio del corchete definido al inicio de esta prueba.

Consideremos ahora un elemento a = (ay)nen cualquiera de ¢(N); si definimos eg = (1,1,1,...),

vemos que se tiene a = ageg + khm Y ne1(an — ag)e, en donde (e,)n>1 es la base candnica
—+00 =

de sucesiones. Definimos los coeficientes by = T'(eg) v b, = T'(e,,) para todo n > 1. Usando la
representacion de la sucesién (ay),en anterior y la continuidad de la aplicacién T se obtiene
T(a) = apby + z:g (an — ag)by, = Y, cn @nbn; y se obtiene de esta manera la representacion
deseada.

Se ha demostrado que el espacio dual del espacio de sucesiones c(N) es el espacio /!(N). [

Con todos estos resultados hemos realizado los espacios duales de todos los espacios de sucesiones
presentados en la seccién anterior -excepto £°°(N)- y hemos hecho un énfasis especial en las diferentes
etapas de estas realizaciones. Antes de pasar al estudio del espacio dual de ¢°°(N), es necesario hacer
algunas observaciones.

En todos estos teoremas que acabamos de presentar, el uso de la base canénica ha sido funda-
mental: al ser esta base un sistema total en cada uno de estos espacios, esto permite obtener
procedimientos relativamente unificados.

La base canonica de sucesiones no es un sistema total en £*°(N) (ver el Teorema 4.6.5 del Volumen
1) y esta notable diferencia explica el hecho que sea necesario dar un tratamiento ligeramente
diferente al estudio del espacio dual de ¢*°(N).

Dos espacios de Banach distintos pueden tener un mismo espacio dual: como acabamos de ver,
se tiene (cg)’ = (c)’ = £; y, reciprocamente, el espacio ¢! posee dos espacios preduales. Esto
muestra que no hay necesariamente unicidad cuando se consideran espacios preduales. Vere-
mos las consecuencias de este hecho cuando comparemos, en el parrafo siguiente, las diferentes
topologias que surgen de estas dualidades.
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Pasemos ahora si a la construccién del espacio dual del espacio de sucesiones ¢*°(N). Sabemos que
este espacio no es separable, pero disponemos de la Proposicién [[L5.4l Esta propiedad nos da una
pauta para construir el espacio dual de este espacio de sucesiones: en efecto, gracias a este resultado
podemos describir toda forma lineal 7" si conocemos sus valores en los puntos 14 con A € P(N). Dicho
de otra manera se obtiene una aplicacién inyectiva al escribir:

() — ZF(P(N),K) (1.47)
T — (1),

en donde ®(T)(A) =T (14) y Z#(P(N),K) es el conjunto de aplicaciones definidas sobre P(N) a valo-
res en K.

Veremos la importancia de esta aplicacién ® un poco més adelante, por ahora consideremos el
subconjunto & de Z(P(N),K) determinado por todas las aplicaciones ¢ € .7 (P(N),K) que verifican,
para todo A, B € P(N) tales que AN B = (), la relacién:

Y(AUB) =¢(A) + ¢(B). (1.48)

Como vemos, los elementos ¢ € & son entonces aplicaciones que a conjuntos asocian escalares.

No es muy dificil ver que el espacio & es un subespacio vectorial de #(P(N),K) y sobre este
espacio podemos definir la siguiente aplicacion:

|-lle:& — [0,400] (1.49)
¥ |9l =sup Y [h(Ay))

AEA

en donde el supremo corre sobre el subconjunto de de P(N) formado de todas las familias finita (Ax)xea
que son disjuntas dos a dos.

Verifiquemos rapidamente que la aplicacion || -||s es una norma sobre el espacio &: observamos que
si ||¢]]# = 0 entonces ¥ es una aplicacién nula puesto que el supremo corre sobre una familia suficien-
temente grande de subconjuntos de P(N). Las dos propiedades restantes, es decir |ay|ls = |a|||¢]ls ¥
la desigualdad triangular || + ¢|le < ||¢|le + ||¢|l¢, se deducen directamente de la definicién (49]).
Obtenemos pues que (&, || - ||#) es un espacio normado.

Con estos nuevos ingredientes, podemos enunciar el siguiente resultado:

Teorema 1.5.6 (Dualidad (> — &) La aplicacion lineal ® dada en la formula (I.77) es una iso-
metria del espacio dual del espacio de sucesiones {*°(N) sobre el espacio & .

Demostracion.

1) Continuidad fuerte: empecemos verificando que la aplicacién ® envia efectivamente las formas
lineales continuas T' definidas sobre £*°(N) en el espacio & sean pues A, B dos subconjuntos dis-
juntos de N, se tiene entonces 14,5 = 14 + 15, y podemos escribir ®(T)(AU B) = T(1aup) =
T(1la+Ulp)=T(14)+T(1p)=2(T)(A) + ®(T)(B), de donde se obtiene (L4]]).

Veamos ahora que, para una forma lineal continua T € (£*°)’] se tiene | ®(T')||s < +oo. Existe
ay € K de médulo 1 tal que |T'(14,)| = axT(14,) de donde se deduce que |®(T)(Ay)| =
axT(14,), de modo que, por las propiedades de la forma lineal T, se obtiene

DoIRTNAN=T( arlay)

AEA AEA
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En este punto es interesante notar que la sucesién ay1 4, pertenece a ¢(>*(N) y es de norma 1;
esta observacion simple nos permite escribir

12(T)]ls = sup T <Z aﬂ%) <N fleoe -

AEA
Hemos demostrado que ®(T") € & y que se tiene la mayoracion || ®(T")||s < ||T'||soc—Kk-

Sobreyeccién: vamos a mostrar aqui que a todo elemento ¢ € & le corresponde una forma lineal
continua T' € (£°°)’ tal que ®(T') = v; para ello empezamos considerando el espacio vectorial M
generado por el conjunto de funciones 14 en donde A € P(N). Definimos luego una aplicacién
S sobre M de la siguiente manera: S(14) = 9(A). Demos un poco més de detalles sobre esta
construccién. Vemos que todo elemento a € M se escribe como a = » . axl4,, en donde
(Ax)rea es una particién finita de N. Esta descomposicién no es necesariamente tunica, pero es
posible escribir
S(a) = Z Ck)\l/}(A)\).
AEA

En efecto, si se parte de otra particién finita (B;)rcrr se obtiene otra descomposicién, pero
realizando un reparticionamiento mas fino (considerando, por ejemplo, las intersecciones de los
conjuntos que conforman estas dos particiones), se obtiene una descomposicién totalmente equi-
valente.

Una vez que se dispone de esta aplicacion, vamos a verificar que es en realidad una forma lineal
sobre M. Por un lado se tiene que S(Aa) = AS(a) para todo escalar A € K; por otro lado,
si a,b son dos elementos de M, se puede encontrar una particién finita (Ay)rea de P(N) tal
que a = ) yeponla, ¥y b= 5 cpB 14, Esta descomposiciéon nos permite escribir a +n =
Y xealax+B8y)14,, de donde se deduce S(a+0b) = Y 5o (ax+B8r)0(Ax) = S(a)+ S(b), es decir

la linealidad de la aplicacion S.

Para terminar, verifiquemos que esta aplicacién S es una forma lineal continua sobre M: por
definicién de S se tiene [S(a)] < D> °y\cp laal[(Ay)| < rileéiclou\ Y oaen |[W(AN)], vy como |lafjpe =

max|ay| se obtiene que
AEA
1S(a)l < [[¥llellallee

Hemos entonces obtenido una forma lineal continua S de norma inferior o igual a ||¢)|| ¢, aplicando
el teorema de prolongacion de Hahn-Banach, se obtiene de esta manera una forma lineal T,
definida sobre todo el espacio ¢*°(N) y que verifica ||T||jo—x < ||¢|l¢. Finalmente, dado que
T(1a,)=5(1a,) =1(A)), se deduce que ¢ = ®(T).

Isometria: en la primera parte habiamos verificado que || ®(T)||¢ < ||T|l¢~—x y en las lineas
precedentes hemos demostrado la desigualdad ||T||je—x < ||®(T)|ls, de donde se deduce la
isometria entre el espacio (¢*°)" y el espacio &

Se ha demostrado que el espacio dual del espacio de sucesiones (*°(N) es el espacio & |

Observacion 1.44 El espacio (&, || - ||¢) es un espacio de Banach por el Corolario [[4.8], pero no es
un espacio de sucesiones: es un espacio de funciones de conjuntos. Esto muestra, como anunciado, que
no siempre se obtienen espacios duales de misma naturaleza que los espacios iniciales.

Con este resultado hemos terminado nuestros pequeno estudio de realizacion de espacios duales de los
espacios de sucesiones y en los parrafos que siguen estudiaremos a modo de ejemplo, y més concre-
tamente de lo que se ha hecho en las paginas anteriores, las diversas propiedades que se obtienen al
tener diversas topologias sobre todos estos espacios.
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B) Comparacién de topologias, propiedades adicionales y reflexividad

Espacios /P(N) (1 < p < +o0): La primera propiedad que vamos a presentar nos permitird estudiar
de manera més simple y unificada las diversas estructuras topoldgicas de estos espacios . En efecto se
tiene:

Proposicién 1.5.5 Sea 1 < p < +00 un pardmetro real, entonces los espacios (P(N) son espacios
reflexivos.

Prueba. Dado que 1 < p < 400, como los indices p y ¢ son conjugados armonicos, se tiene que
1 < ¢ < +00. La misma demostracion del Teorema [I1.5.2] proporciona el hecho que el espacio dual de
¢9(N) es el espacio (P(N). [

Corolario 1.5.1 Sea 1 < p < 400 un real. El espacio predual del espacio de sucesiones ¢P(N) es el

espacio de sucesiones {4(N) con % + % =1.

Esto tiene como consecuencia inmediata que las topologias débiles y débiles estrella coinciden, de
manera que solo debemos comparar dos estructuras topoldogicas. Empecemos pues con la estructura

1/p
fuerte determinada por la norma |lal|p = <Z|an|p> para todo a = (an)nen € ¢P(N). Una de las

neN
primeras aplicaciones practicas que se deducen de la realizacion del espacio dual de (P(N) estda dada

por la siguiente identidad:

1
, con — + — =1,
p

Z anbn

neN

laller = sup
Ibllea<1

de esta manera se obtiene una segunda caracterizacion de la norma en estos espacios de sucesiones
que puede ser muy util.

Como espacio de Banach, los conceptos de bolas, convergencia, cerradura, acotacion, etc, estan
directamente determinados por la norma || - ||, de manera que no insitiremos demasiado en ellos.

Veamos ahora un primer ejemplo de una sucesiéon que converge débilmente, pero que no converge
fuertemente. Sea (a(™),cy la sucesién de elementos de ?(N), con 1 < p < +oo, a valores reales
definida por a(™ = (0,---,0, 1,1,1 ,0,---). Es inmediato ver que a(®™ € ¢?(N) para todo n € Ny

n,MQ
que esta sucesion no converge fuertemente puesto que se tiene para todo n # m ||a(") —a(™ ller > 1.

Estudiemos lo que sucede al nivel de la convergencia débil. Sabemos que a™ — g si, para toda

forma lineal continua T' € (¢7)" se tiene T(a(™) Nl T'(a); pero, por el Teorema [[L5.2] tenemos

que () = ¢9 con X + 1 = 1, de manera que toda forma lineal T' definida sobre ¢?(N) se escribe
T() = (-, b)ewxea para algun b € £4(N). Podemos entonces escribir este limite como

(n) () B
(@™ b) gp xpa njoo (a,byppxpa < Zaj b; njoo Zajb].
jEN JEN
Por construccién de la sucesion (a™),en vemos que ZjeN agn) bj = by+bpi1+bpi2, pero como b € £4(N)
se tiene que b, +by11+bnt2 —+> 0. Notando que este limite se mantiene para toda sucesién b € ¢4(N),
n—-+0oo
se deduce finalmente que a(™ — 0.

Este pequeno ejemplo ilustra de forma concreta que la nocién de convergencia débil es mucho
menos estricta que la convergencia fuerte.
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Espacio ¢! (N): tenemos aqui la siguiente situacién, por un lado se tiene que (cp) = ¢! y (c)' = £,

y por otro lado que (/1) = ¢ y que (/*) = &, en donde ¢! # &. Esto muestra que el espacio £':
= posee dos espacios preduales,
= 1o es un espacio reflexivo, en particular las topologias débiles y débiles estrella son distintas.

Es por lo tanto necesario mostrar, de forma concreta, la diferencia entre estas dos topologias, para
ello consideraremos la siguiente cadena:

dual dual
co =5 0t 2 g,

En este marco vamos a construir un ejemplo que nos permitira ver claramente las diferencias existentes
entre todas las estructuras topolégicas que aparecen en este caso.

Sea pues la sucesién (a(™),cn determinada por a(™ = (0,--- ,0, (1), 0,---). Se tiene enseguida que
n

a™ € ¢1(N) para todo n € N y que esta sucesién no converge en el sentido de la norma || - ||,1. Veamos

que esta sucesién tampoco converge para la topologia débil que se obtiene de la dualidad ¢! — £°°:

en efecto, si este fuera el caso, se tendria que 7'(a(™) 7 T'(a) para toda forma lineal continua T
n—-+4o0o

definida sobre ¢1(N). Sin embargo, por el Teorema [[L5.3] sabemos que estas formas lineales continuas
pueden ser representadas por medio de sucesiones en el espacio ¢°°(N). Entonces, si consideramos
la sucesién d = ((—1)7)jen € £°(N), se tiene para la forma lineal T; asociada a esta sucesién que,
Ty(a™) = > jeN djag.n) = (—1)™ de manera que no se tiene la convergencia de la cantidad Ty(a(™), y
vemos asi que esta sucesiéon no converge en el sentido de la topologia débil.

Estudiemos ahora lo que sucede en el nivel de la topologia débil estrella dada por la dualidad
co — ¢'. La situacién en este caso es muy diferente pues los elementos de la sucesién (a("))neN son
ahora formas lineales continuas sobre el espacio de sucesiones ¢y(N) y, para saber si esta sucesién de
formas lineales converge, debemos concentrarnos en el corchete de dualidad evaluando estas formas
lineales en puntos del espacio ¢o(N). Sea pues n € Ny sea b = (b;)en una sucesion cualquiera de ¢y(N).

JEN bja§") = bn,

pero como b € ¢y(N), se tiene que b, —+> 0, de donde se deduce que la sucesién (a™),cy tiende
n—-+0o0

Al considerar la forma lineal continua 7)) evaluada sobre b se obtiene T, (b) = >

hacia cero para la topologia débil estrella que resulta de la dualidad co — £1.

Observacion 1.45

1) Este ejemplo muestra que la topologia débil estrella es efectivamente més débil que las dos otras
estructuras topolégicas consideradas sobre el espacio ¢} (N). En efecto, esta sucesién no converge,
ni para la topologia fuerte, ni para la topologia débil, y, para obtener la convergencia, es necesario
debilitar ain més estas estructuras considerando la topologia débil-x.

2) Este mismo ejemplo muestra que la bola unidad (cerrada) del espacio ¢}(N) no es un conjunto
compacto para la topologia fuerte ni para la topologia débil: en efecto no se puede extraer de la
sucesion (a("))neN ninguna subsucesion convergente para estas dos estructuras topolégicas. En
el caso de la topologia fuerte, esto es suficiente para ver que la bola unidad no es compacta -pues
es un espacio métrico- pero, para la topologia débil, es necesario aplicar el Teorema para
usar este argumento y deducir que este conjunto no es débilmente compacto. Si consideramos
en cambio la topologia débil estrella se obtiene, por la teoria desarrollada anteriormente, que la
bola unidad es un conjunto compacto.
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3) Es interesante notar que si se considera la cadena ¢ — ¢! — £>°, entonces el mismo ejemplo
dado en las lineas precedentes tampoco converge para la topologia débil estrella resultante de
la dualidad ¢ — ¢*. Esto muestra que las estructuras débiles estrellas obtenidas de la dualidad
co — ' y ¢ — ¢! no son las mismas.

Este espacio de sucesiones posee propiedades muy especiales. En particular se tiene:

Teorema 1.5.7 (Convergencia fuerte y convergencia débil en (') En el espacio de Banach ¢*(N),
una sucesion (ap)nen converge débilmente si y solo si converge fuertemente.

Demostracion. Sabemos que la convergencia fuerte implica la convergencia débil, de manera que
solo debemos verificar que, en este marco muy especial, la convergencia débil de sucesiones implica la
convergencia fuerte de las mismas.

Sea pues (a,)nen una sucesién de £ (N) que converge débilmente hacia un punto a € £!(N). Como
el espacio £}(N) es separable, se tiene por el Teorema [LZ1 que la bola unidad cerrada del espacio
¢>(N), que notaremos By, es metrizable. Sea ahora a,b dos elementos de /!(N) y sea ¢ > 0, se tiene
entonces que el conjunto {T' € By : |T(a) — T(b)| < €/3} es un conjunto cerrado para la topologia
débil-* de ¢*°(N). Definimos entonces, para m > 1, el conjunto

B = [){T € Be= : [T(an) — T(a)| < ¢/3},

n>m

que es, por lo anterior, débilmente-x cerrado en el espacio £°°(N) para todo m > 1. Ahora, como se

tiene la convergencia débil de la sucesién (a,)nen, entonces para toda forma lineal T' € (1) = (> se

tiene T'(a,) — T'(a), en particular, para todo T' € By tenemos T'(a,) —T(a) —> 0. Fijemos
n——+0o00 n——+0o00

€ >0y seaT € By, existe entonces m € N tal que, para todo n > m, |T(a,) — T(a)| < ¢/3 y, por lo
tanto, se deduce de esto que T € B,,,. De esta manera obtenemos que

By = U Bin.

m>1

Dado que el conjunto By~ es un espacio métrico compacto, usando el Teorema [[.3.1] de Baire y la
(o]

descomposicién anterior del conjunto Bye, vemos que existe my € N tal que B, # 0, en donde se
considera la apertura y cerradura en el sentido de la topologia débil-x de By~. Como este conjunto

o —
B, es débilmente-x cerrado, se deduce que B,,, # 0. Esto nos permite escoger Ty € By, b', ..., bk

elementos de /1(N) y 7 > 0 tales que
Vi (T, 1,7) 0 B = {T € C(N) < (T = To)(89)| < 7} (1 Bie C B,

Mostremos ahora que, en vez de tomar cualquier elementos (b');<;<x € ¢}(N), podemos fijar elementos

de la base candnica de sucesiones. Sea pues k € N tal que Z;':O,’;_H 0| <T/4yseaT e By, si

-
2(méx{||billp :i=1,... k} + 1)

(T —To)(e)l <6 =

cont=1,..,K;

entonces
(T =To)B)l < | ((T); = (To)y) | <D NT); = (To)s 1051 + (ITllewe + 1T0);] D 1051
=0 j=0 j=rtl
+o0o

IN

; T , ; T
J E% Bl + 5 < 0 mdx ¥lla + 5 <7
J:
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Con esto hemos probado que existe kK € N y § > 0 tales que
Vax(Th, €",0) N By C Vax (To, bi, )N Egoo, cont=1,..,K.

Volvamos a nuestra sucesién (a, )nen € £1(N). Dado que a,, — a, entonces se tiene, para todo k € N,
que 7 (a,) — mk(a) en donde las aplicaciones (7 )ren son las proyecciones canénicas: dicho de otra
manera, la convergencia débil implica la convergencia puntual de las coordenadas de las sucesiones
an. Entonces existe un entero m > myg tal que Y ;_; |an(k) — a(k)| < ¢/3, para todo n > m. Entonces
tenemos

+00 K +o0
lan —alln =3 laa(k) — k) = 3 Jan(k) —alk) + S lan(k) — a(k)]
k=0 k=0 k=r+1
K “+oo
= > lan(k) —alk) = > (To)rlan(k) — a(k)|
k=0 k=r+1
+o0o +oo
+ D lan(k) —a(k)| + Y (To)elan(k) - a(k)|
k=r-+1 k=r+1
< 23 (k) — a(k)| + [ T(an —a), (1.50)

en donde T' € £ estd determinado por ((Tp)1, ..., (To)w, sgn(an(k + 1 — a(k + 1)), ...) € Byee; pero
(T —To)(e,) =0 para ¢ =1, ..., K, y por lo tanto

T € Vgu(Tp, €', 6) N Byso C Bpy C B, para todo n > my.

De esto se obtiene que |T'(a, — a)| < €¢/3 para todo n > mg, de donde se deduce, volviendo a (L.50)
que, para todo n > méax(m,my):

lan —alln < 2€/3+¢€/3=¢
es decir que la sucesién (a,)nen converge fuertemente hacia a en ¢1(N). [

Observacion 1.46

1) Como el espacio ¢!(N) es de dimensién infinita, sabemos que las topologias fuertes y débiles son
distintas. Este resultado no es una contradiccién con este hecho pues nos dice que la convergencia
de sucesiones coincide para la topologia fuerte y la topologia débil de ¢! (N), lo cual es una nocién
méas débil.

2) Se dice de un espacio topolégico normado que posee la propiedad de Schm@ si la convergencia
débil de sucesiones implica la convergencia fuerte de sucesiones. Se tiene entonces que el espacio
?}(N) posee la propiedad de Schur.

3) Sil < p < +oo, entonces ¢P(N) posee la propiedad de Schur si y solo si p = 1.

Espacio cg(N): por los resultados de las paginas anteriores tenemos que (cg)’ = ¢! y (¢1) = £
pero como ¢y # £°° vemos directamente que el espacio ¢y(N) no es reflexivo.

Como habfamos mencionado en las pdginas precedentes; en la figura [[.7] la situacién que procura
el mayor nimero de propiedades estd dada por la parte central. Es por esta razén que es interesante
investigar si el espacio de sucesiones ¢o(N) dispone de un espacio predual. En este sentido tenemos el
siguiente resultado.

301gsai Schur (1875-1941), matemdtico alemén.
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Proposicién 1.5.6 El espacio de sucesiones co(N) no dispone de un espacio predual.

Prueba. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar sucesiones a valores reales. Para la demos-
tracién de esta proposicén vamos a usar el Corolario [L4T2] pagina 82y verificaremos que el conjunto
extremal de la bola unidad B, = {a € ¢y(N) : |la||g= < 1} es vacio. Para empezar, recordamos, usando
la observacion [L43], que el conjunto extremal £(Bg,) estd contenido en el borde; Es decir que se tiene

€(Bey) € {a € B, : [lalle~ = 1}

Sea ahora b un punto de £(B,), como b € ¢y(N) entonces existe k& € N tal que |b;| < 1. Definimos
a > 0 de tal forma que |by| + o < 1, de esta manera se tiene que by + o« < 1y —1 < b — a. A partir
de esto definimos dos sucesiones ¢ = (¢, )nen ¥ d = (dn)nen escribiendo ¢, = d,, = b, para todo n # k
v ¢ = by + a y di = by — « sino. Con esta construccién vemos que los puntos ¢ y d pertenecen a la
frontera 0B,,, y vemos ademas que se tiene b = %i, de manera que el punto b no puede ser extremal:
es decir que el conjunto de puntos extremales de la bola unidad es vacio de donde se deduce que el

espacio de sucesiones ¢y(N) no dispone de un espacio predual. |

Ese resultado muestra que sobre este espacio no se dispone de una estructura topolégica débil
estrella, de manera que no se tienen todas las propiedades interesantes que ofrece esta topologia.

Indiquemos que se puede dar una caracterizacién que puede resultar 1til de la convergencia débil
que resulta de la dualidad co — '

Proposicién 1.5.7 Sea (a(™),en una sucesion de elementos de co(N). Entonces a(™ —+> a débil-
n—-+0o0

mente en co(N) si y solo si la sucesion (a™),en es fuertemente acotada en co(N) y si se tiene la

convergencia puntual m(a™) " mr(a) para todo k € N; en donde m, : co(N) — K son las
n——+0o0

Proyecciones canonicas.

Prueba. Empecemos suponiendo que a(™) —+> a débilmente en ¢p(N). Dado que, a partir de esto se
n——+0o0
tiene que a™ — q — 0, podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que a(™ — 0. Como se tiene la

convergencia débil, entonces, para toda forma lineal continua T € (cy) se tiene T'(a(™) =7 7(0).
n—-+00

Ademas, por la continuidad de T se tiene |T(a™)] < [|a™| g0 | T || co K-

Notamos ademds que las proyecciones candnicas 7y : ¢o(IN) — K son formas lineales continuas de
manera que se tiene 7 (a(™) — 0 para todo k € N.
n—+o0o

Reciprocamente, sea (a(™),cy una sucesién acotada tal que 7 (a(™) = 0 para todo k € N.
n—-+00

Sea T € (¢p)' una forma lineal continua cualquiera, que puede representarse como T'(a) = > jeN a;b;
con a = (aj)jen € co(N) y b = (bj)jen € ¢1(N). Volviendo a nuestra sucesion (a™),en, se tiene

entonces que para todo € > 0 existe N. € N tal que Z ]b | < 557 en donde hemos ﬁjado M =
1 4 sup||a(™ ||ge. Puesto que se tiene my(al™) - 0 para todo ke N podemos escribir |71 (a(™)] <
neN n——+00
€ (n) S S
2(1+Z§V:€O)bj"”’|7TN€(a )| < 2(1+Z 3 . Entonces
Ne Too
T@™)] = D bym@™)] < D billmi@) + D fbllms ™))
neN J=0 J=Nc+1
N

b, € €
+ bjllla™ ]l < = + = =€
22(1+Z§V€o!bﬂ) Z 2 2

§=0 j=N+1
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De donde se deduce que T(a(")) — 0y por lo tanto que ™ — 0. m

n—-+o0o n—-+o0o

Espacio ¢(N): la situacién de este espacio de sucesiones es muy similar a la del espacio ¢y(N). Se
dispone de la cadena

dual dual
[ Yy WA

de manera que este espacio no es reflexivo: por el momento solo se dispone de la topologia fuerte dada
por la norma || - [[¢~ y de la topologfa débil que se deduce de la dualidad ¢ — ¢*. Evidentemente estas
dos estructuras son diferentes, como el lector puede darse cuenta adaptando uno de los ejemplos dado
en las lineas anteriores.

Nos concentramos ahora en estudiar si el espacio ¢(N) es un espacio dual. En este caso vemos
que no serd posible aplicar directamente el criterio dado en el Corolario en efecto, el punto
(1,1,1....) es un punto extremal de la bola unidad cerrada B, de ¢(N) y verificar que B, # ¢o(&(B..))
es una tarea delicada. Vamos por lo tanto a seguir una via distinta para mostrar que ¢(N) no es un
espacio dual. Para ello necesitaremos la siguiente observacion:

Lema 1.5.1 El espacio ¢(N) contiene isomdrficamente al espacio co(N)

Prueba. La verificacién es directa: sabemos que ¢o(N) € ¢(N) y que estos dos espacios estan dotados
de la misma norma || - ||g; de manera que la aplicacién identidad Id : ¢y(N) — ¢(N) basta para
obtener el isomorfismo. |

Proposicién 1.5.8 El espacio de sucesiones ¢(N) no dispone de un espacio predual.

Prueba. Por falta de espacio, y dado que este capitulo no es més que una corta introduccién, no
daremos todos los detalles de la demostracion de esta proposicién. Indicamos solamente que se tiene
el hecho siguiente: Si un espacio de Banach separable E contiene isomdrficamente al espacio cy(N),
entonces este espacio E no posee un espacio predual. La verificacién de este hecho puede encontrarse
en [?]. Una vez que suponemos esto, como el espacio ¢(N) es separable, basta aplicar el Lema [[5.1]
para concluir. |

Espacio ¢>°(N): en este caso se tiene

dual dual
fluafoouaé",

es por lo tanto inmediato que este espacio de sucesiones £*°(N) no es reflexivo. Sin embargo, al ser ¢! (N)
su espacio predual -que es un espacio separable- se obtienen cierto tipo de propiedades interesantes,
principalmente porque la topologia débil estrella puede ser usada conjuntamente con esta propiedad de
separabilidad. Asf se obtiene, por ejemplo, que la bola unidad cerrada By = {a € £*°(N) : ||al[¢~ < 1}
es un conjunto compacto y metrizable para la topologia débil estrella que resulta de la dualidad £* —¢°.

Resumen

Este capitulo no es mas que una pequenisima introduccion al andlisis funcional y nos hemos limitado
a dos temas muy precisos que son los teoremas clasicos del andlisis funcional y las topologias débiles.
Sin embargo, y a pesar de haber tratado solo una fracciéon de esta teoria matematica, es necesario
recopilar algunos resultados:
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. Para las aplicaciones lineales continuas T : (E,| - ||[g) — (F,|| - ||r) se tiene la equivalencia
entre:

= Continuidad en un punto
= Uniforme continuidad
= Lipschitz-continua.

. El teorema de Hahn-Banach, en sus versiones analitica y geométrica poseen una multitud de
aplicaciones:

» a las normas de las aplicaciones lineales (corolarios [L21]y [.2.2))
» a la separacién de conjuntos convexos (teorema [[.2.4))
» al estudio de la densidad de subconjuntos (Corolario [L2.6])

. Las aplicaciones del lema de Baire son cldsicas y su uso es imprescindible:

= ¢e] teorema de la aplicacion abierta
= el teorema del grafo cerrado

= ¢l principio de acotacién uniforme.
. Las diversas estructuras topoldgicas que se obtienen sobre un espacio puesto en dualidad.

= en dimensién infinita, la topologia débil nunca es metrizable. Sin embargo la nocién de
compacidad y de compacidad secuencial coinciden (Teorema [[LZ.I6]).

= la bola unidad cerrada By de un espacio de Banach F nunca es compacta para la topologfa
fuerte. Tampoco lo es necesariamente para la topologia débil.

= Si un espacio de Banach posee un espacio predual, su bola unidad cerrada es compacta
para la topologia débil estrella y este conjunto es metrizable (Teorema [[LA5] y [L4.7).

» Un espacio de Banach E se inyecta por medio de la aplicacién canfionica _# en un subcon-
junto de su espacio bidual E”.

= Si un espacio de Banach es reflexivo, entonces la topologia débil coincide con la topologia
débil estrella.

» La hipétesis de separabilidad es importante para muchos resultados (Teorema [L4.7 y
L4.10).

Sintesis de resultados sobre los espacios de sucesiones

Espacio predual Espacio E Espacio dual E’ | Reflexivo
4(N) (P(N) 4(N) Si
con%—l—%:l con 1 <p< 4o con%—l—%:l
co(N), ¢(N) H(N) > (N) No
No co(N) /H(N) No
No c(N) (Y(N) No
/H(N) (>=(N) & No
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1.6. Ejercicios

Ejercicio 1.1 En este ejercicio vamos a ver que las nociones de acotacion en el sentido métrico y de
acotacion en el sentido de los espacios vectoriales topoldgicos son distintas

1. Consideremos R dotado de la topologia inducida por la norma usual |-|. Notaremos este conjunto
por (R, T). Sea ahora R dotado de la distancia d(z,y) = | arctan(x) — arctan(y)|.

a) Mostrar que d es una distancia sobre R.

b) Dar ejemplos de subconjuntos de R que son acotados en el sentido de la distancia d, pero
que no son acotados en el sentido de la Definicion[I.1.9 en el espacio topolégico (R, T).

2. Mostrar que si la estructura de espacio topoldogico vectorial es engendrada por una distancia
homogéne (como es el caso de una distancia inducida por una norma) entonces las nociones
de acotacion en el sentido métrico y en el sentido de la Definicion [L.1.9 coinciden.

Ejercicio 1.2 Dar ejemplos de aplicaciones en donde no se tienen las implicaciones del Teorema
[LT2. Para ello considerar por ejemplo

1. una aplicacion discontinua en el origen, pero continua en el resto de su dominio de definicion,
2. una aplicacion que es continua, pero que no es uniformemente continua,
3. una aplicacion que es continua, pero que no es lipschitziana.

¢Los ejemplos producidos, son aplicaciones lineales?

Ejercicio 1.3 Consideremos el espacio vectorial real E = C([0,1],R), formado por las aplicaciones
continuas definidas sobre [0,1] a valores en R y dotado de la norma

| loe: B — [0, +o0]
Fo flle = sup |f(a)].

z€[0,1]
1. Definimos la aplicacion T por

T:-F — R
1/2 1
fo— T(f)= f(@)dz — [ f(z)dz.

0 1/2

Mostrar que T es una aplicacion lineal.
2. Mostrar que para todo elemento f de E se tiene |T(f)] < || f|loo-
3. Sea (fn)n>2 una sucesion de funciones definidas de la siguiente forma:

fn:[o’l] — R
1 s10<z<

N[
|
3=

-
|
3=
A
8
IN
[N
+
S|

|
—_
&
N[
+
3=
IN
8
IN
—_

Verificar que (fn)n>2 €s una sucesion de elementos de E.

31Recuérdese que una distancia homogénea sobre un e.v.t. E verifica la identidad d(ax,ay) = |a|d(z,y) para todo
z,y € E'ytodoaekK
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4. Mostrar que se tiene, para todo n > 2, || fulloc = 1.
5. Demostrar que T(f,) =1 — L y verificar que |T||p—r = 1.

6. El objetivo de las siguientes preguntas es mostrar que no existe un elemento f € E tal que
Iflloc =1 y tal que |T(f)| = 1. Vamos a proceder por el absurdo.

a) Sea f € E tal que || f|loo = 1. Mostrar que las aplicaciones g(x) = 1— f(z) y h(z) = 1+ f(x)
son continuas y positivas sobre los segmentos [0,1/2] y [1/2,1].

b) Verificar que se tiene la expresion

1/2 1
1-T(f) = /0 g(z)dx + /1/2 h(x)dx

c¢) Deducir que 1 —T(f) >0y que 1 +T(f) > 0.

d) Mostrar que la norma |T||g—r = 1 no es alcanzada sobre la esfera unidad del espacio
vectorial normado (E, || - ||ec)-

Ejercicio 1.4

1. Mostrar que la unica aplicacion que es lineal y multilineal al mismo tiempo es la aplicacion
idénticamente nula.

2. Sean (E;)i<i<n espacios localmente convezros de dimension finita y F' un espacio localmente
convezo. Mostrar que toda aplicacion multilineal M : [[}'_; E; — F es continua.

Ejercicio 1.5 (Célculo de normas de Aplicaciones lineales)
1. Sea (bp)nen € €2°(N) y sea T : £1(N) — C([0,1],R) una aplicacion definida por T(a)(x) =
JrZooanbna:”, para todo x € [0,1] y toda sucesion (a,)nen € £H(N).
n=0
a) Mostrar que T estd bien definida, es lineal y continua

b) Mostrar que ||T ||y _c = supl|by|.
n>0

2. 8ea 1 < p< 400y seaT : £*N) — LP([0,1],dz) una aplicacion dada por T(b)(x) =
400

an]l[%m (@), para todo b= (bp)nen y todo x € [0,1].

on—1

n=1
a) Mostrar que T' estd bien definida,

b) Verificar que T es lineal, continua y calcular su norma.
Ejercicio 1.6 (Isometria) Sea 1 < p < 400 y sea T : P(N) — LP([0,+oc[,dx) una aplicacion
determinada por T(a)(x) = fan]l[nl,n[(x) para toda sucesion a = (a;)jen € P(N) y todo x €
[0, 4+00[. Mostrar que T es unZ:z'lsometrz’a.

Ejercicio 1.7 (Prolongaciones de Hahn-Banach)

1. Sea A = {(z,y) € R?: 2z —y =0} y sea f : A — R una aplicacién definida por f(z,y) = .
Mostrar que g : R? — R determinada por g(z,y) = x/5 + 2/5y es la tinica extension que
mantiene la norma de f a todo el espacio R? dotado de su métrica euclidea.
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2. Sea 1 <p < +oo y sea a € K un escalar fijo. Definimos el conjunto A = {(x1,0) : z1 € K} C K?
y consideramos la aplicacion f : (A, - |l,) — K determinada por f(x) = ax;. Verificar que f
es una aplicacion lineal y continua y mostrar que las prolongaciones de Hahn-Banach f son:

w para p = 1: T(x1,22) = axy + Pxa, para todo x1,x9 € K con |5 < |a|. Observar que hay
entonces una infinidad de posibles extensiones.

» para 1 < p < +oo: T(x1,22) = ary, para todo x1, x4 € K.

Ejercicio 1.8 (Subespacios Densos)
+oo
1. Definimos A = {(xy)nen € P(N) : an = 0}. Mostrar que A C (P(N) es un subespacio denso.
n=0

2. Sea (an)nen una sucesion de escalares tal que |ay| > 0 para todo n € N y sea 1 < p < 400.

Encontrar una condicion necesaria y suficiente en esta sucesion para que el subespacio A =
—+00

{(zn)nen € P(N) : Zanxn =0} sea denso en (P(N).

n=1

Indicacion: A es denso en (P(N) <= (an)nen ¢ (4(N).

Ejercicio 1.9 (Suplementarios) Sean E un espacio de Banach y E1 y Es dos subespacios vectoria-
les cerrados de E tales que

EiNEy,={0} y FE=E+ Es,

es decir que E1 y Fo son suplementarios algébricos. El objetivo de este ejercicio es mostrar que en es-
te caso, E1 y Ey son suplementarios topoldgicos: es decir que las proyecciones asociadas son continuas.

Para ello, sequir los siguientes pasos.

1. Verificar que la aplicacion
(@1, z2)ll = llz1llEy + |22l 2

es una norma sobre B X Es.
2. Mostrar que E1 X Ey es un espacio normado completo.

3. Mostrar que la aplicacion

T1E1XE2 — F

(x1,m2) — 1+ X2
es una aplicacion lineal biyectiva continua.

4. Utilizar el teorema del isomorfismo de Banach (Corolario[1.32) para deducir que las aplicaciones
w1 E1 X B — Ey ymo: By X By — Fo son continuas.

Ejercicio 1.10 Considerar el espacio

A= {éane(n) ‘keN a, >o} c *(N)

en donde (e(n))nen es la base candnica de £*(N). Si definimos B = —A mostrar que:

1. A y B son dos conjuntos disjuntos.
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2. A y B son conjuntos converos.
3. Verificar que para toda forma lineal T € (¢2)\ {0}, se tiene T(A) = T(B) = R.
4. sQué se puede deducir de esto?

Ejercicio 1.11 (Cerraduras)
1. Verificar que ¢P(N) C c¢o(N), que ¢P(N) # ¢o(N) para todo 1 < p < +o0.
2. Encontrar la cerradura de co(N) en ¢(N) y en £>°(N).

3. Encontrar la cerradura de (P(N) en £>°(N).

Ejercicio 1.12 Sea ¢ € C([0,1],R) y sea A= {fy: f € C([0,1],R)}.

1. Considerar la aplicacion T : C([0,1],R) — C([0,1],R) definida por T'(f) = fe. Mostrar que T
es una aplicacion lineal continua.

2. Dar una condicion sobre la funcion ¢ para que T sea una aplicacion sobreyectiva.

3. Mostrar que A es un conjunto magro si y solo si existe x € [0,1] tal que p(z) = 0.

Ejercicio 1.13 (Espacios de sucesiones con peso) Sea w = (wp)nen una sucesion de reales es-

trictamente positivos tales que wy, —4>_0. Para todo 1 < p < 400, definimos los espacios de sucesiones
n—-+00

con peso w por:

P (N) = {a = (an)nen : [lafle < +o0},

1
en donde ||al|p = (Z|an|pwn) /7,
neN

1. Mostrar que el espacio ((5(N), || - ||») es un espacio de Banach.

2. Sea (X, o, 1) un espacio medido con p una medida positiva finita. Suponiendo que existe un recu-
brimiento de X por medio de conjuntos dos a dos disjuntos (Ap)nen C o tales que wy, = u(Ay),
mostrar que para todo 1 < p < q < 400 no se puede tener la identificacion LP(X,du) =
LU X, du).

Proceder por el absurdo: suponer que LP(X,du) = LY9(X,dp) y utilizar para ello el hecho que la
aplicacion inclusion i : (4,(N) — (L(N) seria entonces una aplicacion lineal continua.
Para ello sequir las siguientes etapas:

a) Mostrar que la aplicacion i : £,(N) — ¢4,(N) estd bien definida y es lineal.

b) Utilizando el teorema del grafo cerrado, obtener una contradiccion.

Ejercicio 1.14 (Grafo Cerrado y una aplicacién que no es continua) Sea E = C'([0,1],R) el
conjunto formado por todas las funciones de clase C' dotado de la norma de la convergencia uniforme
del espacio C([0,1],R) y consideremos el operador D : (C*([0,1],R), || - [oc) — (C([0,1],R), || - [lo0)
definido por D(f) = f.

1. Mostrar que D es un operador lineal.
2. Verificar que su grafo es cerrado.

3. etem Considerando las funciones fn(x) = ™ definidas sobre [0,1], demostrar que el operador D
no es un operador continuo.
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4. sHay una contradiccion con el teorema del grafo cerrado?

Ejercicio 1.15 Sea (an)nen una sucesion de reales tal que para toda sucesion (by)nen € co(N) se
tiene que el producto (anby)nen pertenece al espacio co(N).

1. Sea la aplicacion T : c¢o(N) — ¢o(N) definida por T(b,) = anb, y sea T, : co(N) — ¢o(N) una
aplicacion dada por T, (bg,b1,...) = (agbo, ..., anby,0,0,...). Mostrar que T,, estd bien definida, y
que es una aplicacion lineal continua.

2. Verificar que || Ty|co—co = méx(|aol, ..., |an]).

3. Verificar que se tiene ||T,,(b) — T(b)||cc = sup |axby| y deducir que T,, — T.
k>n+1

n—-+4o0o

4. Utilizando el Principio de Acotacion Uniforme deducir que sup|a,| < +oo.
neN

Ejercicio 1.16

1. Sea wg € (*(N) y sea (vp)nen € ¢H(N). Mostrar que x, 7 o débilmente-x si y solo si la
n—-+00

sucesion (T, )nen es acotada en £ y si para todo k € N se tiene que m(x,) — mr(z0), en donde
T son las proyecciones canonicas.

2. Sea (an)nen una sucesion a valores reales. Definimos las formas lineales T,, € (o)’ por Ty (2o, vy Tpy-o.) =
anTy para todo (xo, ..., Tp,...) € co(N). Mostrar que la sucesion (T,)nen es débilmente-x conver-
gente si y solo si (ap)nen € €°°. Mostrar que en este caso se tiene T, —+> 0 débilmente-x.
n—-+0oo

Ejercicio 1.17 Sea X un espacio compacto separado. Para todo x € X definimos la funcional de
Dirac por

dz:C(X) — R
[ 6(f)=f(z)
1. Mostrar que 6, € (C(X))" para todo x € X.

2. Mostrar que la aplicacion ¢ : X — (C(X))' determinada por ¢(x) = 6, es continua en la
topologia débil-+ de (C(X))'.

Ejercicio 1.18 Sea (E,||-||g) un espacio de Banach separable. Mostrar que el espacio dual (E', |- || )
es separable.

Indicacion: usando el teorema de Hahn-Banach, construir un subconjunto numerable de E' cuyo con-
junto ortogonal esté reducido al elemento cero.

Ejercicio 1.19 Sea (E,| - ||[g) un espacio de Banach. Mostrar que si E es un espacio reflexivo, en-
tonces toda forma lineal continua definida sobre E realiza su norma en la bola unidad cerrada de E.

La propiedad reciproca, es decir, si toda forma lineal continua definida sobre E realiza su norma
en la bola unidad de E, se conoce como el teorema de James.
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