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Ejercicios Leccion n°2: Herramientas Basicas UPS, julio 2015

Ejercicio 1 —  Espacios de Lebesgue

Sea ¢ :]0, +00[—]0, +00] una funcién definida por

o(z) =L sz €o,1],

d(x) == siz€]l, +ool,

donde a,b € R son dos parametros. Sea 1 < p < +o00. Determinar los valores de a y de b para que se tenga
¢ € L(]0, +o0f).

** Ejercicio 2 —  Medida de la Bola Unidad

Fijemos, para empezar, dos notaciones: designaremos por B" = {z € R" : a:% + -+ 22 < 1} la bola unidad
cerrada de R™ y notaremos v, su volumen. El objetivo de este ejercicio es calcular la medida de la bola unidad

vn:/ 1pn(z)dx.

1.

1

Mostrar que se tiene v, = /

-1 </Rn1 ]]'{If-k'"-‘y-x%gl—xi}(l')d.’ﬁl T dx") de'k
Verificar que /

Rn,lﬂ{x%+"'+x%§1*xi}(:ﬂ)d$1 +++dwy, es la medida de Lebesgue A, de la bola B(0, /1 — 22).

Deducir la identidad
A1 (B0, /1 —22)) = (1 — 22) "D/, .

Obtener la relaciéon de recurrencia

1
vy, = vn—1/ (1—23)" D24y = v, 11,1,
—1

1
en donde hemos notado I, = / (1 — 22)"2dz para todo n > 0.
-1
Calcular Iy y I; y obtener por medio de una integracién por partes que se tiene nl,_o— I, = nl,, y deducir

la férmula I, = I, o paran > 2.

_n_
n+1
Por recurrencia obtener I,,_11,_o = 2% y para n > 3 obtener

27
vp = In_1Ip_ovp o = Zvn72-

A partir de los casos particulares v1 = 2 y v9 = I1v1 = m, deducir los valores

ok 7k
V2k = 77> V2k+1 = .
g G DE-D 1]
Finalmente obtener
7rn/2
Up = n s
r'g+1)

+oo
donde T'(a) = / e~ 't*~1dt para a > 0.
0

Calcular la medida del conjunto B(z,p) = {y € R" : |z —y| < p} donde x € R" y p > 0.



* Ejercicio 3 —  Medida de la Esfera Unidad

Para toda funcién integrable se tiene la formula

- flx)de = /0+°° ( N f(p&)d0(5)> o Ldp

1. Diremos que una funcién f : R” — R es una funcién radial si f(z) = f(|z|) para todo x € R™. Para una
tal funcién demostrar que se tiene la identidad

+oo
f(z)de = sn/ f(p)p™ dp,
Rn 0

en donde hemos notado s, = / do(€) el area (o superficie) de la esfera unidad S™1.
Sn—1

2. Vamos ahora a calcular el drea o superficie s,, de la esfera unidad S*~'. Dado que la funcién indicatriz
ﬂE(o,l) es una funcién radial obtener

Sn

1
v, = 1= T)dr = sn/ gy =22
/Rn B(O,l)( ) 0 p P n

de modo que se tiene s, = nv,.

3. Usando la propiedad I'(a + 1) = oI'(«) valida para todo a > 0, deducir la expresién siguiente

n

212

T(n/2)

Spn =

4. Calcular la medida del conjunto S(x,p) = {y € R": |x — y| = p} donde z € R™ y p > 0.

Ejercicio 4 —  Convolucién

Sea f(x) = 1jg1)(z) calcular fx* f.
2. Qué se puede decir sobre la regularidad de la funcién f * f cuando se la compara con la regularidad de la
funcién f?

3. (Qué se puede decir sobre el soporte de la funcién f * f7

* Ejercicio 5 —  Elemento neutro de la convolucién

El objetivo de este ejercicio es mostrar que el elemento neutro del producto de convolucién no es una funcion
y que es necesario considerar elementos més generales para poder hablar con todo rigor de este objeto.

1. Mostrar que no existe una funcién ¢ en C?(R) (espacio de funciones continuas a soporte compacto) tal que
§* f = f para toda f en CJ(R). Observar que si fuera el caso se tendria la identidad

£(0) = /R f(@)b(~)dz.

Considerar entonces la sucesion de funciones

para obtener una contradiccion.



2. ;Qué sucede si suponemos que § € L'(R)? En este caso considerar la sucesién de funciones f,(z) =

n1_1/n;1/n)(T), para obtener la contradiccién.

Ejercicio 6 —  Regla de la Cadena

Sea f: R x R® — R una funcién regular y definimos para todo s € R la funciéon
o(s) = f(s,sB),

donde B = (By, ..., By) es un vector fijo. Calcular ¢'.

Ejercicio 7 —  Laplaciano y coordenadas polares

Sea f : R?> — R una funcién regular. Considerando el cambio de variables polares
x = pcos(f)
y = psin(0),
dar la expresion del operador Laplaciano en este sistema de coordenadas. Para ello seguir las siguientes etapas:

1. Determinar p en funcién de x,y.
2. Usando el hecho que 6 = arctan(y/x) obtener que
0%f 10f 1 0% f

Af=21 429 .
d 92 " oop T 2 002

Ejercicio 8 —  Divergencia

Verificar el teorema de la divergencia en los siguientes casos:
1. Sea Q el tridangulo de vértices (—1,0), (0,1), (1,0) y sea F(z1,x2) = (z1,x2).

2. Sea Q el cuadrado de vértices (0,0), (0,1), (1,1), (0,1) y sea F(x1,x2) = (x1,z2 + 2).

3. Sea Q= {(z1,72) € R?: 2% + 23 < 1} y sea F(z1,72) = (23, 71).

Ejercicio 9 —  Transformada de Fourier (I)
Calcular las transformadas de Fourier de las funciones siguientes:

1. ¢(x) =e I
2. f(x) = ﬁ, con ¢ > 0. Empezar con el caso ¢ = 1 y calcular la transformada de Fourier inversa de la

funcién anterior.

3. g(x) = e g 0] ().

Ejercicio 10 —  Transformada de Fourier (II)

1. Mostrar que se tiene la identidad f/*\g(f) = f(f) x g(&).
2. Calcular la transformada de Fourier de la funcién f % g donde f(x) = ﬁ y g(z) = ﬁ, con a,b > 0 dos

constantes positivas.



