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Lección n◦1: Controlabilidad de sistemas diferenciales lineales.
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1. La condición de Kalman

En esta lección presentaremos la controlabilidad de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales. En
particular demostraremos el como cierta condición algebraica, llamada condición de Kalman, nos permitirá
responder el problema de controlabilidad.

Sean T > 0, n, m ∈ N, A ∈ C([0, T ],Rn×n) y B ∈ C([0, T ],Rn×m). Dado un y0 ∈ Rn, consideremos un
sistema de ecuaciones diferenciales controlado{

y′(t) = A(t)y +B(t)h, t ∈ [0, T ],

y(0) = y0.
(1)

En (1), dado t ∈ [0, T ], y(t) ∈ Rn es el estado del sistema y h(t) ∈ Rm es la función control. En lo que
sigue definiremos el problema de controlabilidad para el sistema (1).

Definición 1.1 El sistema (1) se dice controlable en un tiempo T > 0, si para cada (y0, yf ) ∈ Rn × Rn,
existe una función h ∈ C([0, T ];Rm) tal que la solución y ∈ C1([0, T ];Rn) del problema de Cauchy (1)
verifica

y(T ) = yf .

Gracias al Teorema de Cauchy-Lipschitz lineal, la existencia y unicidad de la solución a este problema
esta garantizada. Una demostración de este resultado puede ser consultada en el Caṕıtulo 6, Sección 2,
Teorema 1 del libro [2].

1.1. El caso de coeficientes constantes

En esta subsección, supondremos que A(t) y B(t) no dependen del tiempo. Aśı, en lo que sigue consi-
deraremos A ∈ Rn×n y B ∈ Rn×m. Consideremos entonces el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
controlado {

y′ = Ay +Bh, t ∈ [0, T ],

y(0) = y0.
(2)

Para continuar consideremos la siguiente definición.

Definición 1.2 La matriz
K := (B,AB, ..., An−1B) ∈ Rn×nm, (3)

es llamada la matriz de Kalman.
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La celebre condición de Kalman esta dada por el siguiente teorema

Teorema 1.1 El sistema y′ = Ay + Bh es controlable en un tiempo T , si y solamente si, la condición
siguiente se satisface

Ran K = n. (4)

Observación 1.1 Es remarcable el hecho que la controlabilidad del sistema no depende del tiempo T , sino
de una condición algebraica sobre A y B.

Observación 1.2 Si Ran B = n, entonces la condición (4) es verifica de forma automatica, y aśı el sistema
en cuestión es controlable. Esto corresponde al caso donde hay al menos tantos controles como ecuaciones.

En lo que sigue procederemos con la demostración de la condición de Kalman, la cual consta de dos
etapas.

1.1.1. Etapa 1: Controlabilidad ⇔ Continuación única ⇔ Desigualdad de observabilidad.

Dados y0 ∈ Rn y h ∈ C([0, T ];Rm), por la fórmula de Duhamel, la solución de (2) esta dada por

y(T ) = eTAy0 +

∫ T

0
e(T−s)ABh(s)ds.

Es sencillo de ver que la controlabilidad de (2) en el tiempo T , es equivalente a la sobreyectividad de la
transformación lineal

Φ : h ∈ C ([0, T ];Rm) 7→
∫ T

0
e(T−s)ABh(s)ds ∈ Rn.

Si consideramos el hecho que Rn es de dimensión finita y que C([0, T ];Rm) es denso en L2(0, T ;Rm), es
sencillo de ver que la controlabilidad de (2) en el tiempo T es equivalente a la sobreyectividad de la nueva
transformación lineal (la cual seguiremos denotanfo por Φ, por simplicidad)

Φ : h ∈ L2 (0, T ;Rm) 7→
∫ T

0
e(T−s)ABh(s)ds ∈ Rn. (5)

Notemos que (
Im(Φ) = Rn

)
⇔

(
Ker (Φ∗) = {0}

)
, (6)

lo cual a su vez (
Ker (Φ∗) = {0}

)
⇔

(
∃C > 0, ∀φT ∈ Rn, ∥φT ∥Rn ≤ C ∥Φ∗φT ∥L2(0,T ;Rm)

)
. (7)

Además, a partir de (5), un cálculo simple nos da

∀φT ∈ Rn, Φ∗φT = Btre(T−·)Atr
φT ∈ L2 (0, T ;Rm) . (8)

Es decir, hemos deducido que demostrar la controlabilidad de (2) equivale a demostrar el principio de
continuación única

∀φT ∈ Rn,
(
∀s ∈ [0, T ], Btre(T−s)Atr

φT = 0
)
⇒ (φT = 0) , (9)

o de manera equivalente, demostrar la desigualdad de observabilidad: existe un C > 0 tal que

∀φT ∈ Rn, ∥φT ∥Rn ≤ C

(∫ T

0

∥∥∥Btre(T−s)Atr
φT

∥∥∥2
Rm

ds

)1/2

. (10)
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1.1.2. Etapa 2: Continuación única ⇔ Condición de Kalman.

En lo que sigue denotemos por φ(s) = e(T−s)AtrφT . Por analiticidad, tenemos

Btrφ(s) = 0,

si y solo si,

∀k ∈ N,
dk

dsk
φ(s)

∣∣∣∣
s=T

= 0.

Lo anterior es equivalente al hecho que

∀k ∈ N, Btr(Atr)kφT = 0.

Por el Teorema de Cayley-Hamilton, esto es equivalente a(
Btr, BtrAtr, ..., Btr(Atr)n−1

)
φT = 0.

De este modo, hemos probado que
(9) ⇔ ker(K∗) = {0},

y asi
(9) ⇔ Ran K = n,

donde K es la matriz de Kalman anteriormente definida.
De este modo concluimos la demostración.

Observación 1.3 En la demostración precedente, los concdeptos de continuación única e inegualdad de
observabilids son equivalentes. Este fenomeno en particular se desprende del hecho que estamos trabajando
en dimensión finita. Siendo mas precisos, se deduce del hecho que las normas son equivalentes en dimensión
finita.

1.1.3. Demostración bajo la forma de Brunovski

Supongamos en primera instancia que la condición de Kalman se verifica. Demostraremos que el sistema
y′ = Ay+Bh es controlable en el tiempo T . Por simplicidad supongamos que m = 1. Por reversibilidad del
sistema (1), y sin perdida de generalidad, supongamos que yf = 0.

Por el Teorema de Cayley-Hamilton, sabesmo que pA(A) = 0, donde pA denota el polinomio caracteristico
de A. Aśı, se deduce que existen coeficientes c0, ..., cn−1 tales que

An = C0I0 + C1A+ ·+ cn−1A
n−1.

Por hipotesis, la matriz de Kalman K ∈ Rn×n es invertible. Denotemos por

Â :=



0 . . . . . . 0 c0

1 0 . . .
... c1

0
. . .

. . .
... c2

...
. . .

. . . 0
...

0 . . . 0 1 cn−1


y

B̂ :=


1
0
...
0

 .

Entonces se verifica que

AK = KÂ et B = KB̂, i.e. Â = K−1AK et B̂ = K−1B.
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De este modo, considerando y = Kz, se tiene

z′ = Âz + B̂h. (11)

Aśı, hemos transformado el sistema (1) en el sistema (11) donde la matriz Â es una matriz companera y B̂
es el primer vector de la base canonica, es decir

z′1 = c0zn + h

z′2 = z1 + c1zn

...

z′n = zn−1 + cn−1zn.

Esta estructura es llamada generalmente sistema cascada. El punto importante es los terminos bajo la
diagonal de Â no se anulan, y por tanto se va dando el acoplamiento. Intuitivamente, la función h va a
controlar la primera componente z1 gracias a la primera ecuación, la cual va a controlar z2 gracias a la
segunda ecuación (y al termino de acomplamiento z1), y de este modo sigue se va a llegar a hecho que zn−1

va a controlar zn al considerar la última ecuación.
Pasemos ahora a la construcción explicita del control h:

Definamos por z a la solución libre del sistema (11), es decir el sistema con z0 = K−1y0 y h = 0.

Consideremos una función de truncamiento ν ∈ C∞([0, T ]; [0, 1]) de la siguiente manera

ν =

{
1 sobre [0, T/3],

0 sobre [2T/3, T ].

Empezamos eligiendo
zn(t) := ν(t)zn(t).

Luego, al considerar la última ecuación de (11), definimos

zn−1 = z′n − cn−1zn(t),

y aśı
zi(t) := z′i+1 − cizn(t),

para cada i entre n− 2 y 1.

La primera ecuación de (11) nos sugiere entonces de poner

h(t) = z′1 − c0zn(t).

Por tanto, por construcción z es solución del sistema (11) con el control h definido precedentemente.
Entonces, es suficiente de verificar por recurrencia decendente que para cada k ∈ {1, ..., n} se tiene

zk = zk sobre [0, T/3],

y
zk = 0 sobre [2T/3, T ].

Esto completa la demostración ya que
z(0) = z(0) = K−1y0

y
z(T ) = 0.
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1.2. El caso de coeficientes variables

En este subsección, supondremos que A y B son de clase C∞[0, T ].
Definamos por recurrencia sobre el ı́ndice i, la sucesión {Bi}i∈N ⊂ C∞([0, T ];Rn×m) de la siguiente

manera, para cada t ∈ [0, T ], definimos
B0(t) := B(t), (12)

y
Bi(t) := B′

i−1(t)−A(t)Bi−1(t). (13)

El siguiente resultado es una condición de Kalman generalizada

Teorema 1.2 Supongamos que

Ran
(
B0(t), B1(t), ..., Bn−1(t)

)
= n, ∀t ∈ [0, T ]. (14)

Entonces, el sistema
y′ = A(t)y +B(t)h

es controlable en el tiempo T .

Observación 1.4 En el caso cuando A y B son matrices constantes, se tiene que para cada i,

Bi = (−1)iAiB,

con la misma definición que en (12)-(13). De este modo, el Teorema 1.2 permite encontrar la condición
suficiente de controlabilidad del Teorema 1.1.

Para una demostración del Teorema 1.2 recomendamos ver el Teorema 1.18 del libro [1].
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