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Leccién n°4: Problema de controlabilidad de frontera para la ecuacién de ondas II.
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1. La desigualdad inversa
Consideremos un punto g € R", definamos
m(@) =z —x0 y k(@)= |mlre@)-
Para continuar, dividamos I" en las siguientes partes

[(zg) ={z €l'; m(x)v(z)> 0},

Li(zo) ={z €'; m(z)v(z) <0}
Ademads consideremos
Y(xo) =T(20)x]0,T[ v Eu(wo) =Tu(x0)x]0,TT.
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Figura 1: Idea grafica de I'(xo) y T« (o).
Por tltumo, consideremos la ecuacién homogenea
O — Ap =0 en )
$p=0 sobre X (1)
$(0) = ¢% 96(0) = ¢".

Teorema 1.1 Sean T > 2R(x¢). Entonces, para cada solucion de (1) con datos iniciales ¢° € HL(Q) y
o' € L?(), la siguiente estimacion sigue
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Antes de proceder con la demostracién del teorema recordemos el siguiente lema.

Lema 1.1 Sea g(z) € (C* (@))n Entonces, para cada solucion de (1) con datos iniciales (6°,60') € D(Q) x
D(Q) y f € D(Q), se tiene
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Demostracién 1.1 (Del Teorema) Al aplicar la identidad (3) con f =0, 6 = ¢ yq(x) =m(z) =z —x0

se obtiene T 9612
[omewe] +5 [[o7+ (1=5)| 1vor = 5 [0 |52
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Por otro lado, se tiene

5 L 1of e+ (1=5) [ iwer =5 [ (10 +1v6r) + 252 [ (19 - 99F)

= 1B+ "5 [ (19 - 19or)
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pues la energia
1 /
B0 = 5 [ (|¢/@nf +96(e.0F) do

se conserva a lo largo de la trayectoria, es decir
E(t)=Ey, Vte[0,T].

Multiplicando la ecuacion por ¢ e integrando por partes obtememos

Joel, = [ (e =1ver). (6)

Esta dltima identidad se conoce como la formula de equirelacion de la energia.
Combinando las ecuaciones (4), (5) y (6) se deduce
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X)) +TEy < —2 | d¥
) +TEy < 5 /E(IO) 5 d
donde )
X0 = [ ¢t) (mo) Vota,) + "5 o(at) ) @
Q
Asi, debemos ahora demostrar
I2(-) | Lojo, 71 < R(z0) Eo. (8)

En orden de simplificar la notacion omitiremos que X depende del tiempo t. Tenemos
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Ademds, se tiene
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se deduce
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Considerando las ecuaciones (9) y (11) obtenemos
O [ 2 B2 2
ol <5 [l + =5 [ vl (12)

de donde podemos deducir (8) al escoger 6 = R(xg).
Con esto concluimos la demostracion.

2. El resultado principal

Teorema 2.1 Sean g € R™ y T > 2R(wg). Entonces, para cada par de datos iniciales 20 € L*(Q2) e
yt € H71(Q), existe un control v € L?(X(x0)) tal que la solucion de

3tty - Ay =0 en Q
v en g,

y = (13)
0 en Y. (xo)

y(xa 0) = yo(x)ﬂ 8ty(CU, 0) = yl(x)a

Demostraciéon 2.1 FEl resultado sigue de la aplicacion del método HUM desarrollado en la seccion que
trataba la desigualdad directa y de los Teoremas 1 y 2.

En efecto, al aplicar el Teorema 1 con f =0 y 60 = ¢, y considerando el Teorema 2 deducimos que si
T > 2R(xg) se verifica

E.=E(t)+ 5/ yOpydzx,
Q
lo cual implica que
F = H}(Q) x L*(Q),
F' = H Q) x L*(Q).

Con esto concluimos esta demostracion.



3. Soluciones débiles de la ecuacion de ondas con condiciones de con-
torno no homogéneas

En lo que sigue estudiaremos la existencia, unicidad y regularidad de las soluciones del sistema
Oy — Ay =0 en
Y= en X (14)
y(0) =4°, y(0) = y'.

Teorema 3.1 Para cada par de datos iniciales 2° € L*(Q) e y! € H~Y(Q), y cada condicién de contorno
v € LA(D), existe un control v € L*(X(xg)) tal que la solucién de (14) en

y e C([0,T); L*())nC* ([0,T); H (). (15)

Ademds, la aplicacion (y°,y*,v) — (y,0uy) es lineal y continua de L*(Q) x H Q) x L*(X) en
C([0,T); L*(2) x C([0,T); H~1(2))), es decir, para cada T > 0 existe una constante C(T) > 0 tal que

1yl Lo 0.1:220)) + 10l oo (0,7, 1-1(2)) < C(T {Hy 2 @ vl 1) T vl p2(s } (16)

Antes de continuar consideremos el siguiente lema.

Lema 3.1 Para cada T > 0, existe C(T') > 0 tal que

|

%
ov

< Clgll Q) (17)
L) LY(0,T;H ()

Demostracién 3.1 (del teorema) FEstudiaremos el caso cuando v # 0. Por la linealidad del problema
basta considerar el caso en que
W=y =0

La solucion del sistema
Oy — Ay =0 en Q

Y= en % (18)
y(0) = dyy(0) = 0.

se define por el método de la transposicion.
Sea 6 una solucion de la ecuacion

8&9 — Af = f en Q
0=0 en X (19)
0(T) = 0,0(T) = 0.

donde f € L*(0,T; L?(12)).
Al multiplicar formalmente la ecuacion (18) por 6 e integrando por partes obtenemos

/yf /vdZ (20)

Consideremos a (20) como la formulaci—adn débil de (18). Es decir, diremos que y es solucion de (18)
si y solo si verifica (20) para cada f € L'(0,T; L*()).
Gracias a la reversibilidad de la ecuacion de ondas con respecto a la variable temporal tenemos

00
‘/ ’Udz‘ < HU”L2(E)) Hal/

< Clllzesy 1l 0,7:02(02)) - (21)
L3(%)




Desde (21) se deduce que la aplicacion
f— / v%
O v

es lineal y continua de L'(0,T; L?(Q)) — R. Por tanto, se deduce que existe un tinico y € L*(0,T; L*(Q))
que soluciona (20) para cada f € LY(0,T; L*(2)). Por otro lado, desde (21) se obtiene la estimacion

19l oo 0,7:02(0)) < CllvllL2(s)- (22)

Demostremos ahora que se tiene la continuidad de la solucion t € [0,T] — y(t) € L*(Q). En efecto,
aprozimamos v € L*(X) mediante una sucesion {v,}nen C D(]0, T[; C*(T)) tal que

v, — v en LA(X). (23)
Sea yy, la solucion de (18) asociada a v,. Como vy, es regular, y, es reqular, y en particular
yn € C ([0,T]; L*(2)) .
Por otro lado, de (22) y (23) se deduce
yn =y en L®(0,T; LQ(Q))
de donde se concluye que y € C ([0, IE], L*(Q)) .

Demostremos ahora que dyy € C ([0,T); H~1(Q)) . Aplicando (20) con f = g¢', se obtiene

06
ng’ = . UadE (24)

donde 0 es solucion de
Ol — A0 = ¢ en Q

0=0 en X (25)
0(T) =00(T) = 0.

Supongamos ahora que para cada T > 0, existe C(T) > 0 tal que para cada solucién de (24) se tiene
%
ov

En estas condiciones, nuevamente por dualidad, se deduce que

< .
s = Cllgllz(o,1:m20) .

Oy € L (0, T; H () (27)

y la estimacion
10yl oo (0,751 () < CllvllL2(s)- (28)

Finalmente por densidad se obtiene que
dy € C(0,T; HH(Q)). (29)

La estimacion (26) sigue del lema precedente.
De este modo concluye la demostracion.
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