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Leccion n°5: Controlabilidad de la ecuacion del calor
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4.1. Unicidad retrograda y analiticidad para la ecuacién del calor

1. Notaciones

En esta lecciéon abordaremos la controlabilidad de la ecuacién del calor. Las ideas que aqui desarrollaremos
se dan un marco infinito dimensional.

Introduzcamos algunas notaciones que nos seran utiles en lo que sigue:

» T €]0, +oo[ denota un tiempo.
= Q CR"™ conn > 1, es un abierto acotado conexo de clase C? que representard el dominio espacial.

= w es un abierto no vacio contenido en €2 que denota el abierto de control.

Q2

Figura 1: Idea grafica del abierto ) y el sub-abierto w.

» Qp = Qx]0,T[ denota el cilindro parabdlico.
» Y= 00x]0,T[ denota la frontera parabdlica.

» gp := wx]0,T] denota el cilindro parabélico de control.

2. El problema de la controlabilidad a cero

La ecuacién del calor con condiciones de Dirichlet en el borde 2 y control localizado se escribe como
sigue:

Oy — Ay = hl, en Qr,
y=0 sobre X, (1)

y(0,.) = 4o en Q.
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Figura 2: Idea grafica del cilindro parabdlico, de la frontera parabdlica y del cilindro parabdlico de control.

Observacién 2.1 Dado (x,t) € Qr, si y(x,t) representa la temperatura en un instante t en el punto x
de nuestro dominio espacial 2, entoces hl, puede interpretarse como un término para el calentamiento o
enfriamiento localizado en el espacio.

Supondremos que el dato inicial yo pertenece al espacio L?(f)), y buscaremos encontrar un control
h € L?(Qr) de manera que el estado y(z,t) tiene un comportamiento esperado en el tiempo t = T, es
decir, buscamos responder un problema de controlabilidad para la ecuacién del calor mediante un control
localizado en el espacio. Dado los efectos regularizantes de la ecuacién del calor, no es posible encontrar
soluciones de (1) de modo de tener un comportamiento esperado arbitrario en L(2) o H™((2), a menos que
estemos en la situacién trivial donde w = 2. Por otro lado, parece interesante preguntarse si es posible llevar
las soluciones de (1) a un estado prescrito de trayectoria (actuando solo sobre w CC Q). Esta discusién nos
lleva a la siguiente definicién.

Definicién 2.1 Diremos que la ecuacion (1) es controlable a cero en un tiempo T si para cada dato inicial
Yo € L?(Q), existe un control h € L?(Q7) tal que la solucién y del problema de Cauchy (1) es tal que

y(T')=0 en Q.

Observacién 2.2 Por linealidad, es sencillo de ver que la controlabilidad a cero es equivalente a la contro-
labilidad por trayectorias,lo cual quiere decir que para todo dato inicial yo € L?(Q) y para cada trayectoria

(g, h), i.e., verificando

0y — Ay =hl, enQr,
(2)

y=0 sobre X,

existe un control h € L*(Qr) tal que
y(T) = y(T).

De igual manera podemos pedirle a la soluciéon que se acerque arbitrariamente a un estado prescrito:
esta es la nocion de controlabilidad aproximada.

Definicién 2.2 Diremos que la ecuacion (1) es aproximadamente controlable en un tiempo T, si para cada
dato inicial yo € L*(Y), cada dato final (u objetivo) y; € L*() y cada e > 0, existe un control h € L*(Qr)
tal que la solucion y del problema de Cauchy (1) es tal que

1y(T) = ys(T)llL2(0) < e




Observacién 2.3 Si bien no utilizaremos la definicion recien introducida, este concepto es fundamental
para estudiar la nocién de continuacion unica ya vista en el marco de dimension finita.

3. La ecuacion del calor es controlable a cero en todo tiempo

El siguiente teorema es el resultado central de la teoria de controlabilidad a cero de las ecuaciones
diferenciales de tipo parabdlico.

Teorema 3.1 Dado un tiempo arbitrario T > 0, la ecuacion del calor (1) es controlable a cero en el tiempo
t="1T.

Observacion 3.1 El teorema 3.1 proviene del cardcter parabdlico de la ecuacion del calor y mds precisa-
mente de la infinita velocidad de propagacion de esta ecuacion (ver por ejemplo el principio del mdximo
fuerte). Una accion via el control h localizado sobre w va a influenciar inmediatamente a la solucion y sobre
todo ). Este tipo de resultados no se tiene para una ecuacion de tipo transporte, por ejemplo, ya que estas

ecuaciones en derivadas parciales tienen velocidad de propagacion finita (ver la Seccion 2.1, del Capitulo 2,
del Libro [1] CORON, por ejemplo).

4. El método HUM

El objetivo de esta parte es mostrar mediante un argumento de dualidad la equivalencia entre el problema
de controlabilidad a cero, que es un problema de sobreyectividad y una desigualdad de observabilidad para
el sistema adjunto de (1). Adaptamos en dimensién infinita el argumento de la primera demostracién del
Teorema que enuncia la condicién de Kalman.

Con este objetivo entre mano, comencemos por introducir el sistema adjunto: para cada @ € L(£2),

8,590 — AQD =0 en QT7
=0 sobre X, (3)
(T) = or en .

Tenemos el siguiente resultado debido a Jacques-Louis Lions [3], [6], [4].

Teorema 4.1 La ecuacion (1) es controlable a cero en el tiempo t =T, si y solo si, existe una constante
C >0, tal que

T 1/2
Ver € I7(9), ||so<o,.>||m(msc(/o / |so<t,x>|2dtdx) | ()

Observacién 4.1 La desigualdad (4) es llamada desigualdad de observabilidad. De igual manera, diremos
que se observa ¢ en el tiempo t = 0 para ¢ sobre w x (0,T).

Como hemos adelantado anteriormente, la demostracién del teorema se basa en un argumento de duali-
dad.

Demostracion 4.1 Comencemos introduciendo dos aplicaciones:
Fityo € LX(Q) = y(T,.) € L*(9),
donde y es solucion de (1) asociado con (yo,h =0), y
Fo:he L*(Qr) — y(T,.) € L*(Q),

donde y es solucion de (1) asociado con (yo = 0, h).



El punto clave de la demostracion es el siguiente:
(Contmlabz’lidad a cero) & <Im(.7:1) C Im(f2)>. (5)
Sin embargo, por un argumento de dualidad (ver Lema 2.48 del Libro CITAR LIBRO DE CORON) tenemos
((F) € n(F2))  3C > 0, Yor € LAQ), |17 (61l < CI1F5 (21)l2(qp - (6)

Utilizando la siguiente identidad

T o)y = 000Ny = [ [ WD Luloplr )i
es posible calcular las adjuntas de estas dos aplicaciones, y asi uno encuentra
Vor € L(Q), Filer)=¢(0,) y F3(pr)=ole. (7)
Juntando (5), (6) y (7), concluimos la demostracion del Teorema.

Por la misma prueba reemplazando (5) por
(Controlabﬂidad aproximada) = (Im(]-"g) = LQ(Q)> & (ker(}"g*) = {O}), (8)

uno puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.2 La ecuacion (1) es controlable aroximadamente en el tiempo t =T, si y solo si,

vor € 13(Q),  (Y(t,2) € (0,T) x w,p(t,) = 0) = (or = 0). (9)

Observacién 4.2 Si p =0 sobre w x (0,T), entonces, para (4) se tiene p(0,-) = 0 sobre Q, y por unicidad
retotraga de la ecuacion del calor, uno tiene op = 0. Es decir, la desigualdad (4) es la cuantificacion del
principio de continuacion unica (9).

Observaciéon 4.3 En el marco de dimension finita, hemos visto que los conceptos de continuacion unica y
desgualdad de observabilidad son equivalentes. En este nuevo contexto, usando (5) y (8), esto se traduciria
en el hecho de que un subespacio vectorial F' de un espacio vectorial de dimension finita E es denso si y solo
si F'= FE. Por supuesto, este ya no es el caso en la donde la dimension es infinita: pues aqui F = Im Fo y
E = L?*(w).
4.1. Unicidad retrograda y analiticidad para la ecuacion del calor
Consideremos por un momento la ecuacion del calor libre:
Oy —Ay=0 enQr,
y=20 sobre X, (10)
y(0,.) = yo en Q.

Disponemos del siguiente resultado de unicidad retrograda.

Proposicién 4.1 Sean yo € L?(2) e y la tinica solucion de (10). Entonces, tenemos

(Z/(T, )= 0) = (Vt € [0,T], y(T,-) = 0>'

Para una demostracién de esta proposicién recomendamos revisar el Capitulo 2, Seccién 2.3, Teorema 11,
del libro ... EVA 10



Por otro lado, disponemos del siguiente resultado de analiticidad.

Proposicién 4.2 Sean yo € L*(Q) e y la tnica solucién de (10). Entonces, para cada t € (0,T], x € Q, la
funcion
z = y(@,t),

es analitica.

Considerando estos resultados, podemos enunciar el siguiente corolario.

Corolario 4.1 Para cada T > 0, la ecuacion (1) es aproximadamente controlable en el tiempo t =T

En efecto, la ecuacién (9) se verifica gracias al hecho que la solucién de la ecuacién adjunta (3) se anula
sobre el cilindro q7 y es identicamente nula sobre el cilindro Q7 por analiticidad.
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