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En esta leccién daremos una introduccién rapida a los espacios de Sobolev de dimensién uno y de dimen-
sién mayor. Ademads, presentaremos algunos resultados de densidad, haciendo uso de dos herramientas clédsicas
del andlisis funcional como son los regularizadores (introducidos por J. Leray y K. Friedrichs) y el operador de
extension.

1. Regularizadores

Para estudiar las propiedades méas avanzadas o complejas de los espacios de Sobolev se necesitan desarrollar
ciertas herramientas que sirven para aproximar una funcién en un espacio de Sobolev mediante el uso de funciones
suaves. El método de regularizacién nos da la posibilidad para lograr esto.

Definicién 1.1 Sea N € N. Una sucesion de regularizadores (o sucesion regularizante) (pp)nen €s una sucesion
de funciones py : RV — R tal que

pu € CE(RY), supp(pn) € B, [ pu=1,pu =0, pama todon e N
R

De manera general, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.2 Una sucesion regularizante es una familia (pe)e>o tal que

p. € CX(RY), supp(p.) € BO.9). |

NpE =1, p. >0, paratodoe > 0.
R

Notacién: Sea U C R subconjunto abierto, C2°(U) denota el espacio de funciones infinitamente diferenciables
con soporte compacto en U. Estas funciones son conocidas como funciones test.

Proposicién 1.1 Si f € C(RY) entonces p, * f — f uniformemente cuando n — +oo sobre cualquier compacto
de RN,




Demostracién. Sea K C RY compacto y sea ¢ > 0. Como f € C(RY), f|x es continua y dado que K es
compacto, f es uniformemente continua en K, asi existe § = d(e, K) > 0 tal que si

|z —u| <0,

entonces
[f(x) = fu)] <e
para todo x,u € K. Si consideramos u = x — y, obtenemos

[f(x) = flz—y)l <e

para todo z € K y para todo y € B(0,0) (pues |z —x + y| = |y| < 0). Ahora, para todo x € K, tenemos
(< &) = 5@ = [ onfla = w)dy— @) [ onlw)dy
RN RN
= [ =) = f@lpat) .

Si consideramos n > 1/§ y estimando superiormente la diferencia (o también se puede utilizar desigualdad de
Holder), para = € K, obtenemos

(pn % £)(z) — f() g/

RN

F =) — F@)lpn)|dy < /R pnly)dy = e,

Por lo tanto p, * f — f uniformemente cuando n — +oo en K.

|
Ahora, modificaremos este resultado para tener convergencia en los espacios de Lebesgue para el caso p € [1, +00[
mediante el siguiente teorema.

Teorema 1.1 Supongamos que f € LP(RY), con p € [1,+oc[. Entonces p,* f — f cuando n — +o0o en LP(RY).

Demostracién. Sea ¢ > 0, como el espacio C.(RY) es denso en LP(RY) para todo p € [1,+o0], se tiene la
existencia de una funcién f; € C.(RV) tal que

|f = fillor < e/4. (1)

Por la Proposicién tenemos que p, * fi — f1 uniformemente cuando n — 400 sobre cualquier compacto de
RY. Por otra parte,

supp(pn * f1) € supp(pn) + supp(f1) € B(0,1/n) + supp(f1) € B(0,1) + supp(f1).

Asi, cuando n — +00, obtenemos

[(pn * f1)(2) = fi(2)[” dz — 0.

[(pn * f1) = frll7s Z/RN\(pn*ﬁ)(af)—f1(:r)pdx:/

B(0,1)+supp(f1)
Finalmente, escribimos
(on* [) = [ = lon* (f = fOI 4 [(pn  f1) = Sl + [f1 = [,
utilizando la desigualdad triangular, la desigualdad de Young para la convolucién, el hecho de que / pn=1Yy
, obtenemos ®

[(on* f) = fllze < Nlpn* (f = f)llze + 1(on * f1) = fille + 1 f1 = Flle
<lpallptllf = fille + 1(on * f1) — fillze + |1 fr = flize
= l(on * f1) = fillee +2[[f1 = fllze
< |on * f1) = fillLe +€/2.



Como ||(pn * f1) — fillzr — 0, existe N € N tal que para todo n > N,
(o * f1) — fullzr < €/2.

Por lo tanto, para todo n > N, obtenemos

[(on  f) = fllr <G,

es decir, p, * f — f cuando n — +o00 en LP(RY).

2. Espacios de Sobolev unidimensionales

Los espacios de Sobolev son comunmente utilizados en el estudio de las ecuaciones diferenciales parciales
(EDPs), puesto que nos permiten aplicar resultados de andlisis funcional con el objetivo de obtener informacién
importante sobre las EDPs. La idea principal en este proceso se basa en expresar las EDPs en términos de
operadores que actian sobre espacios lineales apropiados. Por ejemplo, podemos considerar el operador

A: X =Y

donde A denota un operador que se encarga de codificar la estructura de una ecuacién diferencial parcial (inclu-
yendo posibles condiciones de frontera), y X, Y son espacios funcionales. El problema principal en este estudio
recae en la identificacién y obtencién correcta de estos espacios X, Y y del operador A. Los espacios de Sobolev
estan diseniados precisamente para solventar este inconveniente, y estos espacios son usualmente los indicados para
X, Y.

En nuestro caso consideraremos los espacios de Sobolev para estudiar un problema de energia de Dirichlet, el
cual es un caso particular de una ecuacién diferencial parcial de tipo eliptico.

2.1. Espacio W'?(I)

Consideremos el intervalo I =]a,b[ con a,b € R, a <by p € [1,+0].

Definicién 2.1 El espacio de Sobolev WP (I) se define como

whe(r) = {u € LP(I) : existe g € LP(I) tal que /ucp' = —/gcp, para todo ¢ € Cg(])}
I I

Entonces, para v € WUP(I) se tiene la notacién v/ = g la cual es conocida como la derivada débil de la
funcién u. Esta definicién motiva las siguientes observaciones.

Observacién 2.1 Cabe recalcar que la funcion g antes mencionada es unica c.t.p., es decir, st existe otra funcion
h € LP(I) que cumpla la misma condicion que g, entonces h = g c.t.p.

Observacién 2.2 También se puede considerar C°(I) en lugar de CL(I) puesto que si ¢ € CL(I), entonces
pn * o € CX(I) para n suficientemente grande y p, * ¢ — @ en CL.

Por otro lado, denotamos H'(I) = W12(I).
Notacién: Es importante notar que el espacio W1P(I) estd equipado con la norma

lullwrery = [lull Loy + 14 Lo oy

para p €]1,00[ y tenemos la norma equivalente ||u||€V17p(1) = HuHiP(I) + ||u/||7,. Sobre H'(I) definimos el siguiente
producto escalar, con el cual este se vuelve un espacio de Hilbert,

b
(u0) 111y = (o)) + (0 )y = [ ')
a
y ademads, cuenta con la norma asociada

[l ey = Il Zocry + 11172 r)-

3



2.2. Operador de extension

Ciertas operaciones basicas tienen sentido solo para funciones definidas sobre todo R (por ejemplo la convolu-
cién y la transformada de Fourier). Por esta razon, es til tener una herramienta que nos permita extender una
funcién u € WHP(I) a una funciéon o € WHP(R). Esta herramienta serd presentada a través de un teorema, para
cuya demostracién necesitamos introducir los siguientes lemas.

Lema 2.1 Sea g € L}, .(I); para yo € I fijo y x € I denotamos

o(z) = /y " () dt.

0

/de/ﬁ@
I I

Entonces v € C(I) y para todo ¢ € C(I)

Demostracién. Consideremos I =|a, b[. Entonces, por el teorema de Fubini, el teorema fundamental del calculo
y dado que ¢(a) = ¢(b) = 0, obtenemos

/Iv(x)cp’(x)d:v:/</x ()dt> e )dx:—/yo </y ()dt)g:’(:v)dx—i—/y: (/ng(t)dt) A (@) da
/yo/ d:):dt—i—/ / ©) du dt

_ / 9(8)(p(t) — o)) dt + / g(0)((b) — (1)) dt
— [ sttty at

1

Por otro lado, tenemos que v es continua. En efecto, sea (z,,)neny — @ cuando n — +oo. Entonces

/y: g(t) dt — /y: g(t) dt’ _ /: g(t) dt' .

Como (xy,)nen converge hacia x para n suficientemente grande, (x,)nen es acotada, de esta manera tomamos el
conjunto compacto A = {z,, : n € N}U{z} y consideramos el intervalo K = [«, 8], con & = min(A4) y f = max(A).

Asf )
/xng(t)dt:/Kgn(t)dt

con gn(t) := g(t)ﬂ[min{xn,m},méx{xn,w}] (t), parat € [.T,:Un] Por ende |gn(t)| < gk (t) vy 9|k € L (1) pues g € Llloc(l)a
y ademds g, (t) — 0 para n suficientemente grande. Finalmente, por el teorema de convergencia dominada, tenemos

que
/ g(t)dt =0

[v(2n) —v(z)| =0

[v(@n) —v(@)| =

para n suficientemente grande. Es decir,

y asi v es continua.

Observacién 2.3 El anterior lema muestra que la primitiva v de la funcién g € LP pertenece a WP siempre y
cuando tengamos que v € LP, lo cual siempre se tiene cuando I es acotado.



Lema 2.2 Sea I =]0,1[ y sean u € W'P(I) y n € C}(R) con n € [0,1]. Entonces
(i) =n'a+na' y niae W0, +oo])

con (m)_{ w(x) st 0<x<l,

0 st x> 1,

para todo x €0, 1].

Demostracién. Sea ¢ € C1(]0, +00o]), entonces

“+00 1 1 1 1 +oo
/ 771190'—/ mw'—/ ul(ne) —n'e] = —/ u’mp—/ un' = —/ (u'n+ an')e,
0 0 0 0 0 0

puesto que ny € CL(]0,1[). Asi na € WHP(]0, +o00]) v (n@) = n'a + ni'.
|

Teorema 2.1 Sea p € [1,+oc]. Existe un operador lineal y acotado P : WYP(I) — WLP(R), llamado operador
de extensidn, tal que para u € WIP(I) se satisface:

1) (Pu)lr =u,
(ii) [[Pullzew) < Cllullprr),

(i) [|Pullwrem) < Cllullwremy,

donde C es una constante positiva que depende solamente de |I| < +oo.

Observacion 2.4 En el enunciado del teorema anterior es posible tomar C =4 en (ii) y C' = 4 (1 + ﬁ) en (iii).
Demostraciéon del teorema 2.1 Supongamos que I =]0, +oo[ y, para = € I, definamos la extensién por reflexién

u(z) st x>0,
si x<0.

(Pu)(z) = u*(z)

I
—
e
N
8]
~—

Asi, tenemos la desigualdad siguiente,

1/p 0 +oo 1/p
\u*||Lp<R>:(/R ru*<x>\pdm) =(/ P+ | ru<:c>rpdx)
—+o0 1/17
(2 Tw@rds) =2l < 2l @

Ahora, consideremos la funcién

v(z) =

{ u'(x) si x>0,

—u/(—z) si z<0.

Claramente v € LP(R) y

En efecto, si x > 0, tenemos



Asi, por la Observacién (u*)" = v, u* € WHP(R) y procediendo de igual manera que en los célculos anteriores,
tenemos

0]l 2o ) < 201W/l| Lo (1) (3)
Entonces, por y , obtenemos
[ lwrmy = 1w llowy + 1)l Lr@) < 2llwllocry + 200 Loy = 2llullwie .

Ahora supongamos que I =0, 1[. Consideremos la funcién n € C}(R) con 7 € [0,1] tal que

(2) = 1 si x<1/4,
=N 0 sioa>3/4

Esta funcién estd bien definida gracias al lema C*> de Urysohn aplicado al compacto B(0,1/4) y al abierto
B(0,3/4). Sea u € WHP(I), consideremos u = nu + (1 — n)u. Por el Lema la funcién nu se extiende a ]0, 00|
mediante la funcién ni y luego se extiende a R por reflexién. De esta forma obtenemos una funcién v; € W1P(R)
que extiende a nu y tal que

00 1/p 1 1/p 1 1/p
||v1|er<R>s2una||mo,+wp:2</0 ma\p) =2(/0 rnu\p) sz(/o w) = 2ull o,

Por lo tanto, obtenemos

oo 1/p oo 1/p
T e (/0 |narp) +(/0 |<na>’|P>
1 1/p 00 Y 1 1/p 1 1/p
=2[(/ i) ([ i) ]=2[(/ ) ([ ) ]
0 0 0 0

=2 (HUUHLP(I) + 17" + 77u,||LP([)) <2 (||77U||Lp(1) + HU'UHLP(I) + ||77u/”LP(I))
<2 (lull Loy + 17 1oy 1wl Locry + 16/l Loy
< Cllullwrer

con C'= 2(1 + ||1[| Lo (r))- Ahora, aplicamos el mismo procedimiento para la funcién (1 — n)u, la extendemos al
intervalo | — oo, 1] por 0 sobre | — 00,0 y luego la extendemos a R por reflexién alrededor de 1. De esta manera
obtenemos una funcién v, € WHP(R) que extiende a (1 — n)u; y razonando de igual forma, obtenemos

[vellLry < 2llullzey v [lv2llwrew) < Cllullwiemn-

Para finalizar la demostracion definimos Pu = v; 4+ v2 que satisface las condiciones del teorema.

Lema 2.3 Sean p € L'(R) y v € WYP(R) con p € [1,+0oc]. Entonces pxv € WHP(R) y (p*v) = px*'.

Demostracién. En primer lugar, supongamos que p tiene soporte compacto. Por la desigualdad de Young
p*v € LP(R). Sea ¢ € CL(R), entoncesﬂ

Lowod = [ops) = [ oo == [ v(prg) == [ (o)

Ast pxv e WHP(R) y (p*v) = pxv'.
Si p no tiene soporte compacto, consideramos una sucesion (p,)nen C Ce(R) tal que p, — p en L'(R). Por lo
anterior, tenemos que p, * v € WHP(R) y (p, *v) = pp * 0. Pero p, xv — p*xven LP(R) y p, xv' — pxv en
LP(R). Asi concluimos que p*xv € WIP(R) y (pxv) = p*v'.

|

Haciendo uso del Teorema [2.1] y el lema anterior, podemos presentar el siguiente resultado de densidad.

'Recordemos la notacién siguiente: dada una funcién f sobre RY, establecemos f(z) = f(—x).



Teorema 2.2 (Densidad) Sea u € WHP(I) con p € [1,+0o[. Entonces existe una sucesion (up)nen en C(R)
tal que up|; — u en WHP(T).

Demostracién. Supongamos que I = R. Caso contrario podemos extender el resultado mediante una funcién
u* = Pu haciendo uso del Teorema donde P es el operador de extensiéon. Ahora utilizaremos las técnicas
bésicas de convolucién mediante el uso del Lema (que hace que las funciones sean C*) y funciones de corte (o
también conocidas como funciones cut-off, las cuales nos permiten obtener un soporte compacto).

Comencemos fijando una funcién ¢ € C°(R) tal que ¢ € [0,1] y

(@) = {1 si |z] < 1,

0 silz|>2.

Definamos la sucesién (,(x) = ((z/n) para n € N y consideremos una funcién f € LP(R) con p € [1,+o0].
Entonces (,f — f en LP(R). En efecto, bastaria probar que (,(xz) — 1 para z € R. Sean = € R y ng € N tal que
x < ng. Tenemos que, si n > ng, (,(x) = ((x/n) pero |x/n| < |z/ng| < 1, de donde (,(x) = 1 para todo n > ny,
y asi (p(z) — 1. Por otro lado, tenemos que

[ f (@) = |G (@)|f ()| < [f(2)] y [ € LP(R).

Asi, por el teorema de convergencia dominada (,f — f en LP(R).
Ahora, si (pn)nen es una sucesién regularizante. Afirmamos que la sucesion u, = (,(pn * u) converge hacia u en
WLP(R). Primero, escribimos

Un —u = Gul(pn * u) — u) + (Gu — u)

y asi, cuando n — 400, obtenemos
lun — ullLr®) = ICn(on * w) — CGuullLe®) + [Cnu — ull r(r)
< |lpn *u —ul Low) + [[Gn — ullLp ) — 0.
Por el Lema tenemos
Uy, = Gy (pn ¥ u) + Cu(pn * u').
Por lo tanto
g, — ' | Loy < NG (on * W)l Lo(w) + n(on * u') — /|| o (w)

< ||C7/z(pn * U)HLP(R) + 1[G (pn * ul) - Cnu/HLP(R) + chu, - U/HLP(R):

pero,
1
16 (on * W[y = [ G (o *w) (@) do = — | |¢'(z/n)(pn * u)(z) | dz
(R) R nP Jg
1 1(|P P _ 1 1|P p
< I Wy [ 105 0@ do = 1 eyl # e
puesto que (},(z) = 2¢’(2/n). Asi, haciendo n — +00, obtenemos
/ / HC/”LOO(]R) / / / /
i = wlle@y < === llpall 2@ lullzr@) + llon * @ = @llLo@) + lIGnt” = @l o) — 0.

Finalmente, haciendo n — 400, tenemos
[un — ullwrem) = lun — ullLo@) + lup — @llLo@) — 0.

Lo que concluye la demostracion. |



2.3. Espacio W™?(I)

Consideremos un entero m > 2, el intervalo I =Ja,b] y p € [1, +oc]. Tomando en cuenta la anterior definicién
dada para el espacio WP (I), tenemos la siguiente definicién por induccién.

Definicién 2.2 FEl espacio de Sobolev W™P(I) se define como

WmP(I) = {u e W™ ()0 € Wm‘l’i”(l)}.

En este caso denotamos H™(I) = W™2(I).

La anterior definicién motiva la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1 La funcion u pertenece al espacio WP (I) si y solamente si existen funciones gi,...,gm €
LP(I) tales que, para todo ¢ € C°(I) y para todo j =1,...,m,

/]uD%: (—1)j/19js0.

Demostracién. Supongamos que v € W"P(I). Para m = 1 tenemos directamente la Definicién Ahora
supongamos que el resultado es valido para el caso m — 1 y demostremos que se cumple para el caso m. Como
u € W™P(I), por la Definicién tenemos que u € W™ LP(I) y u' € W™ LP(I), es decir, existen funciones
iy s Gm—1 € LP(I) y hi, ..., hpm—1 € LP(I) tales que para todo ¢ € C°(I) y j=1,...,m — 1, se tiene

/uDjsoz (—1)j/gjcp y /U’Djwz (—1)j/hjso-
I I I 1

Ahora, notemos que para j = 1 y para todo ¢ € C°(I), tenemos

/w’z—/gw,
I I

de donde u' = g;1. Asi, para todo ¢ € C°*(I) y j=1,...,m—1,

/91ng0= (—1)j/hj<p~
I I

Entonces para j = 1 y para todo ¢ € C°(I), obtenemos

/91@’2—/h1%0
I I

es decir, gi = hy. Procediendo de forma andloga para todo j = 1,...,m — 1, obtenemos g;- = h;j. Por lo tanto,
g1, h1, ..., hm—_1 son las m funciones que requiere u.
Reciprocamente, existen g1, ..., gm € LP(I) tales que para todo ¢ € C°(I) y j = 1,...,m, tenemos
/uchp = (—1)j/gjso-
I I
En particular, esta igualdad se verifica para g1, ..., ¢gm—1 de donde obtenemos que v € W™~ 1P Ademaés, se verifica

/uDjso— —/U’D“so— (—1)j/gj<p
1 I I
/U/DjSOZ (—1)j/9j+190-
I I

Por lo tanto v’ € Wm_l’p(f), y asi u € W™P(I).

es decir, para todo j =1,...,m



Notacién: El espacio W™P(I) estd equipado con la norma

lullwmo(ry = llull oy + Y 1D ull oy

a=1

y el espacio de Hilbert H™ (1) estd equipado con el producto escalar

(u, v) grm(ry = (w,v) 2(p) + Z(Do‘u,Do‘v)Lz(I) = /Iuv + Z/IDO‘UDO‘U.
a=1 a=1

2.4. Espacio W,"(I)

Definicién 2.3 Sea p € [1, +o0]. Se denota por Wol’p(I) a la clausura de C1(I) en WYP(I), y para p = 2 tenemos

Hi(I) = Wy(D).

El espacio WO1 P(I) estd equipado con la norma de W1P(I), y el espacio H{(I) estd equipado con el producto
escalar de H'(I).

Proposicion 2.2 El espacio C°(I) es denso en el espacio Wol’p(I) para todo p € [1,+00].

Demostracién. Como el espacio Wol’p(I) es la clausura de C}(I) en W1P(I), basta probar que C°(I) es denso
en CL(I) con la norma de W1P(I).

Sean ¢ € CLH(I) y (pn)nen una sucesién regularizante, y consideremos ¢, = p, * ¢. Es facil ver que, para n
suficientemente grande, supp(y,) C I. En efecto, tenemos

supp(n) = supp(pn) + supp(p) € B(0,1/n) + supp(p) C 1.

Ademés, por el Teorema [2.2] tenemos que ¢, — ¢ en LP(I) y ¢}, — ¢’ en LP(I). Por lo tanto, ¢, — ¢ en W1P(I).
|

3. Espacios de Sobolev en dimension mayor

Sean N € N tal que N > 2, Q ¢ R" un conjunto abierto y p € R con p € [1, +oco]. Como en la seccién anterior,
definamos los espacios de Sobolev para el caso en que consideremos una sola derivada.

3.1. Espacio W?(Q)

Definicién 3.1 El espacio W'P(Q) se define como

wlr(Q) = {u € LP(Q) : existen g1,...,9n € LP(Q) tales que

0
i :—/gigo, para todo p € C°(I),i=1,...,N 7.
o Oz Q
Para u € WHP(Q) definimos g; = 8—u y, como en el caso de dimensién 1, las llamaremos derivadas parciales
7
débiles de u con respecto a la variable in, para todo i = 1,..., N. Ademds, definimos el gradiente de u como
ou Ou ou
Vu=grad(u) = [ —, — ..., — | .
b gra (’LL) <(9I‘1 3:62 8$N>



Observacién 3.1 De igual manera que en el caso unidimensional, cabe recalcar que las funciones g;, para todo
1=1,..., N, antes mencionadas son unicas c.t.p.

El espacio W1P() estd equipado con la norma

Ju vy + 3 [ 22
wlr(Q) = Lr(Q
“ W S 0wil )
o de forma equivalente, para p € [1,+oo[, tenemos la norma
N
ou ||P
[l = llullTs gy +
Whr() Lr (@) 0; Oz LP(Q)
y para p = +00, tenemos
Jul o A |
U)Wl () = MaX Ul Lo(Q)s || = yeees ||l 53— .
) () o1 Loo(@) oL N Loo (@)

Si p = 2, se escribe H(Q) = WH2(Q2) dotado con el producto interno

N ou ov ou Ov
) — , + —, = + .
(u U)Hl () (u U)L2(Q) ZZ; <83§‘z 8951)1:2(9) /qu Zzl/ﬁ 0x; 0x;

La norma asociada al espacio H'(f2) es

N
el oy = lul3z) +

i=1

ou ||?

8:5,-

L2()
Ademss, se define la norma del gradiente de la funciéon u como

N

IVulZ2) =

=1

ou ||?

(9%'2'

L2(2)
y asf obtenemos una escritura equivalente para la norma asociada al espacio H'(£2) dada por

”uH%ﬂ(Q) = HUH%P(Q) + HVUH%%Q)'

Observacién 3.2 Sea (up)nen C WHP(Q) tal que up, — u en LP(Q) y (Vun)nen converge hacia algin limite en
(LP(Q))N. Entonces u € WHP(Q) y ||up — ullyyro — O.

3.2. El espacio W,”(Q)

Definicién 3.2 Sea p € [1, +00[. El espacio WyP(Q) denota la clausura de CL(Q) en WHP(Q).

Para p = 2 escribimos H{(Q) = Wol’Q(Q).

La demostracién de la siguiente proposicién se sigue de manera similar a las ideas presentadas en la demostracién
de la Proposicién

Proposicién 3.1 El espacio C°(S2) es denso en el espacio Wol’p(Q) para todo p € [1,4o0].
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