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1. Introduccion a la teoria del grado topoldgico

La teoria del grado tiene una larga historia que consiste en una sucesiéon de generalizaciones. Presumible-
mente, la nocién més antigua es el grado de una aplicacién u (suave o regular) de S! a valores en S' (S! es el
circulo unitario). El grado topolégico de una aplicacién, también llamado grado de Brouwer o “winding number”,
se encarga de contar el nimero de veces que u recubre su recorrido teniendo en cuenta su multiplicacion algebraica.

Generalmente una aplicacién suave o regular u (puede ser C!) de S! a valores en C, tal que u # 0 sobre S! tiene
un grado que puede ser calculado a través de la siguiente formula clasica

1 u
deg(u) =52 [ %

la cual se encarga de medir el cambio algebraico de fase de la aplicacién v cuando la variable da una vuelta a S!

una vez. Similarmente, si I' es una curva regular y simple en R? (i.e. una curva que no se cruza a si misma) y u
una aplicacién suave de I' a valores en S', el grado puede ser calculado como

1 ou
deg(u,T") = 27T/Fu X 5

donde x denota el producto cruz de vectores en R? y 7 denota el vector tangente unitario de u a lo largo de T.

Observacién 1 En R?, el producto cruz o vectorial coincide con el producto exterior o cuia. En efecto, conside-
remos los vectores a = (a1,a2) y b= (b1,by) de manera que

1 _
axb=aby—ab; y aNb= E(C_Lb—ab) = a1by — asby,

con a = aq +iag, b =0by +iby € C.

0 ou 0
Observacion 2 La derivada tangencial se define como a—u =Vurt= (8—u, 8—u)-(7'$, Ty) Yy comunmente se utiliza la
T x Oy
0 ou 0
notacion — = ur. De igual manera tenemos la definicion de la derivada normal Vv = (—u7 —u) (Vg vy)
or v oz’ Oy
. ., Ou
y se utiliza la notacion — = u,,.
v



2. Grado de funciones continuas

Sea 2 C R? un dominio abierto, acotado, regular y simplemente conexo (i.e. 71 (2) = {0}, donde 71 () denota
el primer grupo fundamental de ). Para fijar las ideas en esta leccién, supongamos que = By C R? (Bj es
la bola unitaria centrada en 0 y con radio igual a 1). Sea g : S — S! una funcién continua y consideremos la
aplicacién §: R — St tal que §(¢) = g(e%), teniendo asf que § es una aplicacién continua.

Proposicién 1 Eziste una funcion continua v : R — R tal que § = ™.

Demostracién. Fijemos ty € R y consideremos el valor real v (ty) tal que g(e®) = () Por el teorema
de inversién local, la aplicaciéon z — e'* es un difeomorfismo local. Asi, para cada € > 0, existe § > 0 tal que si

lg(e™) — g(e™)| < 6
entonces existe un tnico valor real 9 (t) tal que g(e) = €@ y

|9h(t) — ¥ (to)| <e.

Por ende utilizando la continuidad de g, existe n > 0 tal que las mismas propiedades se cumplen si |t — to| < 7.
Ahora, hacemos variar tg sobre un intervalo compacto de R, de forma que podamos recubrir dicho intervalo por
un ndmero finito de vecindades |t; — n,t; + 1| sobre las cuales podemos construir un levantamiento continuo ;.
Notemos que en la interseccion de dos vecindades, las funciones 1; y 1; con ¢ # j difieren por una cantidad entera
multiplicada por 27. Por ende podemos construir un levantamiento continuo v sobre todo el intervalo compacto
pegando de extremo a extremo las funciones 1; y trasladando ;11 modulo una constante tal que

¢|(tj+1*77,tj+1+77) = wj-i-l - W’j-ﬁ-l - wj]\(l‘j*T],tj+n)ﬂ(tj+1*77,tj+1+77)'

A continuacién, elegimos intervalos compactos [—n,n] sobre los cuales construimos los levantamientos v, que
vuelven a coincidir, aunque para ello haya que trasladar 1,1 relativamente a .

|
Este resultado motiva la siguiente observacién.

Observacién 3 Sea g : S' — S con g(e?) = ), para todo t € R. Entonces

eiw(t+27r) _ g(ei(t+27r)) _ g(eit) _ eid)(t)_

Ast, para todo t € R, tenemos
P(t 4 2m) — Y(t) € 2nZ.

Como la funcion i es continua, existe un unico entero k tal que, para cada t € R,
Y(t 4 2m) — Y(t) = 2km.

Ast, por definicion establecemos
deg(g,S") =k, parak € Z.

Con esto tenemos el siguiente resultado.

Lema 1 Sig e C'(09Q,S'), entonces
1 dg
1y _
deg(g,87) = 27 /agg “or

Demostraciéon. Sea {2 = B;. Por la Proposicion [l el teorema fundamental del calculo y por la Observacién
tenemos

1 g 1 [ ey o D ey gy L /27r , _p(27m) —9(0) 1
o mgxaT_%/o O e Oy ap = o [0y ap = I~ deg(.8).



La segunda igualdad se obtiene gracias al siguiente calculo

O x L (eO) = (cos v(0),sinh(0)) x (—(0) sin w(0), 1/ (9) cos (0))
— 1/ (0) (cos® (0) + sin® (0)) = v/ (0).

Observacién 4 FEs claro que el grado no depende de la eleccion de .

Mediante el siguiente lema, mostraremos que la formula del grado presentada en el lema anterior coincide con
la férmula del indice utilizada cominmente en andlisis complejo.

Lema 2 Sig e CY(SY,C\ {0}), entonces

1 g 1 9r
Ind — == =—.
nd(g) = 271 /19 2m’/§1g

Ind(g) denota el indice de la funcion g.

Demostracién. Consideremos la escritura de g bajo su forma polar: para todo 8 € S' y p(f) # 0 constante,
tenemos

9(6) = p(6)e®,

entonces ¢'(0) = (p' + i)’ p)eiw(a). Asi, por el teorema fundamental del célculo, el hecho de que p es constante y
por la Observacion |3, obtenemos

1 g 1 r ! 1 1
g o L= o (L2 [ 07) = 5oz ptzm) ~ tog p(0) + 5 (0(2m) ~ w(0)
w(0)

¢(27T)27T = deg(g,S!).

En el caso particular donde |g| = 1, la anterior férmula resulta ser

Ind(g) = deg(g) = 271m / 99

A continuacién, presentaremos otra férmula para calcular el grado topoldgico.

Lema 3 Sea Q C R? un dominio acotado y reqular. Sean g : OQ — S* una aplicacion de clase C* y u € C*(Q, R?)

tal que uw = g sobre 0L). Entonces
Ju Ou

dz d
8x 8y$y

deg(g) =

Demostracién. Mostremos primeramente que la integral no depende de u. En efecto, sean v, w : 2 — R? funciones
C%(Q,R?) tales que v = w = g sobre Q. Vamos a demostrar que

ov Ov ow  Ow
[, (5 <) wtu= [ (55 =5 ) o
Sea f =v—w € H}(Q,R?). Entonces
/&)Xav_/af 8wx 8w

f

y
_/<8w 8w> <8f 8f> <0fx8w+0w 8f>
ox or Jdy Ox Oy



Bastaria demostrar que

of ow ow _Of\
/Q(amxay+axxay>_0' (1)

Como el espacio H} es denso en C°, basta demostrar para f € C(Q,R?) y w € C*(Q,R?). En este caso,
como el producto exterior es anticonmutativo y utilizando el teorema de Kelvin-Stokes, obtenemos

/ gxaﬂ+aﬂxal —/ gxaﬂ+fXaQw+a£Xg_ X82w
o\dx Oy Ox Oy) Jo\Ox Oy Ooxdy Ox Oy 0xdy
]2 () (o
Jo |0z oy Oy \ Ox
ow ow
~far ) v [ (5 )

puesto que f = 0 sobre 9{2. Asi queda demostrada la ecuacién . Luego, sea u € C2(Q,R?) tal que u = g sobre
09. Entonces, utilizando el teorema de Kelvin-Stokes, tenemos

@xa—ud:ﬁd —1/ @x@—kux 82u+82u xu+@x@
Y73 o \Jdz 0Oy oydx  O0x0y or Oy

=2 oo () (52|
() e (v 50)
(@) (52) )
L ()= (52) )

)

QJ\»%)\Q)\

N NI N N N

Q.

@
(ofs]
—
s
~

ya que T, = —Vy y Ty = Vg; y en la tltima igualdad hemos utilizado el resultado del Lema .

3. Propiedades del grado

Sea © C R? abierto, acotado, regular y simplemente conexo.

Lema 4 Sig,h € C(0Q,S!), tenemos las siguientes propiedades:

deg(gh) = deg(g) + deg(h)

deg(g/h) = deg(g) — deg(h).

Demostracién. Vamos a demostrar estas propiedades para el caso 2 = Bj. Por la Proposicion (1] tenemos que
g(e™) = e y h(et) = %) con ¢ y ¢ funciones continuas reales. Sean k = deg(g,S!) y | = deg(h,S!), para
k,l € Z. Entonces

Y(2m) —9(0) Yt +2m) —(t)

g = k
2 2

o(t +2m) — p(t)
27

=1.




Asi,
(Y + @)t +2m) — (Y +)(t) = 2n(k +1)

y como (gh)(e®) = e!¥+9)1) | obtenemos
deg(gh) = k + 1 = deg(g) + deg(h).
De manera similar, tenemos que
(¥ =)t +2m) — (b — @)(t) = 2m(k — 1)
y como (g/h)(e') = /¥=¥)®)  obtenemos

deg(g/h) = k — | = deg(g) — deg(h).
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