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Para finalizar este compendio de lecciones presentaremos la obtencion de la energia renormalizada de Dirichlet
asociada al problema de Ginzburg-Landau visto en la lecciéon anterior. La técnica principal se basa en tres etapas:

1. Comenzaremos tratando un resultado que nos permitird demostrar la existencia y unicidad del minimizador
asociado al problema de Ginzburg-Landau de tipo Dirichlet y este asociarlo a su vez con la soluciéon de una
EDP que presentaremos en su momento.

2. Dado que trabajamos con minimizadores, obtendremos un resultado de convergencia basandonos en una
desigualdad que demostraremos utilizando el principio del maximo débil.

3. Por dltimo, utilizando el resultado de convergencia del anterior punto, daremos a conocer el teorema principal
de esta leccién donde se presentara la féormula explicita de la energia renormalizada asociada a nuestro
problema inicial.

1. Existencia y unicidad del minimizador

Como en la anterior leccién, consideremos G un dominio abierto, acotado, regular y simplemente conexo de
R2. Ademis, consideremos (ay,...,a;) € ConfiG, (di,...,dy) € Z y la cantidad

plai,...,ax) :zinf({mi_aﬂ:i,j:1,...,]<:yz'7éj}U{dist(ai,f)G):izl,...,k}),

2
tal que si consideramos un radio p €]0, p(ai, ..., ax)[, obtendremos B,(a;) N B,(a;) = 0 para cada i,j = 1,...,k
con i # jy By(a;) C G para cada i = 1,...,k, y asf el conjunto , := G\ U¥_ B,(a;) serd conexo y regular.
Finalmente, para p €0, p(aq, ..., ax)[, definamos el conjunto
) 1 )
W7, .= inf {2/9 IVul? con uw € H(Q,,S) : trpqu =g, deg(u,dBy(a;)) =d;, i =1,.. k} (1)
P

Nuestro objetivo serd obtener la energfa renormalizada asociada a este conjunto W75,



Teorema 1 FEl infimo se alcanza en por una solucion unica salvo una fase, i.e., si uy y uz son dos minimi-

zadores, entonces up = auy donde o € C con |a| = 1. Ademds, tenemos

/ Vul? = / Vo,
Q Qp

P

con ¢, solucion del problema lineal

Ag, =0 en Q,,
¢p = Ci(p) = cte. sobre 0B,(a;), i=1,...,k,
/ %:27Td7; iZl,...,/{?,

0B,(a;) OV

¢y _ dg

B g X 9 sobre 0G,

¢p = 0.
oG

Demostracién. Sea u € H(2,,S') tal que trpgu = g y deg(u,dB,(a;)) = d; para todo i=1,...,k. En primer

lugar, vamos a demostrar que

/ Vul? > / 1V,
Q Q

P P

Como u toma valores en S', tenemos

8a;1 8.732_ '

AN N AN
ox1 Y 0x9 0xo “ ory)

Ahora, consideremos el campo vectorial

Asi

Como ¢, es una funcién armonica en €2,, tenemos

2 2
divD:a<—u 8u>+8¢p+6<ux<’3u>+6¢p:&

6301 x 87272

Por otro lado, tenemos

D-Vz—(uxau)—i—%

donde v es el vector normal exterior a 0B,(a;) y T es el vector unitario tangente a 0B,(a;) para todoi=1,...

tal que (v, 7) es directo. Luego, por la férmula de grado tenemos
ou
u X —— = 2ndeg(u, 0B,(a;)) = 2nd;
0B,(a;)  OT

para todo i = 1,...,k, ademds por las condiciones de frontera de

/ % = 2nd;
OB, (a;) OV

/ D.-v=0.
8Bp(ai)

entonces, para todoi=1,...,k,

Jk




Utilizando nuevamente las condiciones de frontera de , obtenemos

D-v=0.
oG

Asi, por el Lema 2 presentado en la Leccién 4, tenemos la existencia de una funcién H definida en 2, tal que

ou oH 09,
UX — = ——— — —F,
8.%'1 8951 8.%‘2 (3)
L v oH 0g,
3$2 3%2 8x1
Entonces ) )
ou ou OH 0¢ OH 0¢
2 _— ——| = |VH/| Zpol 2 —F
|V’LL| wx (9.%'1 + ‘ % 6.%2 |V | + |V¢p| + 8:191 8.1‘2 (9:6‘2 81'1 ’
pero
0H 09, OH 0¢, / ) 0, 0, agbp / 3¢p
— =" | = H——- —-H— | =
/Qp <8x1 oy 03001 ) ~ Jo, Y \ Moy oy Z N =
= _ =0
/8G P or or Z /83,,((11
ya que, por las condiciones de frontera de , las funciones ¢, son constantes sobre 0B, (a;) para todoi =1,...,k,
y ademas
OH dg 09,
— = —— =0
o7 (9 or ) My

pues trjggu = g sobre dG. Por lo tanto
[ vl = [ 1vaP [ 9otz [ 9e,
Q, Q, Q, Q,

Ahora, vamos a demostrar que existe una funcién v € H'(€,,S') tal que trpgu = g, deg(u, dB,(a;)) = d; para
todo i=1,...,k, y ademas que cumpla la igualdad

| vl = [ 1va,P
Q Q,

P

Para demostrar esto vamos a encontrar una funcién u que satisface

ux 20 _ 00
8171 83:2 (4)
px 2 0%
61’2 N 6951'

De una forma general, podemos considerar el sistema

u X pr = F1 enQ,,
. (5)
Uu X 87:[;2 = F2 en Qp,

con Fy y Fy funciones generales. Este problema tiene una solucién w : Q, — S! si y solamente si

OF _ OF
81)2 N 8:1)1



/F-T€27TZ
r;

para cada componente conexa I'; de 0€2,, para i = 1,..., k. En efecto, considerando , si derivamos parcialmente
la primera ecuacién con respecto a xs y la segunda ecuacion con respecto a x1, obtenemos
)

81‘% ~ Oxe | Oxy 0x10x2
y
dr?  Oxy  Oxy 0x90x1

Como ¢, es una funcién armonica en €2, y utilizando , obtenemos @ Luego, por las condiciones de frontera

del problema , tenemos
/ F.r= / 99, = 2md;
0B, (a:) 0B, (a;) OV

con d; € Z, para todo i = 1,...,k. Por otro lado, podemos considerar localmente u = €*¥ con v solucién del
problema,
oY
= P,
61’1 !
4
= F
81’2 2,
que tiene solucion local por el procedimiento anterior. Para la unicidad, si consideramos dos soluciones locales
de uy y ug, entonces u; = aug donde « es una constante compleja con || = 1. Ademds, la solucién local

1) es continua globalmente puesto que podemos integrar sobre caminos. Estas integrales pueden variar pero esta
variacion es igual a 277, y de esta manera u = ¢'¥ estd bien definida salvo una fase. M4s atin, utilizando (4] y las
condiciones de frontera de (2)), obtenemos tripgu = g, puesto que

ou_ 00, _

X =5y = sobre 0G

99
or

y paratodot=1,...,k,

0g ¢
2w deg(u, 0B,(a; :/ g><=/ — =2nd;,
(1,08, (a) 0By(a) 9T JoB,(a) OV

lo que concluye la demostracion. |

2. Resultado de convergencia

Vamos a comenzar presentando un lema que nos permitird demostrar la convergencia de ¢, hacia una funcién
¢o cuando p — 0, con ¢q solucién de un problema lineal que presentaremos luego.

Lema 1 Sea v una funcion que satisface el problema lineal

Av=0 en Qp,
ov
Y =0 sobre 0G, (7)

FEntonces

Q, Qp




Demostracién. Consideremos el intervalo I; = [, ;] con ; = inf vy ;= sup v paratodoi=1,..., k.
Bp(ai) 0B, (as)
k

Demostremos primeramente que U I; es conexa. Supongamos que esto no es verdadero. Entonces, existen g € R,
i=1
0 >0y 1<n <k tales que (luego de haber reetiquetado los intervalos de ser necesario)

Gi<to—6 sii=1,....n y a>tg+d sii=n+1,...,k.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que ty # 0, i.e. consideremos ty > 0. Asi, podemos suponer que tg—4 > 0.
Consideremos también una funcién 0 € C*°(R, [0, 1]) tal que

0 sit<ty—2o
1 sit>to+0

o(t) =

y 0'(t) > 0 para todo t €]tg — 0, tp + d[. Multipliquemos la ecuacién Av = 0 por 6(v) y luego integremos sobre 2,

de modo que
0:—/ AUGU:/ o' (v)|Vo|? — O(v) + / ),
Q ( Q, )V e 5’/ Z 0B, (a;) 81/

P
gv = 0 sobre 0G, 6(v) es constante (0 o 1) sobre cada 0B,(a;) y
v
/ @:O para todoi=1,...,k.
0B, (a;) OV

/’wmwwz

y por lo tanto Vo = 0 en el conjunto B := {z € Q, : tp —§ < v(x) < tg+ d} lo cual es una contradiccién ya que v
es localmente constante en B y entonces v puede tomar a lo mas una cantidad numerable de valores entre tg —
y to + ¢. Por otro lado, €, es conexo y v es una funcién continua, entonces v puede tomar valores entre infq, v y
supq, v (la imagen de un conjunto conexo por una funcién continua sigue siendo conexa). En particular, v puede
k
tomar todos los valores entre tg — & y to + d. Por lo tanto, podemos concluir que U I; es conexo.
i=1

pero por las condiciones de frontera de (|7)),

Asi, obtenemos

k
Ahora vamos a demostrar la desigualdad . Como U I; es conexo, se alcanzan su maximo y su minimo, asi por
i=1
el principio del maximo débi]ﬂ tenemos

max §; — min oy

— ).
1<i<k 1<i<k

||M?r

Sumando una constante positiva a v podemos siempre suponer que min «; = 0. Enseguida, tomamos A = max f;,
1<i<k 1<i<k

multiplicamos la ecuacién Av = 0 por (v — A)T, integramos sobre Q,; y utilizando las condiciones de frontera de

obtenemos
| ve- +F+§1/ — Ay =,
QP

0Bp(a;)

pero (v — A)* = 0 sobre cada dB,(a;) (por las condiciones de frontera de (7)), entonces (v — A)* =0 en Q,, es

decir, v < A en Q,. De igual manera v~ = 0 sobre cada dB,(a;) y por lo tanto v > 0 en §,. Asf
infv=20
Q/’

Presentado en la Leccién n°2



y, utilizando la desigualdad anterior, obtenemos

k k
supv < A= max §; < — ) = sup v— Inf v ].
QE) 1<z<k - ;(/87, Z> Z ( P 0B, (a;) )

Lo que concluye la demostracion. |

A continuaciéon demostraremos el resultado de convergencia mediante el siguiente lema.

Lema 2 Sea ¢, solucion del problema lineal . Tenemos que ¢, — ¢o uniformemente cuando p — 0, con ¢
solucion del problema lineal

k
Agy = Z 2nd;d,; en G,
dgo _ Oy (9)
By =Y X 9 sobre 0G,
¢0 = 07
oG

donde 0 es la funcion delta de Dirac. Mds aun, para una constante C' > 0, tenemos

¢p — dollLe(,) < Cp.

Demostracion. Comenzamos utilizando el Lema [1| con v = ¢, — ¢ en €2,. Como ¢, es constante sobre cada
0B,(a;) para todo i = 1,...,k, obtenemos

sup(¢, — ¢o) — lnf — ¢p) < Z ( sup ¢g — anIl(fQ)(bo) < Cp.

P aBp CLZ

Ademds, gracias a las condiciones de frontera de y @]}, tenemos que

/ (69— do) = 0.
oG

Entonces hay un punto sobre G tal que ¢, — ¢g = 0. Por lo tanto
19p — dollLe(,) < Cp.

3. Obtencion de la energia renormalizada

Finalmente, a través del siguiente teorema obtendremos la férmula de la energia renormalizada para el problema
de Dirichlet simplemente conexo Wg.

Teorema 2 Sea i
Ro(z) = ¢o(x) — Y _ djlog |z — aj] (10)
j=1

tal que Ry es una funcion armdénica reqular en G (Ry es la parte reqular de la funcion ¢o) y ¢o es la solucion del
problema @D Entonces, cuando p — 0, obtenemos

/ Va2 = 7 (Zd ) log ( > + W (as, di) + O(p)

. ., L. 1 . .,
donde u, es una aplicacion arménica a valores en S* asociada a ¢, (¢, es la solucion de (2))) y

k
1 0
WD(ai,di) = T E dzd] log\ai —CLJ’| + 2/8G¢0 <g X af_) — T E dzRo(az)
=1

]



Observacion 1 La cantidad Wp(a;,d;) se conoce como energia renormalizada. Es importante remarcar que
Wp depende solamente de G, a;, d; y g. Ademds O(p) representa una cantidad X tal que | X| < Cp donde C
depende solamente de G, a;, d; y g.

Demostracién (Teorema 2). Considerando los argumentos de la demostracién del Teorema (1| sabemos que

1/ 9 1/ 9
= Vu,|* = = Vo,|*.
5, [Vl =5 [, 196

Ahora, haciendo uso de las condiciones de frontera de , tenemos

1 o 5
2/ ¢p|2 / ¢P¢p Z/@B (as d)p
1 0
2 /BG P (g ) 83) - F;di%(aBﬂ(ai))-

Por el Lema [2, considerando una constante C' > 0, [|¢, — ¢ollL~(q,) < Cp, por lo tanto

1 1 ) -
vl =g [ (0% 52) —m et + 000

donde z; es un punto de 0B,(a;) para todo ¢ = 1,...,k. A continuacién, con la ayuda de la expresién
obtenemos

de Ro(z; +Zdlog|$l a;l | +0(p)

i=1 7j=1

(o25)-
:i/aaqﬁo(gxai)—wf:di Ro(ai)+2djlog!ai—aj\—dilogc)) +0(p)
(o25)-

i=1 ji

deRo (a;) —Wde log |a; — ajl

i#£]

Finalmente, considerando la definicién de Wp(a;,d;) se concluye esta demostracion.
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