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1. Introducciéon

En esta lecciéon haremos un corto resumen de las herramientas de base que utilizaremos a lo largo de las
lecciones posteriores. De manera mas precisa estudiaremos en primer lugar los espacios de Lebesgue y algunos
resultados cldsicos. Luego introduciremos rapidamente la transformacién de Fourier: primeramente en el marco
de la clase de Schwartz y después de manara mas general en el marco de las distribuciones temperadas.

Algunas notaciones

En todo este curso trabajaremos sobre el espacio R? donde:

3
e para dos vectores z,y € R3, z-y = szyz denota el producto escalar usual y |z| =
i=1

3

E x? denota la
j=1
norma euclidiana.

e Consideraremos siempre al espacio R como un espacio medido: (R?, Bor(R3), dx), donde Bor(R3) es la
sigma-algebra boreliana y dx es la medida de Lebesgue.

2. Espacios de Lebesgue

Empezamos defiendo los espacios de Lebesgue.

Definicién 1 (Espacio de Lebesgue) Sea p € [1,+00]. El espacio de Lebesgue LP(R3) se define como

PR} ={f:R®* — R: f esmedible y | f|rr <+oc},

donde
< |f(a;)|pda:>p, sil <p < 4o0,
1fllzr = -
sup | ()], sip = oo
z€R3




2.1. Principales propiedades

Entre las principales propiedades de estos espacios se tiene:

e Algunas propiedades de estructura. El espacio (LP(R?), ||-||z») es un espacio de Banach para los valores
del parametro de integracién p € [1,400]. Por otro lado, para 1 < p < +o0o se tiene que el espacio dual de
LP(R3) es el espacio L4(R?) donde % + % = 1. Ademss, LP(R3) es un espacio reflexivo para p €]1, 4+o0].

1 1 1
e Desigualdad de Hélder. Si f € LP(R3) y si g € L9(R?) entonces fg € L"(R3) con — = ~ + = y se tiene:
r P g

1fgllzr < [IfllzellgllLe-
e Convolucién y desigualdad de Young. Dadas dos funciones f : R3 — Ry g : R3 — R? definimos su

convolucién f * g : R — R como f * g(z) = / flz—y)g(y)dy.
R3

1 1 1
Asi,si f € LP(R3) y si g € LI(R?) entonces f* g € L"(R3) con 1 + ~ = = + = y se tiene:
r p g

1 * gllzr < 1 fllzellgllza- (1)

Esta desigualdad es también conocida como la desigualdad de Young.

e Interpolacién. Sea f : R® — R una funcién tal que f € LP*(R3) y f € LP2(R3) con pi,2 € [1,+0q].

1 0 1-46
Entonces se tiene que f € LP(R3) donde — = — + , con 6 € [0,1]; y se tiene
P n P2
0 1-0
Ifllze < ell fllzea [ 1 o - (2)
La desigualdad de interpolacién nos dice simplemente que si la funcién f pertenece al espacio LP!(R3) y al
espacio LP?(R?) entonces esta funcién pertenece a todos los espacios LP(R?), donde la relacién % = pil + 1}7;20

nos indica que p se encuentra entre p; y po.

Una generalizacién de los espacios de Lebesgue LP(R?) son los espacios de funciones localmente integrables Ly, (R3)
que apareceran en nuestro estudio mas adelante.

2.2. Funciones localmente integrables

Tenemos la siguiente definicién:

Definicién 2 (Espacios de funciones localmente integrables) Sea p € [1,+00]. El espacio LT (R3) se define como

LP(R?) = {f :R* — R*: f es medible y || f||1o(x) < +00, para todo conjunto compacto K C R},

donde )
</ |f(x)|pd$>p, si1 <p< 4o,
[ fllzecrey = K
sup | f(z)], sip = +0o0.
zeK

El estudio detallado de los espacios LF (R®) (asi como de los espacios de Lebesgue LP(R3)) estd fuera de los
objetivos de este curso por lo que solamente haremos algunas observaciones sobre estos espacios funcionales. Para
mas detalles detalles sobre estos espacios funcionales ver el volumen 1 & 2 de la coleccién “Espacios de Lebesgue
y de Lorentz”.

e Para p € [1, +o0] se tiene la inclusion estricta

LP(R3) Cc I} (R®).

loc



En efecto, podemos ver sin ninguna dificultad que si f € LP(R3) entonces para todo conjunto compacto
K C R3 se tiene [fllzexy < Ifllzp(msy- Por otro lado, para p € [1,+oo[ fijo, se puede ver, pasando a
no pertenece al espacio LP(R?) pero si al espacio LT (R?).

coordenadas radiales, que la funcién —5
|| P

e Se tiene ademds la cadena de inclusiones para p, g €]1, 400] tales que p < ¢:

Lige(R) € L, (R%) € L, (R) C Ljo(R?),

loc loc

que es simplemente consecuencia de las relaciones de inclusién entre los espacios de Lebesgue LP(K) cuando
K C R? es un conjunto compacto (o de manera méas general un conjunto de medida finita).

e A diferencia de los espacios de los espacios de Lebesgue LP(R?), los espacios de funciones localmente inte-
grables L C(]Rg) no son espacios normandos, pero son espacios de Fréchet (espacios vectoriales topoldgicos,
localmente convexos, metrizables y completos) con la familia de semi-normas (||-||z»(x,,))nen, donde (Kp)nen

es una familia de conjuntos compactos K, C R? tal que R = U K,.
neN

3. La transformacion de Fourier

La transformacion de Fourier es una herramienta de gran utilidad en el analisis arménico y en el estudio de
las ecuaciones en derivadas parciales. Es este seccién introducimos rdapidamente su definicién y algunas de sus
principales propiedades.

Es bien conocido que el espacio de Lebesgue L!(R?) es un marco natural para definir la transformacién de
Fourier, sin embargo, en esta seccion introduciremos la transformacion de Fourier en el marco de un espacio mas
pequeno que el espacio L' (R?): la clase de Schwartz S(R?), y este espacio funcional nos permitira ir més lejos en
la définicién de la transformacién de Fourier.

3.1. La transformacién de Fourier en la clase de Schwartz

Empezamos por definir la clase de Schwartz S(R?) y para ello empezaremos por fijar algunas definiciones y
notaciones previas:

(A) Multi-indices. Un multi-indice es un vector a = (a1, a1, a3) € N3 cuyas componentes son niimeros naturales.
Notaremos por |a| = a1 + az + ag > 0 su tamano.

e Para un multi-indice a = (a1, as,a3) € N® y una funcién ¢ suficientemente regular, la expresiéon 9%p
denota la derivada 0)'05203%¢ y |a| nos indica el orden total de derivacién de 9%p.
e Por otro lado, para un multi-indice a = (a1, a2, a3) € N® y un vector x = (21,72, 23) € R? definimos la

cantidad z% = z{'z5?25® € R.

(B) Funciones de clase C*. Decimos que la funcién ¢ : R® — R es de clase C* si es continua y para todo
multi-indice a, la funcién 0%p existe y es continua.

Vemos entonces que la funcion ¢ es de clase C* si es infinitamente derivable y todas sus derivadas par-
ciales son funciones continuas.

Definicién 3 (La clase de Schwartz) Una funcion ¢ : R® — R pertenece a la clase de Schwartz S(R?) si
@ es de clase C*® vy si para todo multi-indice a,b € N? se tiene

|1298° || o < +o0. (3)

Hagamos ahora las siguientes observaciones:



e Las funciones de la clase de Schwartz tienen dos propiedades fundamentales: son funciones de clase C* y
ademads son funciones a decrecimiento rdpido. En efecto, la expresién (3) indica que la funcién ¢ y todas sus
derivadas 0% decrecen al infinito mds rdpido que el inverso del polinomio z.

. . ., , . P
e Un ejemplo clasico de una funcién que pertenece a la clase de Schwartz estd dado por la gaussiana e I,
Por otro lado, observemos que la funcién e~%l no pertenece a la clase de Schwartz pues si bien esta funcién

decrece al infinito mas rapido que el inverso de cualquier polinomio, se tiene que esta funcién no es derivable
en el origen por lo que no es de clase C*°.

e Las funciones de la clase de Schwartz pueden ser caracterizadas de la siguiente manera: se tiene p € S(R3)
si y solo si p es de clase C* y para todo multi-indice a € N® y para todo n € N existe una constante
Can,e > 0, que depende de a € N3, n € Ny de la funcién ¢, tal que

Cangp

|0%p(x)| < W7

(4)

para todo z € R3. Observamos asi que la propiedad de decrecimiento rapido al infinito expresada en la
ecuacién (3) puede ser caracterizada de manera equivalente por la propiedad dada en la ecuacién (4) y esta
caracterizacién es muy util en la practica.

En efecto, usando la propiedad dada en (4) podemos mostrar ficilmente el siguiente resultado.

Proposicién 1 Sea ¢ € S(R3). Entonces, para todo p € [1,+00] se tiene ¢ € LP(R3). Ademds, para todo
multi-indice a € N3 se tiene 0% € LP(R?).

Una vez que hemos introducido la clase de Schwartz S(R?) vamos ahora a definir la transformaciéon de Fou-
rier en el marco de este espacio funcional.

Definicién 4 (La transformacion de Fourier) Sea ¢ : R3 — R tal que ¢ € S(R?). Definimos la transfor-
macién de Fourier de la funcion ¢, notada como @, por la siguiente expresion:

26 = [ eErirtplan 9

para todo & € R3.

Definimos ahora la transformacién de Fourier inversa.

Definicién 5 (La transformacion de Fourier inversa) Sea o : R3 — R tal que ¢ € S(R3). Definimos la
transformacion de Fourier inversa de la funcién ¢, notada como ", como:

€ = [ e iplada, (0

para todo € € R3.

Observacién 1 Dada ¢ € S(R?) por la Proposicién 1 se tiene ¢ € L*(R3). Entonces por las expresiones (5) y
(6) se tiene ||@llLe < |l@llnr v [l@Ylze < ||l respectivamente. Vemos entonces que las expresiones (5) y (6)
estan bien definidas.

Observacién 2 En las expresiones (5) y (6) podemos observar que la transformacion de Fourier inversa no es

mds que la reflexion con respecto al origen de la transformacion de una funcion, es decir, se tiene ()" (€) = p(—£),
para todo £ € R3.



Recordemos ahora solo algunas de las principales propiedades de la transformacién de Fourier que nos seréan de
utilidad en lo que sigue. Para un estudio mucho més detallado de la transformacion de Fourier se puede consultar
el libro “Clasical Fourier Analysis”de L. Grafakos.

Proposicién 2 Sea ¢ € S(R3) dada en la Definicion 3, sea $ su transformacion de Fourier dada en la
Definicion 4 y sea (¢)V su transformacion de Fourier inversa dada en la Definicion 5. Entonces se tiene:

1) Isomorfismo en la clase Schwartz: € S(R?) y (¢)V € S(R3).

—

2) Inversion: ()" = () = .

Se tiene ademds las siguientes propiedades que serdn enunciadas para la transformacion de Fourier @ pero
que también se verifican para la transformacion inversa (¢)V.

3) Identidad de Plancherel: |||z = ||¢]|12-

4) Convolucion: sea 1) € S(R3), entonces se tiene

—

P * () = BE)V(E).

5) Derivacién: sea a € N® un multi-indice, entonces se tiene @(f) = (2mi§)* (&) y 0gp(§) =
((=2miz)?¢)(£)-

La propiedad 5) de esta proposicién nos permite definir un operador que es gran utilidad en el andlisis arménico:

El operador Laplaciano fraccionario

Comencemos con las siguientes notaciones y observaciones. Dada ¢ € S(R3) definimos el laplaciano de esta
funcién, Ay, como

3
Ap =Y. (7)
=1

Ahora, tomando la transformacién de Fourier en (7), por el punto 5) de la Proposicién 2 se puede ver sin dificultad
que se tiene:

Ap(€) = —4n”|€[*3(¢),
que por comodidad escribiremos como

TAp(€) = AnE PP (6). (8)

Vemos entonces que, en variable de Fourier &, la accién del operador —A sobre la funcién ¢ se expresa como la
multiplicacién de la transformacién de Fourier $(€) por el simbolo 472(£|2.

Para un pardmetro s € R, la expresién (8) nos permite dar una definicién simple del operador Laplaciano fraccio-
nario (—A)z de la siguiente manera:

Definicién 6 (El operador Laplaciano fraccionario) Sea ¢ € S(R3) y sea s € R. Definimos la accion del
operador (—A)% sobre la funcion @, en variable de Fourier &, como:

—

(=2)2p(€) = (47%)2[E1°3(6), (9)

para todo € € R3.

El operador Laplaciano fraccionario (—A)2 es un operador de derivacién fraccionaria: podemos entender la ex-
presion (—A)Scp como la derivada s—esima de la funcién ¢ (donde s € R) y en la formula (9) podemos observar
que esta derivacion fraccionaria se puede definir de manera muy cémoda en la variable de Fourier como la multi-
plicacién de la transformacién de Fourier de la funcién ¢ por el simbolo (472)2 |€|®.



Por simplificar la escritura, de ahora en adelante en la formula (9) omitiremos la constante (472)2 y escribi-
remos

—

(—A)2p() = 1€1°B(9).

Observacion 3 La formula (9) también nos permite definir el operador Laplaciano fraccionario en variable es-
pacial x como:

(=2)Zp(z) = (E1°3()" (@), (10)

siempre y cuando esta cantidad esté bien definida.

En efecto, si s > —3 (donde 3 corresponde la dimensién de R3) entonces la funcién || pertenece al espacio
L} (R®) y como ¢ € S(R?) se tiene que la funcifon [£|*@(£) pertenece al espacio L!(R?) por lo que la expresién

dada en (10) esta bien definida.

Por otro lado, si s < —3 entonces la funcién |£|® no es integrable cerca del origen y entonces la expresién (10) puede
no estar bien definida. En este caso, para asegurar que la funcién |£|*@ pertenezca al espacio L'(R?), y entonces
que la expresion (10) esté bien definida, necesitamos ademéds que ¢ decrezca suficientemente répido a cero cerca
del origen.

En la siguiente leccién veremos cémo el operador Laplaciano fraccionario aparece de manera natural en la definicién
de los espacios de Sobolev. Pero antes de definir estos espacios funcionales y estudiar algunas de sus principales
propiedades necesitamos primero extender la definicion de la transformacién de Fourier en un espacio funcional
més grande que la clase de Schwartz: el espacio de la distribuciones temperadas, que introducimos rapidamente a
continuacién.

3.2. La tranformacion de Fourier en las distribuciones temperadas

El espacio de la distribuciones temperadas, que notaremos por S (R3), es el espacio funcional mas grande
en donde se puede definir la transformacién de Fourier. Este espacio es muy 1til en el andlisis arménico pues,
entre algunas razones, el espacio de las distribuciones temperadas contiene a otros espacios funcionales (como por
ejemplo los espacios de Lebesgue) y de esta manera podemos definir la transformacion de Fourier de funciones (o
mas generalmente de distribuciones) que no solo pertenecen a la clase se Schwartz como se habia trabajado en la
seccién anterior.

El espacio de las distribuciones temperadas

Para definir el espacio S'(R?), empecemos por sefialar que la clase de Schwartz S (R3) es un espacio vectorial
topdlogico localmente convexo dotado la familia de semi-normas p, p, donde, para a,b € N? multi-indices y ¢ €
S(R?) la cantidad p,p(p) estd definida por la expresién

Pap(0) = [|2°0%0| oo

Definicién 7 (El espacio de las distribuciones temperadas) Definimos el espacio de las distribuciones tem-
peradas S’ (R?) como el espacio dual topoldgico de la clase de Schwartz S(R?).

En otras palabras, un funcional lineal sobre la clase de Schwartz u : S(R3) — C es una distribucién tempe-
rada si y solo si existe una constante C' > 0y k,m € N tales que

[(u@)srxs| SC D pasle)s (11)

[a]<k,[b]l<m
donde (-, )¢, ¢ denota en corchete de dualidad entre S(R%) y S'(R?).

Demos ahora algunos ejemplos clasicos de distribuciones temperadas:



i) Toda funcién f € LP(R?) con p € [1,+oc]. En este caso el corchete de dualidad (-, )¢, 5 se escribe como
@l xs = [, Hakpla)dn,  para todo ¢ € SRY).

ii) Toda funcién f : R? — R que satisface | f(z)| < ¢(1 + |2|)® donde ¢ > 0 es una constante y s € R. De igual
manera que el ejemplo anterior, el corchete de dualidad se escribe

(f,0) ' vs = /]R3 f(z)p(x)dz, para todo ¢ € S(R3).

ii1) Un ejemplo de distribucién temperada que no es una funcién (pero si una medida) estd dada por la masa
de Dirac ¢y definida como

(0. 9)r s = || e@)dfofa) = p(0),  para todo ¢ € S(Y).

iv) De manera mds general, toda medida boreliana y finita p es una distribucién temperada, donde el corchete
de dualidad se escribe como

0 9)s7s = [ oladdufa). para todo ¢ € S(R?)

v) Finalmente, un ejemplo de distribucién temperada sobre la recta real R, que no es ni una funcién ni una
medida, esta dado por el valor principal de la funcién de la funcién %, notado por v.p.%, y que esta definida
como:

1 B dx
(Vp.—,P) g g = lim p(x)—, paratodo ¢ € S(R).
x

e—0t Jiz|>e x

Observacién 4 En el ejemplo i) aqui arriba podemos observar que, para todo p € [1,400], se tiene la inclusion
LP(R3) C SI(R?’). Sin embargo, de manera general, esta inclusion no se verifica para los espacios localmente
integrables L (R3).

En efecto, consideremos por ejemplo la funcion elz”. Podemos ver sin ningin problema que para todo p € [1, +o0]
se tiene el” € LfOC(R3), pero esta funcién no es una distribucion temperada: si suponemos P es (R3), entonces
por (11) sabemos que existe C' > 0y k,m € N tales que, para todo ¢ € S(R?) se tiene

()
TS xS

Ahora, si consideramos en particular la funcién (z) = e1**, donde ¢ € S(R3), obtenemos inmediatamente una

contradiccion pues se tiene
2 ]2 2 .2
<e|‘,e H>, = elFe= PP gy = +o00.
S xS R3

Antes de pasar a la siguiente seccién, recordemos dos operaciones béasicas en el espacio de las distribuciones
!
temperadas. Sea u € S (R3):

<C Z pa,b(ﬁp) < +00.
[a] <K, [b]<m

e Derivacién: para todo multi-indice a € N? se define 9%u mediante el corchete de dualidad como
(0"u, ) g g = (=Dl (u, 9¢p) s s, paratodo ¢ € S(R?).

e Convolucién con una funcién en la clase de Schwartz: sea ) € S (R?) y denotemos por 1; su reflexién
respecto al origen, es decir, 1(z) = (—x).

Definimos la convolucion v * v como

_ 3
(Yxu,p) g g = <u,¢ * @>S,X8, para todo ¢ € S(R”).



e Multiplicacién con una funcién en la clase de Schwartz: sea ¢ € S(R?). Definimos el producto ¥u
€omo
(Yu, ) g5 = (U, ¥¢) g s, Paratodo g € S(R?).

Una vez que hemos introducido rdpidamente el espacio de las distribuciones temperadas podemos definir la trans-
formacién de Fourier sobre este espacio.

La transformacion de Fourier

Empezamos con la siguiente definicion.

Definicién 8 (Transformacion de Fourier en el espacio de las distribuciones temperadas) Sea u € S’ (R?).

1) Transformacion de Fourier: la tranformacion de Fourier de la distribucion temperada u, denotada
por U, se define como
(W, 0)g' 5= (U, P)g' g, para todo p € S(RS), (12)

donde la expresion ¢ estd dada en la Definicion 4.

2) Transformacion de Fourier inversa: la tranformacion de Fourier inversa de la distribucion tem-
perada u, denotada por (u)V, se define como

<(u)v,<p>8/><8 = (u, (go)v>$,x$, para todo ¢ € S(R?), (13)

donde la expresion (p)¥ estd dada en la Definicidn 5.

Hagamos ahora las siguientes observaciones:

e En las formulas (12) y (13) podemos observar que la definicién de transformacién de Fourier y de transfor-
macién de Fourier inversa, introducidas en el marco de la clase de Schwartz S(R?), pueden ser extendidas
al espacio de las distribuciones temperadas S’ (R?) mediante el corchete de dualidad (-, -) xS

e Sea 1) € S(R?). Se tiene también ¢ € S'(IR3) pues por la Proposicién 1 se tiene ¢ € L'(R?) y se tiene ademés
la inclusién L' (R?) ¢ S’ (R3). Entonces, las definiciones de la transformacién de Fourier de la funcién ), 9,
vista como elemento de la clase se Schwartz y como distruncién temperada coinciden.

En efecto, para mayor claridad en la exposicién, notemos por un momento F (¢) la transformacién de
Fourier de 1 vista como elemento de S’ (R?) y notemos por w la transformacién de Fourier de ¢ vista como

elemento de S(R?). Entonces mostraremos la identidad F (1)) = n

Por la formula (12) se tiene, para todo ¢ € S(R3),
FW). Qs = W0 Dsrvs = [ v@Pplade

Recordemos ahora que por la Definicién 4 se tiene @(x) = / e 2™ p(n)dn, y entonces en la identidad
R3

[ v = [ o) ([ e motman) a

donde, por el teorema de Fubini y por la Definicién 4 se tiene

/RS (x) </RS 6_2“”"’%0(?7)6177) dr = /RS </RS 6‘2””%(113)dw> p(n)dn = /RB Y(n)e(n)dn = (1), ¢) g -

~

Vemos entonces que, para todo ¢ € S(R?) se tiene la identidad (F(¥),)g . s = (¥, ¢)g s ¥ entonces
F)=1.

precedente escribimos



Usando el corchete de dualidad (-, )¢, g, podemos extender la mayoria de propiedades de la transformacién de
Fourier sobre la clase se Schwartz S(IR?) al espacio de las distribuciones temperadas.

En la siguiente proposicién enunciamos estas propiedades, donde las identidades que escribiremos deben entenderse
en el sentido de las distribuciones temperadas, es decir, dadas u,v € S (R?) se tiene u = v si y solo si

<’U,, <)0>S/><S = <Ua S0>$’><57 para tOdO ® € S(Rg)

Proposicién 3 Sea u € S'(R?), sea @ su transformacion de Fourier dada en la formula (12) y sea (u)Y su

transformacion de Fourier inversa dada en la formula (13). Entonces se tiene las siguientes propiedades que
serdn enunciadas para la transformacion de Fourier U pero que también se verifican para la transformacidn

inversa (u)".

1) Isomorfismo en S (R®): se tiene t € S'(R?) y (u)¥ € S (R?).
2) Inversién: (@)" = (u)V = u.
3) Conwvolucién: sea 1) € S(R?), entonces se tiene m = QZiZ

o —

4) Derivacion: sea a € N un multi-indice, entonces se tiene dou = (2mi&)*u y 0%u = ((—2mix)%u).

Es interesante comparar esta proposicion con la Proposicién 2:

e Podemos observar, en primer lugar, que casi todas la propiedades de la transformacion de Fourier definida
sobre la clase de Schwartz S(R?) se extiende al marco mucho més general del espacio de las distribuciones
temperadas S’ (R?).

e Por otro lado, siempre en la Proposicién 2, podemos observar que la tnica propiedad que no se generaliza al
espacio de las distribuciones temperadas es la formula de Plancherel dada en el punto 3). Esto es normal pues
si u € S'(R?), de manera general, no tenemos ninguna informacién adicional para asegurar que u € L?(R3).

Dentro de la propiedades de la transformacién de Fourier dadas en la Proposicién 3 (o de igual manera en la
Proposicién 2) conviene prestar particular atencién a las propiedades dadas en los puntos 3) y 4):

e En el punto 3) podemos observar que la transformacién de Fourier cambia el producto de convolucién con la
multiplicacién, mientras que en el punto 4) observamos que la transformacién de Fourier cambia la derivacién
por la multiplicacién por un polinomio del mismo orden de la derivacién.

e Estas propiedades de la transformacién de Fourier son muy utiles ya sea cuando usamos esta transformacién
para el estudio de las soluciones ciertas ecuaciones en derivadas parciales o cuando usamos esta transforma-
cién para definir los espacios de Sobolev como lo veremos en la siguiente leccion.

Finalmente, antes de cerrar esta seccién, es interesante senalar que, inspirdndose en la Definicién 6, el operador
Laplaciano fraccionario (—A)z (con s € R) puede también ser definido en la marco de las distribuciones temperadas
S'(R?) de la siguiente manera: dada u € S'(R?), definimos

(—2)%u = (Ig[*n)”,

siempre y cuando |£|*% pertenezca a S’ (R?).



