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1. Introduccién

En la leccion anterior introducimos dos herramientas de base: los espacios de Lebesgue y la transformacion
de Fourier. En esta leccién usaremos estas herramientas para estudiar (rdpidamente) los espacios de Sobolev que
son una herramienta fundamental en el estudio de las ecuaciones en derivadas en parciales y en particular en el
estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes como lo veremos en la siguiente leccién.

La idea de base de los espacios de Sobolev consiste en estudiar la reqularidad de una funciéon mediante el es-
tudio del tamano de sus derivadas débiles (o derivadas en el sentido de las distribuciones). De manera més precisa,
se considera las derivadas débiles de una funcién y se mide su tamaiio usando los espacios de Lebesgue LP(R3?)
con p € [1,4o0].

En esta leccién, para medir el tamano de las derivadas débiles de una funcién, utilizaremos el espacio de Le-
besgue L?(R?) pues este espacio nos serd de gran utilidad para el estudio posterior.

Es importante senalar que un estudio riguroso y detallado de los espacios de Sobolev esta fuera de los objetivos
de este curso y seria material suficiente para otro curso completo. Por esta razén, introduciremos estos espacios
muy rapidamente y sin insistir en mayores detalles de su definicion sino mas bien en las principales propiedades
de estos espacios que se necesitan en el “dia a dia”.

2. Espacios de Sobolev no homogéneos

Empezamos recordando que dada una distribucién temperada u € S (R3), para todo multi-indice a =
(a1,az2,a3) € N3, donde |a| = a; + a2 + a3 > 0 es su tamaiio, definimos la derivada (en el sentido de las dis-
tribuciones) 9*u como

(0, ) g 5 = (_1)|a|<u7 9*¢)s vs» paratodo ¢ € S(R3)- (1)

Tenemos asi una primera definicién.



Definicién 1 (Espacios de Sobolev no homogéneos de orden entero positivo) Sea k € N. Defini-
mos el espacio de Sobolev no homogéneo H*(R?) como

donde

HAR?) = {u e S’ (R?) : ||u|| gr < +o0}, (2)

lall e = Nullge + Y 0%l . (3)

0<|a|<k

Hagamos ahora las siguientes observaciones y comentarios:

En la seccion 3 explicaremos en detalle el caracter no homogéneo de estos espacios.

En las formulas (2) y (3) vemos entonces que el espacio de Sobolev no homogéneo de orden k € N: HF(R?),
consiste en el espacio de las distribuciones temperadas u € S’ (R3) tales que u € L*(R3) y para todo multi-
indice 0 < |a| < k se tiene 9%u € L?(R3), es decir, medimos el tamafio de la funcién u y de sus derivadas
0% en el marco del espacio L?(R3).

Senalemos rapidamente para medir el tamano de las funciones y de sus derivadas débiles se puede usar (de
manera general) cualquier espacio de Lebesgue LP(R?) con p € [1,+oc[ en donde se obtienen los espacios
de Sobolev W#P(R3) definidos por las mismas formulas (2) y (3) pero con la norma | - ||z» en lugar de la
norma |- || ;2. En particular se tiene W*2(R3) = H*(R3). Sin embargo, como se mencioné en la introduccion,
nos concentraremos en estudiar unicamente los espacios H*(R?) pues estos espacios apareceran de manera
natural en el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Los espacios H¥(R3) son espacios de Hilbert (lo que justifica la letra H en su notacién) con el producto
escalar

(u,v) g = /]R3 u(z)v(z)dr + Z Ag(aau(m))(ﬁav($))d$,

0<la|<k

que induce una norma equivalente a la norma || - || z» dada en (3).

El parametro k € N mide la regularidad de la funcién u y en particular se tiene H°(R3) = L?(R3). Se tienen
ademas las siguientes inclusiones: para dos nimeros naturales 0 < k; < ks se tiene

H*(R3) ¢ HM(R?) ¢ L3(R?),

es decir, los espacios H¥ son decrecientes conforme el pardmetro de regularidad k € N aumenta.

En la siguiente proposicién veremos c6mo podemos caracterizar los espacios H*(R?) mediante la transformacién
de Fourier. Esta caracterizaciéon es muy tutil pues nos permite definir de manera natural los espacios de Sobolev
de orden fraccionario H*(R?) (con s € R) como lo veremos més adelante.

Antes de enunciar esta proposicién conviene fijar algunas notaciones:

Dados a,b € R escribiremos la relacién a =~ b si y solo si existen dos constantes ¢; > 0 y c2 > 0, que no
dependen ni de a ni de b, tales que se tiene ¢; a < b < s a.

De igual manera escribiremos a < b si y solo si existe une constante cs > 0 (que no de ni de a ni de b) tal
que se tiene a < c3b.

Se tiene entonces la siguiente caracterizacién de los espacios H*(R3):

Proposicién 1 Sea k € N y el espacio de Sobolev H*(R?) dado en la Definicion 1. Para todo u € H¥(R3)
se tiene

fulls ([ i)~ o+ ([ ePapae)” (@)




Prueba. Empezamos por mostrar la siguiente estimacion: ||u||%{,€ < /3(1 + |§|2)k|a|2d§.
R

Por la definicién de la cantidad |lu| g+ dada en (3) y utilizando la formula de Plancherel y las propiedades
de la transformacién de Fourer podemos escribir

lalfe < llulfe+ Y N0%lfe S @l + ) 10°ull?: Slali+ > ll€%alz.

0<|al<k 0<|al<k 0<l|al<k
< ~2 2|al|~12 < ~|2 2|al|~12
s | [arae S [ epiaras| s S [ @R+ e
0<|a|<k 0<la|<k
s Y [ a+lerhapas

0<|al<k

Ahora, notemos que para todo |a| < k se tienen las siguientes estimaciones 1+ |£[2l9l < (1 + |¢])2lel < (1 4+ |¢))?F <
(14 |£]?)*, v entonces podemos escribir la estimacién deseada

2laly 17712 Wk |~2
> /RS<1+I€I )|l déﬁ/Rg(lJrl&\ )F a2 de.

0<|a|<Ek

Por otro lado, la siguiente estimacién / (L4 g»FaPde < |a). + / |€|?*|@|%dé, se deduce directamente de la
3 R3

R
estimacién puntual (14 [€*)F < 1+ ||

Para terminar, estudiemos la estimacién: ||a]|72 +/ €12%T12dE < [|ul|%w-
R3

Volviendo a la variable de espacio, utilizando siempre la formula de Plancherel y la propiedades de la trans-
formacion de Fourier, podemos escribir

a7 + /3 P aPde S lullz + D 10%ullze S llullz+ Y 10%ul7z S lullfx-
R la|=k 0<|a|<k

|
Es interesante hacer las siguientes observaciones:

e Recordemos que el objetivo de los espacios de Sobolev H¥(R?) es medir la regularidad de las funciones.

1
3
Volviendo a la primera estimacién en la formula (4): ||u| g+ ~ < / (14 \Q)k]ﬂ\2d§> , observamos que la
R3

regularidad de una funcién u € H*(R3) puede ser estudiada a través del decrecimiento de su transformacién
de Fourier.
En efecto, por esta estimacién se tiene u € H¥(R3) si y solo si (1 + | - |2)§ﬂ € L%*(R3) en donde vemos
k. . o~
que, para asegurar que la funcién (1 + |- |?)2% pertenezca al espacio L?(R?), la funcién @ debe decrecer al
infinito més rapido que el inverso del polinomio (1 + [£]?)2 .
1

3
e Volvamos ahora a la segunda estimacién en la formula (4): ||ul|gx =~ ||u]|z2 + </ |§]2k\ﬂ|2d§> , de donde
R3

podemos deducir las siguientes informaciones:

.z . . . . . s
= Recordemos que en la leccién anterior definimos el operador laplaciano fraccionario (—A)z (con s € R)
mediante la transformacién de Fourier como:

—

(=2)zu)(€) = lgl*a(é), (5)



entonces, tomando s = k € N se tiene

—

(—A)zu)(€) = [¢]Fa(e),

y por tanto podemos escribir

(@KWWMQ%:<A$25%

DREL

L2

Luego, volviendo a la variable espacial (usando la formula de Plancherel) vemos que se tiene la estima-

cién
k
2

e = Nl ze + || (~4)

.
L2

(6)

= Vemos asi que la informacién v € H*(R3) puede ser caracterizada por las informaciones u € L?(R?) y

(—A)gu € L?(R?). En particular, la informacién (—A)gu € L?(R?) nos dice que es suficiente controlar
(en términos de la norma || - ||;2) unicamente las derivadas de orden k de la funcién u y no las derivadas

de orden menor a k.

Las expresiones (5) y (6) abren la puerta a la definicién de los espacios de Sobolev fraccionarios que ahora son

introducimos de forma natural de la siguiente manera:

Definicién 2 (Espacios de Sobolev no homogéneos fraccionarios) Sea s > 0. Definimos el espacio
de Sobolev no homogéneo H*(R3) como

HY(R®) = {u e S'(R*) : |lulls= < +oc}, (7)

donde

lullzs = = + || (=) 34

L2’

e Vemos entones que el espacio de Sobolev (no homogéneo) fraccionario H*(R?) constituye el espacio de las

distribuciones temperadas u € S'(R?) tales que u € L2(R?) y (—A)2u € L2(R3).

e Aligual que los espacios de Sobolev de orden entero H*(R?) (con k € N), los espacios de Sobolev fraccionarios
miden la regularidad de las funciones pero de manera mds fina pues ahora medimos esa regularidad por

medio del pardmetro s > 0 que es un numero real no necesariamente entero.

e Los espacios de Sobolev H*(R3) son también espacios espacios de Hilbert con el producto escalar

(u, v) e = /RS (@) o(z)de + /RS ((-a)

que induce una norma equivalente a la norma || - | gs dada en (8).

[
[N

u(@)) ((-2)5u() ) dz,

e En la formulas (8) y (6) podemos ver que si tomamos s = k € N entonces la definicién del espacio H*(R3)
dada en la Definicion 2 coincide con la defincién del espacio H¥(R?) dada en la Definicién 1 y se tiene la

equivalencia de normas || - ||z2 + H(—A)g()HLg ~ | || e

= Por esta razon, de ahora en adelante, estudiaremos las principales propiedades de los espacios de Sobolev

en el marco mas general de los espacios fraccionarios.



Siguiendo las mismas lineas de la prueba de la Proposicion 1 se tiene la siguiente caracterizacién de los espacios
de Sobolev fraccionarios:

Proposicién 2 Sea s > 0 y el espacio de Sobolev H*(R?®) dado en la Definicion 2. Para todo u € H*(R?)
se tiene

fullae = ([ 0+ \s|2>sm<e>\2ds>é . ©

La expresién a la derecha en la formula (9) es de gran utilidad cuando se trabaja con los espacios H*®(R3).
En particular veremos que esta expresién nos permite definir los espacios de Sobolev con pardmetro de regulari-
dad negativo.

Definicién 3 (Espacios de Sobolev no homogéneos de regularidad negativa) Sea s > 0. Defini-
mos el espacio de Sobolev H=*(R3) como

H (R = {ue S8 (R% :|jul|g-s < +oo}, (10)

donde

fulla-- = ( [ 0+ rs\2>5|a<§>|2df)é . (1)

Los espacios de Sobolev de regularidad negativa H~*(R3) son espacios espacios funcionales que aparecen en
la practica y es por eso que es necesario estudiar un poco méas en detalle algunas de sus principales propiedades.

Empezamos estudiando la relacién que existe entre el espacio H*(R?) con (s > 0) y el espacio H*(R3).

Proposicién 3 Sea s > 0. Sea H*(R3) el espacio de Sobolev dado en la Definicion 2 y H—*(R3) el espacio
de Sobolev dado en la Definicién 3. Entonces se tiene (H*(R)) = H~*(R?).

Vemos de esta manera que el espacio de Sobolev de regularidad H~*(R?) es el espacio dual del espacio de Sobolev
H*(R?). La prueba de esta proposicién es técnica por lo que solo expondremos las ideas principales: en primer se
tiene el siguiente resultado.

Proposicién 4 Sea S(R?) la clase se Schwartz y sea s > 0. Entonces:
1) S(R3) es denso en el espacio de Sobolev H*(R3), ademds,

2) S(R3) es denso en el espacio de Sobolev H—*(R3).

Ahora, consideremos el funcional bilineal B(-,-) : S(R?) x S(R?) — C definido por

Ble.0) = | elw)ola)da.

donde se tiene
1B, 9)| < lloll 110l a5
En efecto, por la relacién de Parseval, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y las formulas (9) y (11) podemos escribir

[ e@oar = | [ s@a@as| = | [ (a+1eria©) (a+ 7)) de

1

( / (1+|§P>S\¢r2d5)2( / <1+|512>5|$Pd5)2su¢u1{s||<z>uHs.
R3 R3

IN

5



Ahora, usando la densidad de la clase de Schwartz S(R?) en el espacio H*(R?) y en el espacio H*(R3) dadas por
la Proposicién 4, se puede mostrar que este funcional bilineal B(,-) se extiende a un dnico funcional bilineal y

continuo
(s VH-sxms : H°(R?) x H*(R®*) — C,

tal que para todo u € H %(R3) y v € H*(R?) se tiene

[(u, ) p=ssepzs| < Null g=slvl s (12)
Este funcional bilineal es precisamente el corchete de dualidad entre el espacio H*(R?) y el espacio H~*(R3).
Ademss, se puede mostrar que para todo g € (H®) existe una tnica distribucién temperada v € H~%(R3)
tal que para todo ¢ € S(R3) se tiene

<g? 90>(HS)/ <«Hs — <u7 90>H—S><H57

y se tiene ||g||(Hs)/ = [lullg—s-

Observacion 1
1) Como H*(R?®) es un espacio de Hilbert y como H—*(R%) = (H*(R%))" entonces H*(R®) es también
un espacto de Hilbert para todo s > 0.

2) Dado que H*(R3) es en particular un espacio reflexivo se tiene entonces (H *(R3)) = H*(R?) para
todo s > 0.

Una vez que hemos introducido los espacios de Sobolev (no homogéneos) fraccionarios (con pardametro de re-
gularidad positivo y negativo) en la siguiente proposicién enunciamos algunas propiedades de estos espacios que
son de utilidad.

Proposicién 5 (Algunas propiedades de los espacios de Sobolev no homogéneos)

1) Relaciones de inclusion: sean s; < sy < 0 < s3 < s4 numeros reales. Entonces se tienen las

stguientes inclusiones:

H*(R3) ¢ H*(R3) c L*(R?) ¢ H*(R?) c H* (R3). (13)

2) Desigualdad de interpolacion: sean sy, so dos niimeros reales. Sea uw € H*' (R3)NH*2(R?) entonces
para todo s = 0s1 + (1 — 0)sq, con 6 € [0,1], se tiene u € H*(R3) y se tiene ademds

0 1-0
[ull s < ellwllze lfull ez - (14)

3) Relacion con las funciones de test: el espacio de las funciones de test C5°(R?) estd contenido y
es denso en H*(R?) para todo s € R.

Para cerrar esta seccién, es interesante hacer la siguientes observaciones con respecto al parametro de regula-
ridad s € R:
e Si s > 0 entonces por la formula (13) se tiene H*(R3) C L?(R3) y vemos entonces que todos los elementos

del espacio H*(R?) son necesariamente funciones.

e Si s < 0 entonces el espacio H*(R?) puede contener objetos que no son necesariamente funciones: se tiene
por ejemplo que la masa de Dirac &y pertenece al espacio H*(R3) si s < —%. En efecto, dado que g = 1

2
entonces por la formula (11) se tiene: ||6gl|ms = (/ (1+ |§]2)5d§> , vy se puede ver sin ningtin problema
R3

: 3
que esta integral converge cuando s < —3.



3. Espacios de Sobolev homogéneos

En la seccién anterior introducimos (répidamente) los espacios de Sobolev no homogéneos H*(R3) (con s € R)
y empezamos esta seccién explicando el cardcter no homogeneo de estos espacios. Para ello necesitamos la siguiente
definicion.

Definicién 4 (Homogeneidad) Sea E un espacio funcional dado por
E={ueSR:|ullp < +oo},

donde || - || : E — [0, +o0[ un funcional definido sobre E. Decimos que este espacio es homogéneo de grado
o € R si para todo u € E se verifica: definiendo la dilatacion de la distribucion u como uy(-) = u(\-), donde
A > 0, entonces se tiene

lualle = A7[[ul & (15)

Un ejemplo clésico de espacios homogéneos estd dado por los espacios de Lebesgue LP(R3) (con p € [1,+oq])
donde se tiene ,
[l = A7 (| fllze, (16)

y entonces LP(R3) es un espacio homogéneo de grado —%.

Veamos ahora que los espacios de Sobolev H*(R3) (con s € R) definidos en la seccién precedente no son es-
pacios homogéneos en el sentido de la Definicién 4. En efecto, para fijar las ideas consideremos el caso cuando
s > 0. Por la formula (8) sabemos entonces que la norma || - || s se compone de dos partes: para todo u € H*(R?)
se tiene

lullrs = gz + 1 (=2) 2wl 2, (17)

y si consideramos ahora la dilatacién de la funciéon u con respecto al parametro A\ > 0: uy, se tiene

_3 s _3 s
luallz = A72lull2y [(=A)2uall2 = X2 [[(=A)>ul 2. (18)
Observamos de esta manera que los dos componentes de la norma || - || s tiene grados de homogeneidad diferentes
(-2 y s — 2 respectivamente) y entonces la norma || - || g= no verifica la propiedad (15).

Sin embargo, en la practica, es necesario considerar versiones homogéneas de los espacios de Sobolev y por lo
tanto necesitamos definir los espacios de Sobolev homogéneos. En particular, en la siguiente leccion veremos que
los espacios de Sobolev homogéneos son un marco natural para construir soluciones de las ecuaciones de Navier-
Stokes.

Volviendo a las formulas (17) y (18), podemos observar que una manera natural de definir los espacios de Sobolev
homogéneos es quitar el término || - |72 de la norma || - ||gs y considerar unicamente el segundo termino de esta
norma que contiene el pardmetro de regularidad s > 0: |[(=A)2(-)]| 2.

Vemos entonces que una definicion natural de los espacios de Sobolev homogéneos, que notaremos por H* (R3)
con s > 0, es la siguiente:



Definicién 5 (Espacios de Sobolev homogéneos-definicién general)

1) Sea k € N. Definimos el espacio de Sobolev homogéneo de orden entero k como

HER?) = {ueS'(R%) : Y 0"l 2 < +o0}. (19)
la|=k

2) Sea s > 0. Definimos el espacio de Sobolev homogéneo fraccionario H* como
H*(R?) = {ue S (R%) : ||[(=A)3ul 2 < +00}. (20)

Para k € N se denota |ull g = Z |0%/| 2 y de manera general para s > 0 se denota
la|=k

lal e = 1(=2)2ull 2.

Se tiene entonces que estos espacios son homogéneos de orden s — % (para todo s > 0) en el sentido de la

Definicién 4.

Sin embargo, se debe prestar mucha atencidn cuando se trabaja con los espacios de Sobolev homogéneos pues el
precio a pagar por la propiedad de homogeneidad de estos espacios es (entre otras cosas) la perdida de la estructura
de espacio normado:

= las cantidades || - || gx y || - | s son semi-normas pero mo son normas.
Para convencerse de esto consideremos por ejemplo s = k = 1. Se tiene entonces
lull g = [ Vull 2,

donde V denota el operador gradiente, y vemos de esta manera que todas las funciones constantes u = ¢ verifican
lull g = 0.

Para nuestro estudio posterior, sobre la existencia de las soluciones estacionarias de las ecuaciones de Navier-
Stokes, veremos que el espacio H'(R®) es un marco natural para construir estas soluciones estacionarias pero
necesitamos que este espacio sea un espacio normado (més atn necesitamos que sea un espacio de Banach !).

Existen varias formas de evitar que las funciones constantes pertenezcan al espacio H 1(R3) y una manera natural
de hacer esto es la siguiente: en la Seccién 4.1 estudiaremos una herramienta fundamental en el estudio de los
espacios de Sobolev conocida como las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev. Adelantdndonos un poco, estas
desigualdades se escriben de la siguiente manera:

Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev: para 0 < s < % y 2 < g < +o0o tales que
3 3
s 21
S —s—3 (21)
se tiene
[ullze < cll(=A)2ullr2, (22)

En la Seccién 4.1 explicaremos maés en detalle estas desigualdades, por ahora observemos que el control de la
cantidad ||(=A)2ul;> induce un control sobre la norma ||u||z« siempre y cuando los pardmetros ¢ y s estén rela-
cionados por (21).

Vemos en particular que cuando s = 1 se tiene entonces ¢ = 6 lo que nos da la famosa desigualdad de Sobo-
lev en R? (que nos seré de gran utilidad més adelante):

s < [IVul| 2 (23)



Esta desigualdad sugiere re-definir el espacio H! (R3) de la siguiente manera

Definicién 6 (El espacio H'(R?)) Definimos el espacio de Sobolev homogéneo H'(R?) como
HY(R?) = {u e LS(R?) : Vu € L*(R?)}, (24)

que es un espacio de Banach con la norma

= 1
ull g = [IVull 2 = [[(=8)2ul[ 2. (25)

Siguiendo esta idea, volviendo a la Definicién 5 de los espacios de Sobolev homogéneos H*(R?) se tienen las
siguientes observaciones con respecto al pardmetro de regularidad s > 0:

Observacion 2

1) Cuando 0 < s < % se pueden utilizar las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev dadas en (22) para
re-definir los espacios H*(R®) de la misma manera que el espacio H'(R3) dado en la Definicién 6.

2) Senalemos rapidamente que cuando s > %, para asequrar que el espacio H*(R3) sea un espacio normado

respecto a la cantidad ||(—=A)2(-)| 12, es necesario pasar por el marco del espacio de las distribuciones
temperadas mddulo el espacio de los polinomios P(R3): S (R?)/P(R3).

Sin embargo, un estudio mas detallado del espacio S (R?)/P(R?) estd totalmente fuera de los objetivos de este
curso y por lo tanto no entraremos en més detalles. El lector que quiera profundizar en este tema (y en general
en los espacios de Sobolev) puede consultar el libro Modern Fourier Analysis de L. Grafakos.

Motivados por el punto 1) de la Oservacién 2, y para fines practicos en los célculos que haremos en las si-
guientes lecciones, vamos a re-definir los espacios de Sobolev H*(R?), con s €]0, %[, de la siguiente manera:

Definicién 7 (El espacio H*(R?) con 0 < s < 3) . Cuando 0 < s < 3, definimos el espacio H*(R?) como

H*(R?) = {u € LI(R®) : | (=A)2ul 12 < +oo}, (26)

donde el pardmetro 2 < q < 400 estd dado por (21).

= De ahora en adelante, cuando nos refiramos a los espacios H*(R?) con s €]0, %[ serd en el sentido de Defini-
ciéon 7. En el marco de estos espacios el funcional || - [| ;. si es una norma.

Pasemos ahora a la definicién de los espacios de Sobolev homogéneos de regularidad negativa. Para definir estos
espacios utilizaremos la dualidad.

Definicién 8 (Espacios de Sobolev homogéneos de regularidad negativa) Sea s > 0. Definimos el
espacio H—*(R3) como

(R = {u e S (B : |(u,9)g 5| < Cllell e, para todo o € S(R?) (27)

donde para v € H* definimos la cantidad

||l =« = Mf{C > 0: [{u,0)g s < Cllell s, para todo ¢ € S(R3)}. (28)




Se tienen las siguientes observaciones:

e El espacio H*(R3) puede ser caracterizado como
H5(R3) = {u e SR : [(=A)Ful| < +oo}, (29)

y se tiene
ull s = [[(=2) =2 ul 2. (30)

e Para s > 0, el operador (—A)_TS es también conocido como el potencial de Riesz y se define en variable de
Fourier como

T 1

e(8), (31)
para todo ¢ € S(R?).

e Sefialemos répidamente que, para s > 0, la cantidad [(=A)~2()|| 2 tampoco es una norma y por lo tanto
los espacios H*(R?) no son espacios normados. Para conseguir que esta cantidad sea una norma se puede
pasar por el marco del espacio S (R3)/P(R?).

Ahora que hemos introducido los espacios de Sobolev ( homogéneos) fraccionarios (con pardmetro de regula-
ridad positivo y negativo) estudiaremos algunas de sus principales propiedades. En la medida de los posible
intentaremos hacer un estudio comparativo con respecto a las propiedades de los espacios de Sobolev no
homogéneos estudiados en la seccién anterior.

Proposicién 6 (Algunas propiedades de los espacios Sobolev homogéneos)

1) No existe ninguna relacion de inclusion entre espacios: dados s1, so € R, los espacios H*' (R3)
y H%2(R?) no pueden ser comparados por la relacién de inclusion.

2) Desigualdad de interpolacion: sean si,so € R. Sea u € Hsl(R3) N H* (R3) entonces para todo
s=0s1+ (1 —0)s2, con § € [0,1], se tiene u € H*(R?) y se tiene ademds

1-0

0
[l s < ellull e llull e, -

< 1

3) Relacion con las funciones de test: si s < —% entonces el espacio de las funciones de test C§°(R?)

y de manera mds general la clase de Schwartz S(R®) no estan contenidos en el espacio H*(IR?).
4) Relacion con los espacios de Sobolev no homogéneos: Sea s € R:

4.1) Si s >0 entonces se tiene la inclusion estricta H*(R3) C H*(R®) y se tiene ||ul 7. < c||ul|zs.

4.2) Si s <0 entonces se tiene la inclusion estricta H*(R3) C H*(R3) y se tiene ||ul|gs < cllull g -

5) Derivacién fraccionaria: Sean si, sy € R. Siu € H* (R3) entonces (—A)3u € H7%2 y se tiene

52
1(=2) 2wl gor—op = [l g -

Antes de cerrar esta seccién es muy util hacer el siguiente comentario:

= En la practica, para saber si una distribucién u € S (R3) pertenece o al espacio H*(R3) o al espacio H*(R3),
con s € R, estudiamos las cantidades ||u|ms o ||ul| ;. respectivamente y para ello es a menudo muy Ttil
escribir estas cantidades en variable de Fourier:

lull e = ( /R 3<1+|§P>5|a<§>|2d£)§ vl = ( /[R . \£|25m<§>2d5>%- (32)
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En otras palabras, si queremos saber si la distribucién u pertenece o no al espacio H*(R?) o H? (R?) debemos
entonces estudiar la convergencia de estas cantidades.

Por ejemplo, al final de la Seccién 2 vimos que la masa de Dirac dp pertenece al espacio H*(R?) solamente si

2
s < —3 y esto estd dado por el hecho la integral ||6|| s = (/ (1+ ]£|2)Sd§) converge solamente si s < —3.
R3

Veamos ahora que la masa de Dirac no pertenece a ningin espacio espacio de Sobolev homogéneo H* (R3) con
s € R. Dado que dg = 1 entonces se tiene

160l = / €2de,
R3

y veremos que esta integral diverge para todo pardametro s € R. En efecto, para estudiar la convergencia o no de
una integral es muy 1til partir esta integral en varias partes. Escribimos entonces

QSd: QSd 2sd
[ [ e [

y consideremos los siguientes casos:

e Sis < —3 entonces la funcién |¢]?
donde en el caso del espacio R3 el jacobiano estd dado por la expresién p

entonces se tiene 2 + 2s < —1 y por lo tanto:

1 1
/|5| 1ISIQSdﬁz/O przsdp:/O PP dp = oo
<

e Sis> —% entonces la funcién |£[?* no es integrable en el infinito: pasando siempre a coordenadas radiales y
dado que s > —% entonces se tiene 2 + 2s > —1 y por lo tanto:

+o0
/|€>1 €[ dg —/1 p*~#dp = +o0.

Una vez que hemos dado un corto panorama general de los espacios de Sobolev (no homogéneos y homogéneos)
vamos a estudiar tres herramientas fundamentales para el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales que se
tienen en el marco de estos espacios.

no es integrable cerca del origen: pasando a coordenadas radiales p = |¢],
3=1 = p2: y dado que s < -5

w

4. Tres herramientas fundamentales

Es muy importante mencionar que hasta ahora nos hemos limitado a trabajar en el espacio R3 pues en
la siguientes lecciones consideraremos las ecuaciones de Navier-Stokes en todo el espacio R®. Sin embargo, y
unicamente en esta seccién, enunciaremos los siguientes resultados en el marco general del espacio R? donde d € N
es la dimensién. El objetivo de esto es proporcionar al lector herramientas que son gran utilidad no solo en
el estudio de las ecuaciones de Navier-Stokes en el espacio R? sino también para otras ecuaciones en derivadas
parciales en el espacio R,

4.1. Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev

Las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev nos permiten controlar el tamafio de una funcién u, en térmi-
nos de la norma del espacio L?(R?), mediante el control de su derivada fraccionaria (—A)%u en términos del
espacio LP(R?), siempre y cuando los pardmetros ¢, s y p verifiquen una estricta relacién que estd determinada
por la homogeneidad de los espacios que intervienen.

En las formulas (21) y (22) enunciamos estas desigualdades en el caso particular del pardmetro p = 2 y en
dimensién d = 3 pero en esta seccién daremos introduciremos las desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev en
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un marco mas general cuando consideramos el pardmetro 1 < p < +0o y d € N. Se tiene entonces el siguiente
resultado:

Teorema 1 (Desigualdades de Hardy-Littlewood-Sobolev) Sean 1 <p < g¢< +o00 y0<s < %. Si
d d
——=5——, 33
. p (33)
entonces se tiene
lulls < el (=A)zul| L. (34)

Estas desigualdades son rigidas en el sentido que podemos escribir la estimacién (34) unicamente si los parametros

q,s y p verifican la relacién (33), en donde podemos observar que la cantidad —g corresponde precisamente al
grado de homogeneidad asociado a la norma || - ||fs mientras que la cantidad s — % es la homogeneidad asociada

a la semi-norma H(—A)%OHLP

En la Leccién n°5 del curso de Espacios de Lorentz de D. Chamorro se puede encontrar una demostracion intere-
sante de este teorema que hace intervenir los espacios de Lorentz y los potenciales de Riesz.

4.2. Leyes de producto

Las ecuaciones de Navier-Stokes, que introduciremos en la siguiente leccién, son ecuaciones en derivadas par-
ciales mo lineales y este caracter no lineal estd dado por la presencia de un término de transporte que en cierto
sentido se comporta como el termino no lineal u2.

El hecho que debamos tratar este termino no lineal en el marco de los espacios de Sobolev motiva el estudio
del siguiente resultado.

Teorema 2 (Leyes de producto 1) Sean u,v € S (R%) y sean s > 0.
1) Si s> % entonces se tiene |[uv||gs < cljul gs||u ae-

2) Sis= %, para € > 0 entonces se tiene ||u v||H%7 < c||u||H% llull a-

H?2

€

3) Si 4 < s <4 entonces se tiene HuvHH2 ¢ < cllullgs [ullas-

s—

Se tiene ademas el siguiente resultado que hace intervenir los espacios de Sobolev homogéneos:

Teorema 3 (Leyes de producto 2) Sean u,v € S’ (R%). Sean s >0y 0 < 6§ < g. Entonces se tiene:
1) fuvles—g < e (lullgsllvlas + [0l gsllullae)

2) vl o5y < e (lullgalloll e + ol sl U o)

En los Teoremas 2 y 3 observamos en qué casos del pardmetro de regularidad s > 0 podemos asegurar que
la multiplicacion de dos funciones que pertenecen a un espacio de Sobolev es también elemento de un espacio de
Sobolev.
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4.3. Lema de Rellich-Lions

Un método (a menudo utilizado) para construir una solucién de una ecuacién en derivadas parciales consiste
en obtener dicha solucién como el limite de una familia de soluciones que verifican ciertas ecuaciones aproxima-
das: se construyen soluciones de las ecuaciones aproximadas y se quiere mostrar que esta familia de soluciones
aproximadas converge hacia un limite, el cual debera verificar la ecuacién que se desea resolver.

Para mostrar la existencia de al menos un limite de la familia de soluciones aproximadas los lemas de Rellich-Lions
son de gran utilidad. Existen varias versiones de estos lemas y enunciamos a continuacion la versién que nos sera de
utilidad para estudiar la existencia de las soluciones estacionarias de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Teorema 4 (Lema de Rellich-Lions) Sea (u,)n,en una sucesion en el espacio de Sobolev H*(R?) con
s > 0. 5% para toda funcion de test p € Cgo(Rd) existe une constante 0 < C, < +00, que solo depende de la
funcion @, tal que

sup ||90un||HS < Ca,m
neN

entonces existe una funcion u € LZQOC(Rd) y eziste (Un, )ken una subsucesion de (un)nen tal que esta subsu-

cesion converge a la funcion u en la topologia fuerte del espacio LIQOC(Rd).' para todo ¢ € CSO(Rd) se tiene

m ¢ (uny, — ) [[r2(ra) = 0 (35)

k—4o00
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