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1. Laplaciano fraccionario

Consideremos el espacio de Schwartz S formado por las funciones C*°(R?) de decaimiento répido, asi, para u € S
y a € (0,1), el Laplaciano fraccionario denotado por (—A)“ esta definido como

(=A)u(z) = C(d, ) P.V. / Mdy (1)

R |$_y|d+2a

donde los valores principales son tomados como el limite de la integral sobre R? \ B.(x) cuando ¢ — 0 y C(d, a)
es una constante que depende de o, dada por

(2a+%) F(% + a)

Cld,a) =m" T(—a)

Lema 1 Sia € (0,1/2) y u es una funcion Lipschitz acotada, entonces (—A)*u(z) es no singular en x.

«

Demostracion. Veamos que no es necesario tomar los valores principales en la definicién de (—A)* si a €
(0,1/2). En efecto, sea u es una funcién Lipschitz acotada, entonces
u(z) — u(y) [z —y| 1
——dy < C ——————dy + 2||ul| oo (ra —dy
/Rd |z —y |d+2e Br(x) |7 — yldt2 ) Sy [z — yldte
1 1
= C / ——dy + / —dy
( Br(x) |7 —yldt2et Br(x)e [T —yldt2e
R 1 +o0 1
= C (/0 mdr -+ /1% ’[”720""1 d?“) < 400
donde C' es una constante positiva. O

Lema 2 Sia € (1/2,1) yu € CH3(RY) N L2(RY) con B > 2a — 1, entonces (—A)*u(z) es no singular en x.

. . . . _y[1+8
Demostracion. En efecto, basta notar que el integrando en una vecindad de x tiene la forma % O

Lema 3 Sea a € (0,1) y u € S. Entonces

(—A)ou = — 10/1@4 u(z +y) +§|(i2—ay) — 2u(z) dy

Demostracién. Haciendo dos cambios de variable z =y — 2 y 2/ = x — y, podemos reescribir (—A)%u como:

(—A)Pu= Lo (P.V. /Rd wa) —ule+2), P.V./ u(@) — ulz = 2) dz’)

2 EEEs o




w(@ +y) + u(z —y) — 2u(z)
|y|d+2a

1
= —50 -P.V. dy

Rd
Usando el desarrollo de Taylor de segundo orden, tenemos que

u(z +y) + ulx —y) — 2u(x) < | D?u||
|y|d+2e = |y[dr2a—2

el cual es integrable cerca de cero, asi podemos escribir la integral dada por (1) como:

1 w(r +y) +ulx —y) — 2u(x)
Ay = =
(L)% 20 R |y[d+2a

dy

O
Para finalizar esta introduccion a las propiedades basicas del Laplaciano fraccionario veremos que el simbolo de
su transformada de Fourier est4 dado por |¢[?*.

Teorema 1 Sea o € (0,1) y u € S. Entonces
(—2)%u=CF (g (Bu)),  VEER
para una constante C' que depende solo de a y d.
Demostracion. Aplicando el Teorema de Fubini-Tonelli tenemos que

F(—A)Yu)(E) = _% [ (u(z +y) Tyu«gf?; y) —2u(@)

1 6i§'t + e—if~t _ 2
= _— d
. /R @ ©)

1 1 —cos(€-y)
= _Q/Rd Wdy(gu)(ﬁ)
= g @Eu)(©)

g

Observacién 1 Notemos que F(—Au) = [£]?(Fu). Por este motivo a (—A)® se lo llama Laplaciano fraccionario.

2. Problema de Cauchy fraccionario: Solucion fundamental.

Consideremos el problema
pe+(=A)p = 0 (2)
p(0,:) = do("), (3)

donde 9§ es la delta de Dirac en 0. Para encontrar una solucién de este problema tomaremos transformadas de
Fourier en el problema anterior, obteniendo que

d
p(t,ib‘) = 8:_1 (€_|£‘2at> = 1/ eiz-§—t|§|2ad§

2r Jr
La solucién fundamental p también conocida como Distribucién de Lévy, satisface las siguientes propiedades:
1. 0<pe C((0,400) x RY) y [pap(t,x)dz =1 para todo ¢ > 0.
2. p(t,) *xp(s,-) =p(t+s,-) para todo t,s € Ry.

3. p(t,z) = t=42ep(1,t~%%g),



4. Existe una constante B > 1 tal que, para (t,z) € Ry X R

B! B

< p(t,z) < :
t2a (14 | at~2a [L+20) t20 (14 | ot~ 20 |1420)

5. Hmyp o0 [2]4T2p(1, 2) = %sen(wa)F(d/Q + )T ().

La propiedad 1) son las propiedades basicas que toda funcién de distribucién debe cumplir. La propiedad 2) sale
diréctamente de la convolucién de transformadas inversas de Fourier, la propiedad 3) es solo un cambio de variable
y la propiedad 4) se la puede deducir de 5).

Para demostrar 5) consideremos la representaciéon de la transfomada de Fourier inversa para funciones radiales en
términos de las funciones de Bessel de primera clase, asi

1

p(l,z) = (2) 42|z |d/2-1

/O e Y2y (|xft)dt

Tomando el cambio de variable r = |z|, integrando por partes y usando la propiedad %(t”JV(t)) = t"J,_1(t) se
deduce

2a o 2a
d+2a _ —(t/r)?* 1d/2+2a—1 g7(1)
|| p(1, ) (Qﬁ)d/Qm [/0 e t Hd/z(t)dt]

donde Hc(l})Z es la funcién de Bessel de tercera clase. La tltima integral sobre R es igual a la integral sobre 'R,
con 6 suficientemente pequeno ya que la integral sobre el arco se va a cero, asi

‘:L'|d+2ap(1,$) _ 2a s |:/ e—(tew/r)zo‘ (teie)d/2+2a—1H(1)
0

10\ 10
(om) 2 d/z(te )e dt].

Notemos que el término dentro de la integral converge puntualmente a (te?)% 2+2a*1Hé})2 (te?)e? cuando r — oo.
Asi por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue

|$’d+2ap(1, .%') _ 20 R [/ (teiH)d/2+2a—1H(1)
0

0\ 0
(om)i2 d/2(te Je dt].

Es importante notar que la ultima integral no depende de r, asi continuando con el cdlculo, nuevamente rotando
el eje de integracién a iR se concluye 5).
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