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Este curso no pretende ser una secuela del curso dictado en noviembre 2015 en la Universidad San Francisco de
Quito!, sino que constituye més bien un complemento: por un lado, al disponer de més horas de clase, ha sido
posible entrar mas en detalle en las demostraciones, por otro lado, si bien los temas tratados en estas lecciones
retoman algunas lineas del curso del ano 2015, el enfoque es bastante diferente y en unas partes este curso es
mucho mas completo y riguroso.

1. Introduccion rapida

Las ecuaciones de Navier?-Stokes® son un sistema de ecuaciones que sirven para modelizar la dindmica de los
fluidos (aire, agua) y este sistema de ecuaciones es el siguiente:

Oyt = vAG — (- V)i — Vp, div(@) =0, v>0,

@(0,z) = G € L2(R%), div(ip) = 0.

Expliquemos (rdpidamente) en qué consiste cada término.

e La funcién 7 : R x R? — R? es un vector en tres dimensiones: @ = (u1,uz,u3) y en donde cada funcién u;
es funcién del tiempo ¢ y de un vector del espacio: u; = u;(t,x) = u;(t, 1, 2, x3) para todo 1 <i < 3.

= La cantidad 0@ designa entonces la derivada de # con respecto a la variable temporal.
= Se trata entonces de ecuaciones de evolucion.

e El término vAw es un término de difusion de intensidad v > 0.

= La palabra difusion debe entenderse en el sentido de la ecuacion del calor.
= En efecto, si escribimos dyii = vAd obtenemos la ecuacién del calor.

= El paramétro v modeliza la viscosidad del fluido, en este curso tomaremos v = 1.

'Y que puede descargarse aqui: http: //www.amarun.net/index.php/acerca-amarun-menu-superior/academia/41-ecuaciones-en-
derivadas-parciales

?Henri Navier (1785-1836), matemético francés

3George Stokes (1819-1903), matemético britdnico



La cantidad no lineal (1 - 6)12’ expresa el movimiento de un elemento del fluido que al tiempo ¢ ocupa la
posicién z.

= Estamos hablando de un fluido que esta presente en todo el espacio.

= Si escribimos 8;@ = (B - V)@ obtenemos una ecuacién de transporte de velocidad B.

La presién p: R x R? — R es una funcién escalar que depende del tiempo y del espacio: p = p(t, x).

La condicién div(u) = 0 expresa la incompresibilidad del fluido.

El dato inicial @y = R® — R3 es un vector tal que cada una de sus componentes (ui0)1<i<s son funciones
del espacio L%(R3).

= Encontrar una solucién del problema (1) consiste en

* exhibir un tiempo de existencia T' > 0,

* encontrar a partir del dato inicial i dos funciones (@, p) que verifican estas ecuaciones en el intervalo

[0, 77.

En este curso estaremos interesados en estudiar dos maneras distintas de obtener soluciones de las ecuaciones
de Navier-Stokes y en estudiar su regularidad, pero para ello necesitaremos algunas herramientas matemaéticas.

2. Algunas Herramientas

Dado que estamos interesados en estudiar las ecuaciones de Navier-Stokes en 3 dimensiones, vamos a exponer
nuestras definiciones considerando que las funciones que intervienen estan definidas sobre R3 y que sus valores son
reales o son vectores en R3.

2.1. Espacios de Lebesgue

Necesitaremos medir el tamano de funciones que dependen de la variable de tiempo y de la variable de espacio,
pero es necesario distinguir la manera en que se mide cada una de estas dos variables.

—

Definicién 1 Si f : [0,+00[xR?> — R? es una funcidn medible y si 1 < p,q < +oo son dos indices
reales, entonces diremos que la funcion f es LP-integrable en la variable de tiempo y que es Li-integrable en
la variable de espacio, es decir que fpertenece al espacio de Lebesque LP([0, +oc[, L(R?)), si la cantidad
siguiente es finita:

176 Mageeny = ( [ i ~>H§th)l/p - ( / - (/15 x)qux>p/ q dt)

1/p

Es importante insistir en que primero se integra en la variable de espacio y solo después se integra la canti-
dad resultante en la variable temporal.
Propiedades

» Sil<p,q<+o0, los espacios de Lebesgue LP([0, 400, L4(R?)) son espacios de Banach.

» Sil<p,q< +oo, estos espacios LP([0, +ool, L9(R?)) son espacios reflexivos y se tiene (Lf(L?c))/ = Lf/(L%/)
1,1 1,1 _
con;}—i—;—a—k?—l.

= En particular, por dualidad se tiene la formula

+oo N
/ / (t,z) - J(t, x)dxdt|.
11Jo R3




2.2. Espacios de Sobolev

Los espacios de Sobolev miden el tamano de las funciones y de sus derivadas.

Definicién 2 (Espacios de Sobolev no-homogéneos) Si1 < p < +oo, k € N y si a € N? es un multi-
indice, definimos el espacio de Sobolev WP como el conjunto de distribuciones f € S'(R3 R) tales que la
siguiente cantidad es finita

1wk = Iflle + D 11D fllzs.

laf=Fk

En donde D* = 0

—W, Cona:a1+a2+a3.
z1 Ozg O3

En el caso cuando p = 2, disponemos de una estructura de espacio de Hilbert y por esta razon escribiremos
HY = Wwk2,
Un espacio que serd muy utilizado en este curso es el espacio H' que puede ser caracterizado por la cantidad

Il =[£Iz + IV £l 2 (2)

El hecho de trabajar sobre el espacio de Lebesgue L? tiene alguna ventajas. En efecto, la férmula de Plancherel
nos proporciona la identidad

1fllz2 = [[f1l 2,

en donde ]?(é ) = / f(z)e~™®4dzx, y utilizando las propiedades de la transformada de Fourier con respecto a las
R3

derivaciones tenemos la siguiente caracterizacién de los espacios H:

R 1/2 =R =R 1/2
e = ( [ 1+ 1eP¥FORdE) = 1T+ ( [ 16PFiORaE)

Gracias a estas identidades, podemos definir los espacios de Sobolev fraccionarios H?, es decir espacios que miden
de manera mas fina la regularidad de las funciones.

Definicién 3 (Espacios de Sobolev no-homogéneos fraccionarios) Si s € R definimos el espacio de
Sobolev H® como el conjunto de distribuciones f € S'(R3,R) tales que la siguiente cantidad es finita

R 1/2 R R 1/2
e = ([ 0+ ePriF©Pa) =171+ ([ lsferas)

Es posible definir espacios de Sobolev fraccionarios generales W*P, pero en este curso tinicamente trabajare-
mos sobre los espacios de Sobolev H?.

Estos espacios no son homogéneos en el sentido que si consideramos la funcién fy(x) = f(Az) para un cierto
A > 0y si calculamos por ejemplo la cantidad || fx|| 71 utilizando la caracterizacién dada en (2) tenemos

Il = 1Al + 1V fallze = A2 Flle + X722V £ e,

y como vemos esta cantidad se compone de la suma de dos términos de homogeneidad diferente con respecto a la
dilataciéon de factor A. Esto nos lleva a considerar espacios de Sobolev homogéneos:



Definicién 4 (Espacios de Sobolev homogéneos)

» Si k € N definimos el espacio de Sobolev homogéneo H* como el conjunto de distribuciones f €
S'(R3,R) tales que la siguiente cantidad es finita

I llze = > 1D fl e

|a|=k

» Sis R definimos el espacio de Sobolev homogéneo fraccionario H® como el conjunto de distribuciones
f € S'(R3,R) tales que la siguiente cantidad es finita

R 1/2
191 = [ P F@Ras)

Indiquemos que en el caso particular de estos espacios de Sobolev H? , si s = k estas dos definiciones son equiva-
lentes. Un ejemplo que sera usado frecuentemente es el espacio || f|| ;1 = |V f| 2.

Precaucioén: Los espacios de Sobolev homogéneos no son espacios normados y su uso requiere tener un poco
de cuidado.

2.3. Desigualdades de Sobolev

Estas desigualdades son fundamentales en el estudio de las ecuaciones en derivadas parciales pues permiten
controlar el tamano de las funciones por medio del tamano de sus derivadas.

Teorema 1 Si f : R?> — R es una funcién que pertenece al espacio de Sobolev H® con0 < s < 3/2,
entonces se tiene la desigualdad

1flle < Cllfll g (3)

con - =
q

Un ejemplo importante en este curso estd dado por la desigualdad

1fllze < ClIV£lL2,

es decir, si controlamos la norma L? de las primeras derivadas de una funcién f, entonces podemos controlar la
norma L% de la funcién f.

Existen versiones mas generales y refinadas de estas desigualdades, pero para nuestras necesidades inmediatas
este enunciado es suficiente.
2.4. Producto de Convolucion

El producto de convolucién juega un papel central en el andlisis, en particular porque tiene relaciones muy
particulares con las derivadas y con la transformada de Fourier.

Proposicién 1 Si f,g: R?> — R son dos funciones medibles tales que f € LP(R?) y g € L4(R?), entonces
el producto de convolucion

Frat@) = [ fe =gt

pertenece al espacio L"(R?) con 1 + % = % + é y se tienen las desigualdades de Young:

1S * gllzr < 1fllzellgllza- (4)




Propiedades
» Setiene fxg=gxf y fx(g+h)=fxg+ fxh

» Si f, g son funciones suficientemente regulares se tiene para todo multi-indice o € N3:
D(f xg) = (D*f) xg = [ = (D).

= La relacién con la transformada de Fourier estd dada por la expresiéon
—_— —~

fg(&) = f(&) xg(§).

Observaciéon 1 Tanto las desigualdades de Sobolev (3) como las desigualdades de Young (4) son bastante rigidas,
en el sentido que es necesario verificar relaciones muy precisas entre los diferentes indices para poder aplicarlas.

3. La ecuacion del Calor

Sea u :]0, +00[xR3 — R una funcién de dos variables: u = u(t, ) en donde ¢ representa el tiempo y x es un
vector del espacio R3. La ecuacién del calor consiste en estudiar la propagacién del calor en, digamos, una placa
homogénea. La ecuacién que se obtiene es la siguiente

Ou(t,x) — Au(t,x) = 0. (5)

Si comparamos esta ecuacién con las ecuaciones de Navier-Stokes (1), observamos que estas ultimas ecuaciones
pueden verse como una ecuaciéon del calor no homogénea con un término no lineal y esto nos motiva para estudiar
algunas de las propiedades de la ecuacion del calor.

Definicién 5 (Solucién fundamental de la Ecuacién del Calor) La funcion

|z |2
L e a0 sizeR3t>0,
h(t,z) = ¢ (4nt)2

0 siz € R3,t <0,

es la solucion fundamental de la ecuacion del calor (5).

Vemos sin problema que 9;h(t,z) — Ah(t,z) = 0 si x # 0 para todo t > 0.

Observacion 2
» La solucion fundamental es una funcion radial positiva en la variable x.

» Esta funcion es singular en el punto (0,0) y si t > 0, esta funcion es de clase C*.

Proposicion 2 Se tienen las siguientes estimaciones para la solucion fundamental de la ecuacion del calor:

= para todot > 0:

clz|™3 si|z]? >t
h(t,z)| <
IRt )_{ct_?’/2 si|x? <t

m para todo t > 0 y para todo 1 < p < 400 se tiene

_ lal+2k+3(1-1/p)
<ct 2

Lr

Hat’fDa

Notacidén: a veces escribiremos h;(x) en vez de h(t,x).



Problema de valor inicial

Nos interesamos ahora en estudiar el siguiente problema cuando el dato inicial estd dado por una funcién
uo : R3 — R:

Owu(t,r) — Au(t,x) =0 sobre ]0, +oo[xR3, ©)
u(0,z) = up(z) sobre R3.

Las propiedades de la soluciéon fundamental de la ecuacion del calor nos permiten construir por convolucién fun-
ciones que resuelven este problema de valor inicial.

Teorema 2 Sea ug € C(R?) N L>(R3), si para todo t > 0 definimos la funcion u(t,z) por medio de la
expresion

ulta) = by uofa) = [ hita = puola)ds

entonces tenemos:
= la funcién u pertenece al espacio C*°(]0, +o00[xR3),

» la funcién u es solucion del problema de valor inicial (6), cont >0 y x € R3,

» para todo punto x € R3 se tiene  lim  wu(t,y) = ug(x).
(ty)—(0,)
t>0,y€R3

Observacion 3 FEste teorema nos indica que si partimos de un dato inicial ug que es apenas continuo, la solucion
de la ecuacion del calor asociada u(t,x) es inmediatamente regular. Este hecho muestra el poder reqularizante del
operador Laplaciano.

Problema no-homogéneo
Consideramos ahora el siguiente problema, donde f : [0, +00[xR? — R es una funcién dada:
owu(t,z) — Au(t,x) = f(t,z) sobre ]0, +oo[xR3,

u(0,z) =0 sobre R3.

Por simplicidad, hemos fijado ug = 0, veremos posteriormente cémo considerar un caso mas general.

Teorema 3 Sea f : [0, +0o[xR?® — R una funcién a soporte compacto y tal que f € C'([0, +oo[; C2(R?)).
Si definimos una funcion u(t,z) por medio de la expresion

)= [ [ bt sa =) .0y,

para x € R? yt > 0, entonces se tiene que
- w e Cl(J0, +o0; C2(R?)),
» la funcién u es solucién del problema no homogéneo (7) para x € R® yt > 0,

» ademds, para todo punto x € R3 se tiene el limite  lim  wu(t,y) = 0.
(t,y)—(0,z)
t>0,y€R3

Combinando los dos teoremas anteriores obtenemos:




Teorema 4 Sea f : [0, +0o[xR?> — R una funcién a soporte compacto y tal que f € C'([0, +oo[; C2(R?)).
Sea ug € C(R?) N L>®(R3). Si consideramos el problema

Owu(t,z) — Au(t,z) = f(t,x)  sobre]0,4+oo[xR3,
u(0,x) = up(x) sobre R3.

Entonces la funcion u(t,z) definida por medio de la expresion

uta) = [ hite =y + [ [ b= sa s s ®)

para x € R? yt > 0 es solucién del problema anterior.

Podemos escribir la férmula (8) de la siguiente manera:

t
u(t, ) = hy * ugp(x) —I—/ hi—s * f(s,x)ds,
0

y esta expresién serd retomada de una forma maés general en las lecciones siguientes donde veremos que constituye
el punto de inicio del estudio de la existencia de soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes.



