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1. Dispersion en Schrodinger

En la leccién anterior estudiamos, de manera muy somera, algunas ecuaciones dispersivas, mas que nada desde
un punto de vista cualitativo. Ahora nos gustaria entender rigurosamente las soluciones de la ecuacién lineal de
Schrédinger en RY, d > 1,

0w+ Au =0, u(t,x)eC,
u(t =0,2) = up(z),

(1)

donde ug(z) es una funcién dada, que supondremos decreciente en espacio. La pregunta es como resolver esta
ecuacion de manera que podamos resolver depués su generalizacion no lineal.

Antes que todo lo mejor es ganar un poco de intuicién. Como en la leccién anterior, usando una onda plana

u = e'kv=wt) "donde k € R y w € R, tenemos que u es solucién de la primera ecuacién en si
w(k) = k[,

de donde la velocidad de grupo viene dada por
Vuw(k) = 2k,

por lo que mientras mas grande es k, mas rapido viajan las ondas a infinito. En cierta forma, las ondas se dispersan,
o decaen via dispersion a infinito.

2. Estimaciones de dispersion

Ahora intentemos ver la heuristica anterior de manera rigurosa. La mejor forma de entender las soluciones de
es via la Transformada de Fourier

a() = / e 2™l () da.

Asumiremos pues que u(t,z) es una funcién localizada en la variable x, para cada tiempo t; por ejemplo en la
clase de Schwartz S = S(R%). Asimismo, supondremos que u(t = 0) = ug € S. Aplicando transformada de Fourier
en la variable x sobre , obtenemos

Z’ljbt(t,é.) - 47T2‘£|271(t,£) = 07



que es una EDO de primer orden para u(t,§) en la variable ¢, para cada £ fijo. La solucién a esta EDO esta dada
por

it €) = e~ 0, 6) = I L ¢), (2)
El célculo funcional nos permite dar un sentido a la expresiéon anterior. Decimos que
’LL(t, l‘) = eitAxUO(iv) = S(t)u0($)> S(t) = eitAxa (3)

porque precisamente en la variable de Fourier esta expresién se lee como . Usando la transformada de Fourier
inversa, tenemos que

u(t,x) = /R STt €)de = /R T ST g (€.

La resolucién de esta integral es bien conocida y se reduce a la Transformada de Fourier de una gaussiana mas un
poco de Anaélisis complejo. Uno obtiene

1 -
un) = s [ wy @

Notar que para que esta expresién tenga sentido es necesario cierto decaimiento en ug. En lo que sigue, supondremos
que ug € L'(R)NL?(R?), de tal manera que la expresién anterior est4 bien definida, aunque la hipétesis uy € L?(R%)
no es necesaria si pasamos al limite por densidad. Aun asi, de uno obtiene para todo t > 0, la estimacion de
dispersion

C
[u(®)]l e < a2 luollzy ()

|t

para alguna constante C' > 0, y donde el subindice z representa integracién en el espacio RY. Luego, como
consecuencia de la dispersidn en la ecuacion (1)), toda solucién con dato inicial ug € L'(R%) decae en norma del
supremo como |t|_d/ 2. Notar que mientras mas grande es la dimensién d, méas riapido decae la solucién.

Por otro lado, uno puede probar que para la norma L? de la solucién no puede decaer, o mejor dicho, es
conservada. En efecto, suponiendo u € S y luego pasando al limite por densidad,

/]u\Q —2Re/ udu
= 2Im/ (i0pu)

—QIm/VuVu
—QIm/ |Vul|?

Estd tltima identidad pasa al limite en L? de manera simple (hacerlo como ejercicio). Luego, para todo tiempo y

Ug € L2,
/ lu(t, 2)[2dz = / o |2 () dz,
R R

Combinando ([5)) con esta tltima expresién, y gracias a la ayuda de un Teorema de Interpolacién (Ver Linares-Ponce
[2]), es posible probar que para todo p > 2, la solucién de satisface

C
le®llze < =2 lwoll yr  ¢>0, ©)
t 2 »p e

donde % + 1% = 1. Notemos que para p = co uno recupera .



3. Ecuaciones no lineales: focalisante versus defocalisante

La caracteristica principal de la ecuacién es su caracter lineal, en el sentido que suma de soluciones es
también solucién. Toda solucién de estéd explicitamente dada por . Sin embargo, a menudo en aplicaciones
uno se encuentra con sistemas donde pequenas perturbaciones inducen términos no lineales en las ecuaciones. Es
asi que, como por ejemplo en 6ptica no lineal (estudio de haces de luz por ejemplo), la descripcién de la amplitud
de onda de un rayo viene dada por una ecuacién de Schrodinger no-lineal

i0u+ Au £ |[ulPu =0, u=u(t,z)€C, (t,x)eR3 )
u(t =0,2) = up(x).

Ahora la suma de soluciones no es soluciéon de manera general. La ecuacién con signo + en la nolinealidad se
denomina usualmente focalisante, mientras que el signo — es el defocalisante, por razones que veremos mas en
detalle en la leccién siguiente. Sin embargo, para los propdsitos de esta leccién, no existira diferencia significativa
entre ambos signos.

4. Estimaciones de Strichartz

La idea principal de estas notas es poder darles una nocién de como construir una solucién para , al menos
durante un periodo pequeno de tiempo. Para ello, debemos ver de una manera més general, muy similarmente
a cuando se resuelve una EDO usando el Teorema de Cauchy-Lipschitz-Picard. Para

0+ Au=f, f(t,z)= f(ult,z)) = Flult,z)|u(t, z),
u(t =0,2) = up(x),

deseamos aplicar la misma estrategia del caso lineal. Como explicamos ma&s arriba, el signo en frente de f no
serd de importancia en lo que sigue, por lo que asumiremos sin pérdida de generalidad que es positivo. Usando la
transformada de Fourier sélo en la variable z, uno obtiene

ity (t, €) — 4m?|€[*a(t, ) = f(t, ).

Para resolver esta EDO en ¢ uno utiliza la férmula de factor integrante:

t
alt, &) = e~ i () + / eI f(s,€)ds.

0

Usando la misma analogia como en el caso lineal, uno tiene que u(t) = u(t,-) satisface la ecuacién implicita

ult) = S(0huo + | St — ) fu(s))ds. ®)

donde usamos el hecho que

S(t)S(—s) = S(t —s).

Esta forma de escribir el problema, se llama formulacion de Duhamel de ([7]), y es el punto de partida para
intentar encontrar una solucién a casi todas las ecuaciones dispersivas. Si denotamos por T el operador

t
Tlul(t) := S(t)uo + /O S(t —s)f(u(s))ds,  f(u(s)) = lu(s)[u(s), (9)
entonces para encontrar una solucién de ([7)) basta encontrar un punto fijo de 7 en un espacio funcional conveniente:
u(t) = TTul(t). (10)

Este cuadro de trabajo estara dado por espacios vectoriales que mezclen integracién en tiempo y en espacio, una
propiedad que las estimaciones de la seccién anterior parecen no poder garantizar. Para ello necesitaremos nuevas
estimaciones.



Para un intervalo de tiempo I C R, definamos el espacio LYL!, como sigue: decimos que g = g(t,z) € LILY, si

(ﬂ(/gwmeﬁwﬁQUq<+m.

Cuando [ estd implicitamente claro, denotaremos simplemente L?L; = L{L". Recordemos que el exponente de
Sobolev 2* viene dado por

b [24/(d=2), d=3,
T 4o, d=1,2.

Por otro lado, diremos que el par (¢,7), con 2 < g < 400, 2 <7r <2*sid>2,0bien2<r <2*sid=1,es
admisible si

iy

Por ejemplo, en dimensién d = 3, los pares (8, %), (00,2) y (%,00) son admisibles (ver Figura . En lo que
sigue, trabajaremos con el punto (8, %)

Q=

[NV

==

Figura 1: El conjunto de puntos admisibles para las estimaciones de Strichartz si d = 3.

3 =

D=

Figura 2: El conjunto de puntos admisibles para las estimaciones de Strichartz si ahora d = 1.

Para estimar el operador T en @]}, nuestra herramienta fundamental serdn las llamadas estimaciones de

Strichartz, que son una forma compacta y muy util de representar las estimaciones de dispersion de la seccién
b
precedente.



Teorema 1 (Strichartz) FEziste una constante C > 0 tal que, para todo ug € LQ(Rd), y para todo par de puntos

admisibles (q,r), uno tiene '
IS(@t)uollLary < Clluollrz, — S(t) =€, (12)

t
/0 S(t— 5)f(u(s))ds
1

donde%—l—%:lytambién%—{—pzl.

y para un intervalo I = [0,T],

<C 0 13
iy S Mg (13

Vamos a demostrar estas estimaciones s6lo en el caso non-endpoint, es decir ¢ # 2. El caso limite ¢ = 2 requiere
nuevas ideas, ver [3] por ejemplo. De manera informal, ¢ = 2 es equivalente a r = 2*.

5. Demostracién de las desigualdades de Strichartz

Nos queda probar las estimaciones de Strichartz. Para ello, notemos que, gracias a la caracterizacién de las
normas via dualidad, (12)) es equivalente a demostrar que para toda ¢ € Lﬁ% Lg’,

Re [ [ SttolaetEoidsdt < Clulzzlel g,

(note que el dual de LEL" es simplemente L LT/). Primero que todo, uno tiene

//S wo(2)p(t, 2)dadt = Re//S wo@)p(t, z)dtdz
—Re/ /s txdt)d
| sttt

_ / ( /R /R S(—t)p(t, 2) (¢ V(" )t ) da

- / / / S(t’—t)cp(t,x)de)dtdt’ (S(H)S(—t)) = S(t —t'))

< [([lIs=ne0l,

(- = D)p(t)dt

< Jluoll >

L3

Por otro lado,

dt)Hso( M pypdt’  (Holder en )

(Holder en t').

<
— HSOHL%,L;/ L%L;

Notemos que en cierta manera, para poder continuar, debemos probar (13). Si (13]) es cierta, entonces (12)
serd valida (el intervalo de integracién en tiempo no importa para la estimacion final, como veremos a continuacion).

Probemos . Uno tiene de la desigualdad de Minkowski,

/ 1St = s)p(s)||L-ds

le(s)ll
c|l [ s
R |t — s\d(2 -
Antes de finalizar la demostracién, necesitamos el siguiente resultado de Andlisis Armodnico, cuya demostracion
escapa de la (poca) profundidad de estas notas. Ver por ejemplo [2].

(t — s)p(s)

LiLy L

(usando ().

L



Teorema 2 (Hardy-Littlewood-Sobolev) Para cada f € L} uno tiene
1177 % £l < CU Sl

siempre que

1 1
O<y<l, —=—-——-1+7.
m n

La idea ahora es aplicar este resultado con m = ¢,

1 1

’YZd(§*;) € (0,1),

de donde, 2 < r < 2d/(d—2) (d > 3) o bien 2 < r < 400 si d = 2, o bien 2 < r < +o0 si d = 1; es decir,
recuperamos la cota por el exponente cricito de Sobolev H'. Gracias a (T1]), % = % — %

1 1 1 2 1 1
S = loy=S41-S=1--==.
n m q q q q
En conclusion,
lo(s)l v ds
SRy T <

6. Buen colocamiento en L2

e e
I

Queremos construir una solucién (o flujo) de que respete las condiciones impuestas por Hadamard: que
exista y sea Unica en una clase de funciones continuas en tiempo a valores en un espacio de Banach adecuado, y
ademas exista continuidad del flujo con respecto al dato inicial.

Consideremos NLS en dimensién uno, con dato sélo en L?:

O+ OPu+ |uPu=0, w=u(t,z)eC, (tz)cRxR,

u(t =0,z) = ug(z) € L*(R). (14)

Gracias a (11)), en dimensién d = 1 los pares (8,4), (00,2) y (4, 00) son admisibles (ver Figura[2). En lo que
sigue, trabajaremos con el punto (8,4).

Asi como en —, encontraremos una solucién de de la forma
u(t) = Tlul(t), (15)

donde
Tlul(t) = S(t)uo +/0 S(t—s)f(u(s))ds, f(u(s)) = Flu(s)[Pu(s). (16)

La idea ahora es utilizar el Teorema de Punto fijo de Banach en la bola cerrada
Bpi={ueCL,L)NLSLL « lulpgers +Ilulpgs < R},

donde 7' > 0 y R > 0 son constantes a elegir a posteriori. La estimaciéon L°L2 de T [u] es estdndar y se hace de
manera muy similar al caso H', usando la estimacién

I ] S Idtlzz < Ul (17)



que se obtiene por dualidad de (Ejercicio.) Veamos ahora la norma de Strichartz. Notemos que (8,4) es un
par admisible. Usando @D, y , uno tiene

ITTlllzgzs < Cllluollzz + Mul*ul ys/7 a2).

Por otro lado, uno tiene
g 2 8/7 4 24/7
| M@ Pu e = [ uce) e
0 @ 0
T 4/7 T 3/7
< (/ 1dt> (/ ||u(t)\|%4dt> (Holder en tiempo)
0 0 ’

ATy, 1247
=T HUHLﬁ;Lé'

Por lo tanto,
el 77,08 < T2l
por lo que
17Tl srs < Cllluollzz + T2 ulfs )
< C(|luoll 2 + T'/*R?).

Luego, escogiendo R > 2C||uo||z2 grande (dependiendo de la norma de ug), y luego T' pequeiio tal que TV?2R? <

%R, uno obtiene
17Tl s1s < B

Por lo tanto, 7 envia Bgr hacia Bg.

Probemos ahora que para T pequenio, 7 es una contraccién. En efecto, para u,v € Bg,

Y
L8L:

1706 = Tellagas = | [ St = 9)tu(e) - Fuls))as

donde f(u) = —|u|?u. Usando Strichartz (L3,
ITTe) = Tllllpgza < Clllufu = [ol*oll 57 4.
No es dificil probar que para a,b € C,
|lal*a — [bI0] < C(lal* + [b]*)|a — b].

Luego,
1T 1) = Tl s s < Cll(Jul® + [0]*)|u — Vlll /7 s

Como en la estimacién precedente, usando Holder,
Il + o) = lll a5 < (lallZa + ol Fa)llw = vlls,

de donde
170 = Tllllzses < € ||y + o))l = vllzg

"
< OT (3 1y + 0l2s o) e — vll s s
< CTY?R?||u— vllpsga-

Luego, para T pequeno, 7 es una contraccién en Bp.

Concluimos pues, gracias al Teorema del Punto Fijo de Banach, que dado cualquier dato inicial ug € L?, la
ecuacién no-lineal posee una solucién u(t), definida por un instante de tiempo 7" > 0 pequeno, de la formulacién
de Duhamel . Sin embargo, entender esta solucién para tiempos largos es un problema no trivial.
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