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Leccion n°2: Soluciones clasicas de las ecuaciones de Navier-Stokes USFQ, noviembre 2015

Indice

1. Descomposicion de Helmholtz 1
2. El problema de Stokes y el Tensor de Oseen 2
3. Las soluciones clasicas de las ecuaciones de Navier-Stokes 4
4. Propiedades de las soluciones clasicas 6

1. Descomposicion de Helmholtz

A partir de las ecuaciones del calor y de la ecuacién de Poisson podemos obtener un resultado fundamental
debido a H. Helmholtz' que permite descomponer los campos de vectores como la suma de dos partes: una parte
a divergencia nula y la otra sin divergencia nula.

Teorema 1 (Descomposicién de Helmholtz) Sea F un campo de vectores de clase C2 en R? tal que se
tenga
sup sup (1+[a])? |0 F(2)| < +oc,
|a|<2 z€R3
con 2 < B < 3. Entonces existen campos de vectores de clase Ct, G Y H tales que se tenga la descomposicion
F=G+H,
donde se tienen las propiedades siguientes:

1) G es de divergencia cero: div(é) =0, y se tiene que H es irrotacional: VAN H =0,

2) se tiene sup sup (1+ |z|)P~10°G(z)| < 400, ¥ se tiene sup sup (1+ |z|)P~10H ()| < +o0.
|a|<1 z€R3 |a|<1 z€R3

Ademds, existe una tnica funcion p de clase C* sobre R? tal que sup (1 + |z|)?~2|p(x)| < 400, y tal que se
z€R3

tenga la identidad H= ﬁp.

Demostraciéon. Empecemos con la existencia de una tal descomposiciéon. Consideremos la divergencia del
campo de vectores F: div(F) = Oy F1 + 03, Fo» + 0y, F3, de manera que por hypétesis sobre F' tenemos

sup sup (1+ |z|)?|0%div(F)(z)] < 4oc.
o<1 z€R3

Consideramos ahora la ecuacion de Poisson siguiente en donde la incognita es una funcién p:
Ap = div(F), (1)

entonces, por la leccién anterior obtenemos la existencia de una funcién p que es solucién de la ecuacién de Poisson
y que verifica

sup (L4 2 2p(a)| < too, vy sup sup (14 |2)|0%(x)| < +oo. @)
z€R3 |a|<1 z€eR3

"Hermann von Helmholtz (1821-1894), fisico alemén.



De esta manera, si definimos H= ﬁp obtenemos que G=F-— 6}) y se verifica:
» VAH=VA ﬁp = 0 pues el rotacional de un gradiente siempre es nulo.

» div(G) = div(F — Vp) = div(F) — Ap = 0, pues por construccién la funcién p es solucién de la ecuacién de
Poisson (1).

De esta manera hemos obtenido dos campos de vectores G y H que cumplen el primer punto del teorema. Las
acotaciones sobre los campos de vectores G y H se deducen facilmente a partir de (2). Pasemos ahora al estudio
de la unicidad y consideremos dos descomposiciones distintas (G1,H)) y (G2, Hy) de F. Tenemos entonces por
construccion que H2 —H 1 €8 un campo de vectores irrotacional que es de clase C! Y. podemos entonces encontrar
una funcién ¢ de clase C? tal que Hy — Hy = Vq Escribimos, usando el hecho que F =G, +H y F =Gy+ Hy:

Aq = div(Hy — Hy) = div(G, — Go) =0,

pues los campos de vectores éz son a divergencia nula. Esto muestra que la funciéon ¢ es arménica sobre todo el
espacio y sus derivadas también son armoénicas, ademas por el comportamiento al infinito del campo de vectores
inicial F' se tiene que las derivadas de la funcién ¢ son funciones arménicas que tienden a cero al infinito, de donde
se deduce por el principio del maximo que la funcién ¢ es constante. Con esto se obtiene la unicidad buscada. W

Esta descomposicion de los campos de vectores es una herramienta fundamental en el estudio de las ecuaciones
de Navier-Stokes y veremos cémo utilizarla al estudiar las soluciones débiles de Leray?.

Definicion 1 Consideramos un campo de vectores F regular y su descomposicion de Helmholtz F= G+H
en donde G es a divergencia nula y H es irrotacional. Definimos entonces el proyector de Leray P de F por
medio de la expresion:

I
Qu

P(F)
También puede usarse la definicion

—

P(F)=F —

<h
D> —

(V- F).

2. El problema de Stokes y el Tensor de Oseen

Teorema 2 Sean iy un campo de vectores de clase C* sobre R3 y fun campo de vectores tales que se tenga:

1) sup sup |0%dp(z)| < +oo,
|a|<2 z€eR3

2) para |a| < 2, la funcidn 82 f es continua en [0, +oo[xR3.
Entonces existe una unica solucion (i, p) del problema de Stokes:

Oyt = vAG —Vp+ f, div(@) =0, v >0,

ﬁ(oa ‘T) = 1o,
tal que
» para |a| < 2 la funcién 8%p es continua en [0, +o0o[xR3,

s se tiene sup (1 4+ |z))P72|p(t, z)| < +oo, y se tiene sup  sup (14 |z[)571d%p(t, z)| < +oo,
t>0,2€R3 1<|a|<2 t>0,z€R3

» para |af <2, la funcién 021 es continua en [0, +0o[xR3 y es acotada en cada banda ]0, T[xR3,

= la funcion Oyii es continua en [0, +oo[xR3.

2], Leray (1906-1998), matemético francés.



Demostracién. Vamos a utilizar la descomposicion de Helmholtz de f =G+ ﬁq para obtener
Oyt = VAT — Vp+ G+ Vq < i = [vAi+ G|+ [V (g —p)],

dado que i es de divergencia cero, se tiene que el término [I/Aﬂ'+@] es también de divergencia nula; de igual manera
se tiene que la cantidad [V (¢ — p)] es irrotacional. De esta manera, aplicando la descomposicién de Helmholtz al
campo de vectores d;u se obtienen las ecuaciones:

ot = vAu+ G y 0="V(q—p).

—

En este punto recordamos que G= P(f) y que H= ﬁq, de donde se obtienen las dos ecuaciones siguientes:
il = vAu + P(f) y Ap = div(f),

la primera es la ecuacion del calor no homogénea con dato inicial i, mientras que la segunda es la ecuacion de
Poisson. Entonces, por los resultados dados anteriormente relativos a la ecuacién de calor y la ecuacion de Poisson,
obtenemos la existencia y la unicidad de una solucién (i, p) del problema de Stokes (3).

Obtenemos las siguientes expresiones para las funciones @ y p:

plt.z) = _473'96'*dw(“(t,x)):—@*dz’u(“(t,x)) (4)
ita) = hosio+ [ ey = (o) = Fn(s,a)ds. (5)
n

El tensor de Oseen

El tensor de Oseen® permite dar informaciones muy importantes sobre el comportamiento de las eventuales
soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes. En realidad, el tensor de Oseen, proviene de una reescritura de
la solucién (i, p) del problema de Stokes dado en (4)-(5). En efecto, reemplazando (4) en (5) se tiene que cada
componente (uy)i1<k<3 del vector i se escribe como

Uk—hut*uo,k+/ Zf] <]kh t— s)+¢'*6rjaxkh (t— s))ds (6)

El operador de convolucién dentro de la integral es entonces el tensor de Oseen.

Definicién 2 Definimos el tensor de Oseen como el tensor (O}, (vt,x))1<j k<3 de componentes:

Och(l/t, x) = 5j,l<:hu(t—s) + &« 8% 5mkhy(t_s).

De esta manera, podemos reescribir la solucién del problema de Stokes de la siguiente manera:

uk—hyt*ug7k+/2fj*ojk t—S) )dS, <1§k§3) (7)

Una particularidad importante del tensor de Oseen es su homogeneidad: si escribimos O; i(x) = O;x(1, ),

entonces tenemos la identidad )
T
O (vt O; .
Jik (V CC) (Vt)3/2 Jik < /—Vt)

3Carl Oseen (1879-1944), fisico sueco.



Esta propiedad de homogeneidad es fundamental pues dicta el comportamiento de las soluciones, en particular
esta caracteristica determina los espacios funcionales sobre los cuales se puede razonablemente trabajar.

Como vemos en la féormula de uy descrita en (6), las propiedades de la solucién van a depender directamente
de las propiedades del dato inicial iy, de la fuerza exterior f y del tensor de Oseen. En particular necesitaremos
las siguientes estimaciones:

Teorema 3 El tensor de Oseen se puede escribir por medio de la expresion

1 || 2
ijk-(x) = ]’kh(x) + 28%3“ (W/O 64d$>

Corolario 1 Se tienen las siguientes estimaciones:

1) para todo o € N3: |0°0; k(x)] < Co(l+ ‘;,;|)—3—\Oé|7

ac\z

2) para todo oo € N* y para todo |x| > 1: [0%(O;p(x) — 0,00, P(2))] < Cae™ 5 .

3. Las soluciones clasicas de las ecuaciones de Navier-Stokes

Vamos ahora a ver como el problema de Stokes, junto con las estimaciones del tensor de Oseen, nos van a
permitir resolver de manera clésica las ecuaciones de Navier-Stokes. Recordemos que el problema de Stokes es
Ol =vAU—Vp+ f, div(d) =0, v>0,
(0, z) = p,
si consideramos ahora un nueva fuerza § = f — (4- V)i, lo que obtendriamos son las ecuaciones de Navier-Stokes.

Intuitivamente podriamos escribir, utilizando las férmulas (7) para la velocidad @ y (4) para la presién, que las
soluciones del problema de Navier-Stokes se escriben:

t
up = hykugp +/O Z [f— (4 - ﬁ)ﬂ]j * O (vt —s),x)ds, (1<k<3).
j=1
3
plt,x) = = [f; = (@-V)iij] * 0y, 8(x),

evidentemente, es necesario justificar estas operaciones. Sin embargo, lo mas interesante de este punto de vista
es que se ha podido transformar el sistema de ecuaciones diferenciales de Navier-Stokes en un sistema integro-
diferencial.

En particular, si notamos
t
o= huiio + | Fx Ot~ 5).)ds,
0
tenemos la siguiente identidad

t
ﬁ:vg—/ (il )i+ Ot — 5, 2)ds = T + B, i), (8)
0

en donde B(-,-) es una aplicacién bilineal y continua en un cierto espacio funcional (E, | - ||g), es decir

IB(f,9)lle < Collfllellgll2-

La idea de Oseen fue expresar a la solucién # como una serie donde el pardmetro € > 0 puede verse como un

radio de convergencia:
+00
e = g ™y,
n=0

4



y a partir de esta descomposicién es posible considerar el problema genérico

Ue :U0+€B(u5,u5), (9)
de manera que reemplazando la cantidad . = :i% ™y, en la ecuacién anterior e identificando cada uno de los

miembros segin las potencias de ¢, se obtiene que

n
ﬁn—i—l == Z B(ﬁky gnfk)
k=0

Esta formula nos permite considerar una cascada de ecuaciones, lineales, cuya solucion estd dada por la solucién
del problema de Stokes estudiado anteriormente.

Podemos entonces estimar cada término #, y gracias a este razonamiento, es posible fijar € = 1, de manera
que, regresando al problema original se obtiene la existencia de una solucién # del problema @ = iy + B(i, @).

Teorema 4 (Soluciones clasicas - tiempo pequeno) Sean iy € C*(R3) y f: RxR3 — R3 dos campos
de vectores tales que

1) sup  (1+[z])[0gdo(t, z)| < +oo,
z€R3,|a|<2

2) para |a] < 2, se tiene que 8;‘]? es continua en [0, +00[xR3,

3) sup  sup  (1+[x])*|0° f(t,z)| < +oo.
0<tzeR3 |a|<2

Entonces existe un tiempo T > 0 y una tnica solucion (4,p) del problema de Navier-Stokes
i =vAT— (@- V)i —Vp+ f, sobre [0,T] x R3,

div(4@) = 0,u4(0, z) = o,
tal que:
» para |a| < 2, se tiene que O%p es continua en [0,T] x R3,

= sup  sup (14 [z])[97p(t )| < +o0,
0<t<TzcR3,|a|<2

» para |a| < 2, se tiene que 0% es continua en [0, T] x R3,

- swp  sup (1 |])|0Rat @)] < +oo,
0<t<TzcR3 |a|<2

= Oyl es continua en [0,T] x R?

Teorema 5 (Soluciones clasicas globales) Sea o > 0 una constante. Sean iy € C2(R3) y f : RxR3 —
R3 dos campos de vectores tales

1) sup (14 |z])|0gdo(t, )| < eov,
z€R3 |a|<2

2) sup  sup (14 |z))*0*f(t,z)| < o
0<t 2€R3,|a| <2

Entonces existe una unica solucion global (i, p) del problema de Navier-Stokes tal que:

sup  sup  (1+[z])|0gp(t,z)| <400 y sup sup (1+ [z])|0gu(t, z)| < +oo.
0<t zeR3,|a|<2 0<t z€R3,|a|<2




El problema de estos teoremas es doble.

= Existen soluciones clasicas en un tiempo muy pequeno 7" > 0,

=

» Si queremos buscar soluciones globales en tiempo, los datos iniciales (i, f) deben ser muy pequenos.

La ventaja es que, por un lado, podemos trabajar con funciones usuales y que todas las herramientas son totalmente
clésicas, por lo mas interesante es que se pueden deducir algunas propiedades que se mantendran cuando pasemos
al marco més abstracto de las soluciones débiles.

4. Propiedades de las soluciones clasicas

Teorema 6 (Comportamiento temporal) Bajo las hipdtesis del Teorema 5, si ademds se tiene

sup(1 + Vvt + [z|)®|f(t, z)| < +o0,
0<t

entonces las soluciones dadas en el Teorema 5 poseen el siguiente comportamiento

sup(1 + Vvt + |z|)|i(t, z)| < 4o0.
0<t

Este resultado nos indica que, si la fuerza exterior se anula cuando el tiempo tiende al infinito, entonces la
solucion se anula al infinito.

Teorema 7 (Comportamiento espacial) Sea @ de clase C? en R3 y sea f una fuerza exterior tales que

. 41— _
L Jz]*do(z)] =0,

sup sup (1 + [2)°| f(t, 2)| < +oo,
0<t xcR3

entonces, la solucion © de las ecuaciones de Navier-Stokes tiene el siguiente comportamiento espacial cuando
x tiende al infinito:

3
=Y ci(t)Vo0(x) = > dij(t)V0;0;0(x) + of|z| ),

i=1 i,j=1

en donde las funciones c¢; y d; j dependen de U y de f

El comportamiento espacial al infinito de las soluciones clédsicas explicitado por este teorema es muy impor-
tante: si se parte de un dato inicial @y cualquiera, instantdneamente se tiene un comportamiento al infinito del
orden de |2|~* y no es posible obtener un decrecimiento mayor.

Este hecho tiene muchisimas consecuencias pues, a mas de las propiedades de homogeneidad de las ecuaciones
de Navier-Stokes, es necesario tomar en cuenta esta propiedad si se desea buscar otros espacios funcionales sobre
los cuales trabajar.



