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En esta leccién estamos interesados en exponer un método para la obtenciéon de soluciones de las ecuaciones de
Navier-Stokes.

1. Problema de punto fijo

Vamos a ver que una manera de construir soluciones de las ecuaciones de Navier-Stokes se basa en la utilizacién
del principio de contraccién de Picard, que es un resultado general que puede enunciarse en un espacio de Banach
(E,||-||g) cualquiera.

Teorema 1 (Principio de contraccién de Picard) Sea (E, | - ||g) un espacio de Banach y sea B : E x
E — E una aplicacion bilineal acotada:

1B(e, f)llz < Callellell f]le- (1)
Sieyg € E es tal que |legl|lp <d ysi0<d < ﬁ < 1, entonces la ecuacion
e =ep— Be,e), (2)
admite una solucion e € E que verifica |e||g < 20.

Se tiene ademds que esta solucion es vinica sobre la bola cerrada B(0,25) y se tiene una dependencia continua
con respecto al dato inicial: si fy es otro dato inicial tal que ||follg < 20, si f es solucion de la ecuacion
f=/fo—B(f,f) con||fllg <26, entonces

lleo — foll&-

1
_ < - -
le = fllg < 1-4Cp0

Demonstracion: vamos a construir la soluciéon e por medio de un proceso iterativo. En efecto, partiendo del
dato inicial podemos escribir

€n+1 = €0 — B(ena en)a

y vamos que ver que cuando n — +0o se obtiene una solucién de la ecuacion . Empezamos por verificar que se
tiene ||ey|| g < 26. Como esto es cierto para ey, podemos hacer la hipdtesis de recurrencia ||ey||p < 26 y vamos a
mostrar que esta propiedad se mantiene para e,1, en efecto tenemos:

lentill < lleolle + 1 Blen, en)lle < lleolle + Crllenllt < 6 +4CR8% < 24,

en donde hemos usado la hipétesis § < ﬁ < 1. Esto muestra que para todo n > 1, el elemento e,, construido de
esta manera pertenece a la bola cerrada B(0,26). Queda por verificar que tendemos hacia una solucién e cuando



n — +o00. Para ello escribimos

lent1 —enlle = (€0 — B(en,en)) — (€0 — Blen—1,€n—1))| g = | —B(en, en) + Blen—1, €n-1)| g

|B(en — €n—1,€n) + Blen—1,€n — en—1)||p < || B(€n — en—1,€n)||E + [[Blen—1,€n — en—1)||E
Cellen — en-1llellenll + Cllen-1llellen — en-1lle

4CB6llen — en—1ll B,

<
<

y a partir de esta mayoracién obtenemos |le,11 — en||g < (4Cp6)" |leg — 1|, pero dado que se tiene 4Cpd < 1,
obtenemos que la parte derecha de esta desigualdad se anula si n — +o00: obtenemos entonces la convergencia en
el sentido de la norma || - || de la sucesién (ey)nen hacia e € E, que es solucién de la ecuacién y que verifica
lells < 26.

La unicidad es inmediata por construccién. Para estudiar la dependencia con respecto a los datos iniciales escri-
bimos

le=Fllz = li(eo = Ble,e)) = (fo = B(f, /)l = lleo — fo— Ble = f,e) = B(f,e = f)llg

< leo — folle + | Ble — f.e)lle + | B(f.e — f)l|e

< lleo = folle + Callellglle — flle + Call fllelle — flle < lleo — folle +4CBd|le — fll&
le=fls < ————leo— fol
B = T T yos 0 T I0NE

Esta expresion nos indica que si eg y fo son dos datos iniciales cercanos (en el sentido de la norma || - || g), entonces
sus soluciones correspondientes también lo son. |

Observacién 1 Para “cerrar el punto fijo” se necesita la condicion 0 < § < ﬁ < 1, y esta condicion nos induce
a trabajar con datos iniciales pequerios puesto que se requiere la mayoracion |lepl|lg < 9.

2. Proyector de Leray y formulacién integral

Deseamos aplicar este resultado general a las ecuaciones de Navier-Stokes, pero al tener
Oyl = Ail — (@ - V)i — Vp,

tenemos un término adicional, dado por la presién Vp, y no podemos aplicar directamente el principio de con-
traccién de Picard. Dado que estamos trabajando sobre todo el espacio, vamos a ver que es posible deshacerse de
la presién utilizando un operador especial.

Definicién 1 (Proyector de Leray) Si ¢ : R? — R3 es una funcion suficientemente regular, definimos
el proyector de Leray P por medio de la expresion

P()=¢-V

en donde % estd definido al nivel de Fourier por %f(f’) = e &).

Propiedades
» Si g es de divergencia nula (es decir div(g) = V- J = 0) entonces se tiene la identidad
P(g) = &,
es decir que el proyector de Leray preserva los campos de vectores de divergencia nula.

= Si ¢ es un gradiente, es decir si se puede escribir ¢ = v f para una cierta funcién f, entonces se tiene
. A R . -1 L.
(V) =V - V(Y- V) = Vf = V(M) = Vf = ¥f =0,

es decir que el proyector de Leray anula los gradientes.



» Utilizando las propiedades de la transformada de Fourier se tiene

-1

- . ¢l ~
IB@)1 = I - ¥ 4]

& @iz < 1802 + Hlﬁlmw < 208,

L2

g

de donde se deduce que el proyector de Leray es acotado en los espacios de Lebesgue L? y, por construccién,
en todos los espacios de Sobolev H?.

= El projector de Leray es un operador no local: para aplicarlo necesitamos la informacién de las funciones
sobre todo el espacio.

Gracias a este proyector de Leray, vamos a poder transformar las ecuaciones de Navier-Stokes de tal manera
que podamos aplicar el principio de contraccion de Picard. En efecto, si aplicamos el proyecto de Leray a toda la
ecuacién obtenemos

P(9it) = P(Ad@) — P((@- V)@) — P(Vp),

y dado que se tiene div(@) = 0, por las propiedades de este operador podemos escribir
&yl = AT —P(( - V)d), (3)

y se puede mostrar que esta ecuacién es equivalente al problema original de Navier-Stokes. En particular, se
observara que esta ecuacion es como una ecuacién del calor con segundo término y esto nos permite establecer
la siguiente formulacién integral

U(t,x) = hy * tp(x) — /0 hi—s % P((T- 6)1‘[) (s,x)ds, (4)

y notamos que esta expresion nos permitira aplicar el principio de contraccién de Picard puesto que se tiene una
ecuacion con la estructura siguiente
e =¢eg— B(e,e),

en efecto, se puede verificar sin mayor problema que la integral en es una forma bilineal en la variable .

Gracias a esta observacion, lo Unico que debemos verificar son las hipdtesis del Teorema [1| en un espacio
funcional adecuado.

3. Soluciones Mzld

La parte méas delicada para utilizar el principio de contraccién consiste en encontrar un espacio funcional en
donde se pueda cerrar el punto fijo, es decir en donde se tenga las estimaciones || B(e, f)||g < Cgllel| gl f]|r- Indi-
quemos que existen varios espacios funcionales en los cuales esto es posible, pero uno el primer ejemplo histérico
es el siguiente.

Teorema 2 (Fujita-Kato 1964) Sea iy € H'(R3) un dato inicial. Entonces existe un tiempo T'> 0 y u
una funcion que pertenece al espacio funcional L>([0,T], H'(R3)) N L([0, T], H2(R3)) tal que @ es solucién
del problema

U(t,x) = hy x tp(x) — /0 hs % P((T - ﬁ)ﬁ)(s,m)ds.

Demonstracion: Como anunciado, vamos a utilizar el principio de contraccién de Picard en el espacio
funcional E = L*([0,T], H(R3)) N L*([0,T], H*(R3)) dotado de la norma

T
|

~—

. . . 1/2
1FC e = sup (|rf<t,~>uLz+||Vf<t,~>uLz)+(/ Af(t,ouimt) - (5
0<t<T 0

Para ello debemos verificar los siguientes puntos:



» para el dato inicial se tiene ||y * Up||p < 0, donde el pardmetro ¢ serd fijado posteriormente,

= para la forma bilineal se tiene

=y se tiene la condicién 0 < § < ﬁ < 1.

< Cgllulelldlle,

/ hy—s % P((T - ﬁ)ﬂ,’) (s,x)ds
0 E

Para ello necesitaremos los siguientes lemas.

Lema 1 Si iy € L*(R3) entonces hy x iig € L°°([0, +oo[, L?(R?)) y se tiene la mayoracion
|7 * tol| pgor2 < ||%o| z2-

Si iy € L*(R3) entonces hy * g € L2([0, +oo[, H'(R?)) y se tiene la mayoracion

([Pt 5 o[ p2 . <

! ” HL
(7 2.
\/5 0

Prueba. Para el primer punto simplemente escribimos utilizando las desigualdades de Young y las propiedades
del ntcleo del calor
([t tioll 2 < [[hell L [[do]| L2 = llol| 2.

Obtenemos una estimacién uniforme con respecto a la variable temporal lo que nos permite obtener la mayoracién
([t tio | e 2 < Iltdol|2-

Para el segundo punto utilizamos la formula de Plancherel y el teorema de Fubini:

~ +o00 3 5~ +00 B 5 —~
s ol = [ [ lePe e T Pded = [ [ e e P
L 0 R3 R3 JO
y con el cambio de variable 7 = 2t|¢|? obtenemos

B 1 o = 1=
sl =5 [ [ e RO Rdrs = gl

de donde se obtiene la expresién

[ | p2 . <

! H HL
U 2.
\@ 0

El segundo lema que necesitaremos es el siguiente.

—

¢
Lema 2 Si f € L?([0, +oo[, L>(R3)) y si notamos F(t,x) = / hi—s x f(s,x)ds, entonces tenemos:
0

= [V FE )2 < %Hf”L%Lg;

- ”AF(':')”Lng < ||f”L§L§;

a esta ultima mayoracion se la conoce como la regularidad maximal del nicleo del calor.




Prueba. Para el primer punto, razonamos por dualidad y escribimos:
= sup

/6 Ft)ola)ds Il 2 <1 /Rs ([wts*f(s’x)ds) plz)de
// Fls,2) - Vhi_s % p(x)dads| <

< sup () eznallhe—s * Vellzre,
||<P||L2<1

IVOF® )z =
lollpa<t

sup / 175, Y2 15 hes * ol 2ds

||<P||L2<1 el p2<1

pero por el Lema 1| anterior tenemos ||hs—s * V| r2rz < %ngH 12, de donde se obtiene la mayoracién

= —

1 =
V@ F(t )2 < ﬁ”f”LfL%'

t t
Para ¢l segundo punto observamos que se tiene AF(t, z) = / Alhi—s] * f(s,z)ds = / t—[Aht_s] x f(s,x)ds,
0 0 §

de manera que si prolongamos la funcién %Aht por 0 si ¢t < 0 entonces podemos escribir

— +oo
AF(ta) = [ [ AN = s = ) (s )dyds.

y notamos que AF es un producto de convolucién en las variables temporales y espaciales de la funcién f con la
funcién }[Ah] y vamos a estudiar su simbolo en variable de Fourier.

Si calculamos la transformada de Fourier en variable de espacio tenemos
1
7+ |1 hla/ V)| = e,

y si ahora calculamos la transformada de Fourier en variable temporal obtenemos

+o0 |12
7 [e2e-tler _/ 2ot it gy 1€
[ lePe il = | lefrete e

De esta manera, tenemos

M

Fia |AF| (1.6) = 1 < T,

g2
observamos en particular que el simbolo | £|2‘i”

es acotado y utilizando la férmula de Plancherel podemos escribir

P 7
ez ||[€R +ir

lo que termina la prueba de este lema. |

|AF) 21 = | Fous [AF]

< |7
e 1/ llz2e

El dltimo lema que necesitaremos es el siguiente.

Lema 3 (Leyes de producto) Sea 0 <& < 3/2 y sea s >0, si f,g € H*(R?) N H(R®) entonces se tiene
la mayoracion

1£9ll o532 < C (I s lgllars + Ngll sl £l =) -

Cuando todos los espacios que intervienen son homogéneos tenemos lo siguiente

19l grovs-s2 < C (W N gsllgll s + Ngll s F Nl gs) -

Asumiremos este resultado.



Un ejemplo que serd utilizado a menudo corresponde al caso cuando 6 =1y s = 3/2, entonces la desigualdad
que se obtiene es:

1£gllzr < C (I llgll grare + Ngll 11l 7s2) - (6)

Con estos tres lemas podemos regresar a la demostracién del Teorema [2] y vamos a acotar, en el sentido de la
norma del espacio E, cada uno de estos términos recordando que se tiene iy € H'(R3):

At 2) = hy + () — /0 hes + P((@- 9)@) (s, 2)ds (7)
0

(2)

» Para la parte (1) debemos estudiar

T 1/2
Ihe v dolls = sup | [lhe * doll 2 + [ (he * i) 2 +(/ IIA(ht*ﬁo)!\%2dt) | ®)
0<t<T 0
(1a) (1)

(L)
= Para la parte (1.a) tenemos por el Lema|l|la mayoracion ||y * to|[pee 2 < [|do[z2-

— Para la parte (1.b), escribimos ||V (hy * tio)|| o 12 = |he * (Vilo) || pee 2 < [|Viio||z2 = |0l g -

— Para la parte (1.c) tenemos, utilizando la férmula de Plancherel y el teorema de Fubini

T T
//3|A(ht*ﬁo)]2dxdt = / /Sﬁht*%oﬁdxdt
0 R 0 R
T 2:\ +OO 2j\
= / / €[22 Vit | dedt < / / €[22 |Gz | 2dtde,
0 R3 R3 0

haciendo el cambio de variable 7 = 2t|£|? obtenemos
T 1 +0oo e 1. = 1
/ |A(hy * iig)|*dzdt < / / e Tdr ) |Viig|*d¢ = Z||Vilo||72 = < ||dol -
0 R3 2 R3 0 2 2

De esta manera podemos escribir ||hyxt||g < ||to|| 2+ || to]| 71 + % l|tio || 1, de donde se deduce la estimacién

siguiente para
lhe * @ol| & < (1 +1/vV2) [ @oll - (9)

» Para la parte (2) debemos estudiar

/ hy—s « P((T - ﬁ)ﬁ) (s,x)ds
0 E

/0 his * P((@- V)@) (s, 2)ds (10)

T
/
0

2 1/2
dt> |
L2
(2.0)

Esta parte es un poco mas delicada de estudiar y antes de lanzarse en célculos complicados es necesario
hacer unas observaciones.

sup ‘

0<t<T 12




Observacién 2

1)

2)

3)

Como se tiene div(i) = 0, entonces podemos escribir
(@ - V)il L2 = [|div(d @ @)l 2 < |[d@ @ | g1, (11)

y esto nos llevard a estudiar la cantidad ||4 ® | g .

Dado que estamos trabajando en el espacio LY°(HY) N L7 (H2), tenemos la mayoracion

1/2 - 1/2
o2 < N2 g I (12)

L4H

en efecto, utilizando la formula de Plancherel y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene
e = [ IPIEORE = [ 1€l1TE € €T e < Nalt, )y 16, ) g

y a partir de esta mayoracion basta calcular la norma L* en la variable temporal para obtener el resultado
buscado.

En el marco de trabajo L°°([0,T], H'(R3)) N L2([0, T], H2(R3)) tenemos la mayoracién

i) s < Tl oo (13)
en efecto se tiene

T
it Mgy = ([ e )

1/4

T 1/4
< HﬁHLgOH,}, (/0 dt> = T1/4||77”L§°H;'

Con estas estimaciones vamos a estudiar cada uno de los términos (2.a) — (2.c) de la pagina anterior.

—

Para la parte (2.a) tenemos, con las desigualdades de Young y las propiedades del ntcleo del calor:

t
(2.a) = sup /ht s % P(( -ﬁ)ﬁ)(s,x)ds < sup / Hht,s*P((ﬁ-ﬁ)U)(s,x)H ds
0<t<T 2 o0<t<TJo L2
< sup / hecsllos [P(GE- i) s, )|, ds < sup / [B(@- 9y s,0)]| , ds.
0<t<T 0<t<T L

y ahora, por la continuidad del proyector de Leray, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y por la
estimacion tenemos

t 1/2
< 2 sup / H (u-V)i(s,z H ds <2 sup (/ ds> @@l 201 = 2T1/2”ﬁ®ﬁ||L2H1,
0<t<T o<t<T \Jo i £

usamos ahora las leyes de producto @ en la variable de espacio y la desigualdad de Hélder en la
variable temporal para escribir

(2.0) < 2Tl o yor2 1)y
de manera que utilizando las estimaciones y obtenemos

i 1/2 i 1/2 N
(2.a) < 272 (|l /2 1 N e ) % (T4 ey ) -

En este punto observamos que cada una de las normas de esta expresién puede ser controlada por la
norma | - [[g = - |peep2 + || - ”L;”H; + - HL%H%, de manera que se obtiene la mayoracién

(2.a) < 212TV4)|d| g |- (14)



= Para la parte (2.b) tenemos,

(2.b) = sup
0<t<T

\Y </Ot hi—s * P((@ - ﬁ)a’)(s,m)ds>

aplicamos ahora el primer punto del Lema |2 las propiedades del proyector de Leray y la estimacién

para obtener

9

L2

1 IR 2,
(2.0) < *2”?((“ : V)“)HL?L% < ﬁ”u®uHL%H;7

y con las leyes de producto @ en la variable de espacio y la desigualdad de Holder en la variable
temporal podemos escribir

2 -
(2b) < EHUHLng/z ||u||L§H%’

de modo que usando las estimaciones y (13) obtenemos

2 Si1/20  o1/2 -
(2:6) < 5 (Il gy 10 ) (T Ny

Es decir
2

(24) < -

TV gl - (15)

= Para la parte (2.c) tenemos,

(2.0) = </OT

)

A (/Dt B+ B((@- 6)@)(3,@613) 22 dt) " HA (/Ot hoes + P((i0- 6)@)(3,90)@)

L 212
basta entonces aplicar el Lema [2| y la regularidad maximal del ntcleo del calor para obtener
(2.¢) < |[P((@- V)@)l| L2 2
de manera que, repitiendo los calculos anteriores obtenemos sin problema
(2.0) < 27 ]| ] - (16)

Finalmente, juntando todas estas estimaciones — y regresando a la expresién ((10) tenemos

/0 heos x B((i- D)) (s,0)ds| = (2.0) + (20) + (2.0)

E

IN

L0 2 L -
22T | gl & + ET”‘*IIUI!EIIUIIE + 274 i) gl

IN

CT* (14 772) | gz,

y de esta manera obtenemos que la constante de continuidad de la forma bilineal es Cg = CT/4 (1 + TV 2)
y hemos terminado el estudio de la segunda parte de la expresién ([7]).

Recopilando la informacién que hemos obtenido hasta ahora, tenemos para el problema integral
t —
At 2) = hy * fio(z) — / hues * P((@- 9)@) (s, 2)ds,
0

las estimaciones:

v ||y x|l < Chllto]| g1,

/0 hi—s x P((T - ﬁ)ﬁ)(s, x)ds

< G4 (14 T2 || |
E



de manera que para cerrar el punto fijo necesitamos las dos condiciones siguientes:

Como la cantidad ||| 1 estd fijada por el dato inicial, estaremos en capacidad de obtener una solucién a las
ecuaciones de Navier-Stokes si se tiene la estimacién

1
7 < min (1 g ). (17)
Clto |31

y con esto terminamos la demostracién del Teorema [

Observacion 3 La estimacion nos impone una dicotomia entre el tamano del dato inicial ||| g1 y el tamano
del tiempo de existencia T': por este procedimiento, si el dato inicial es grande, entonces forzosamente el tiempo
de existencia es pequeno.

Este tipo de soluciones obtenidas por medio de la formulacién integral

w(t,x) = hy * dp(x) — /0 hs x P((T - ﬁ)ﬁ)(s,az)ds,

se denominan soluciones mald.
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