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1. Ecuacion de Transporte

Presentacién del problema

Sea u : [0, +00] x R — R una funcién y sea B = (B, - - , By,) un vector fijo de R™. La ecuacidon de transporte
en [0,400] x R™ con coeficientes constantes estd entonces dada por:

Owu(t,z) + B - Vu(t,z) = 0.

En este ecuacién, la variable t designa el tiempo y la variable x es un punto del espacio R"

JPor qué (y en qué sentido) esta ecuacién modeliza el transporte? Esta ecuacién nos dice que la variacién con
respecto al tiempo de la funcién u (dada por la cantidad dyu) es igual a la variacién en el espacio de esta misma
funcién u (es decir B - Vu), en donde el vector B representa la velocidad del desplazamiento. Esta ecuacién nos

describe entonces como varia la posicion con respecto al tiempo: es decir nos explica como se transportan los
objetos.

1.1. Problema de valor inicial homogéneo

Sea B = (By,- -, By) un vector fijo de R™ y sea g : R” — R una funcién fija. El problema de valor inicial
para la ecuacion de transporte estd dado por

Owu(t,z) + B - Vu(t,z) =0 sobre [0,400] x R", O
1

u(0,z) = g(z) sobre R™.

Resolucion

La equacién (1) nos indica que cierta derivada direccional de la funcién u se anula. En efecto, suponiendo que
todos los objetos son suficientemente regulares, si definimos la funciéon ¢ : R — R por medio de la expresion

@(s) =u(t + s,z + sB)
en donde t € R y x € R", entonces la regla de la cadena nos dice que:

¢'(s) = Quu(t + s,z + sB) + Vu(t + s,z + sB) - B,



y, dado que Owu(t + s,z + sB) + Vu(t + s,x + sB) - B = 0, tenemos que la funcién ¢(s) es constante; por lo
tanto, es suficiente determinar un solo valor de la funciéon ¢ para tener una idea de céomo resolver esta ecuacién
de transporte. Observando que ¢(—t) = u(0,x — tB) y usando la condicién inicial tenemos que

u(0,x —tB) = g(z — tB),
y con esta identificacién hemos encontrado la solucién al problema de transporte con valor inicial:
u(t,x) = g(x — tB). (2)
Observacién 1

s La solucion de la ecuacion de transporte estd dada por una traslacion del dato inicial g.

» Si la funcion g es de clase C, entonces la solucion u(t,z) = g(x — tB) es también de clase C'.

1.2. Problema de valor inicial no homogéneo

Consideramos ahora el mismo problema de transporte pero esta vez con un segundo término dado por una
funcién f : [0, +00] x R" — R.

Sea. B = (Bj,---,B;) un vector dado de R"™ y sea g : R®™ — R una funcién dada. Si f €
LY([0, +00[, L% (R™)), el problema de valor inicial para la ecuacién de transporte estd dado por

Owu(t,z) + B - Vu(t,z) = f(t,z) sobre [0,+o0] x R",

(3)
u(0,z) = g(z) sobre R™.

Resoluciéon

Para estudiar esta ecuacién, seguimos la misma idea utilizada anteriormente: en efecto, si escribimos ¢(s) =
u(t+ s,z + sB) para s € R tenemos

¢'(s) = Owu(t + s,z + sB) + Vu(t + s,z + sB) - B= f(t + s,z + sB)

Notemos que ¢(0) = u(t,z) y que p(—t) = g(z — tB), de esta manera, vemos que se tiene la identidad

0
<~ u(t,z) —g(zx —tB) = / f(t+s,x+ sB)ds,
—t
haciendo el cambio de variable s — s — ¢ en la integral anterior obtenemos
t
u(t,z) —g(x —tB) = / f(s,z+ (s —t)B)ds,
0

finalmente, la solucién de la ecuacién de transporte no homogénea estd dada por la expresion

u(t,z) = g(x — tB) —i—/o f(s,xz + (s —t)B)ds, (x e R",t>0). (4)

A esta expresién se la conoce como la formula de Duhamel.

Observacién 2

» Para que exista esta solucion (4), la funcion f debe ser al menos integrable, pues de otro modo la integral
puede no tener sentido.




= De la misma manera, para poder obtener esta solucion, es necesario que la funcion g sea al menos de clase
Cl, pues de otro modo no podriamos realizar los cdlculos.

s FEs posible relajar la hipotesis de regularidad sobre la funcion g, pero para ello serd mecesario considerar
soluciones débiles.

Observacién 3

» En el caso de la ecuacion de transporte homogénea (2) es importante observar que la regularidad de la
solucion depende directamente de la reqularidad del dato inicial.

s No hay pérdida ni ganancia de reqularidad en este tipo de ecuacion, lo cual es totalmente consistente con la
modelizacion, pues se trata unicamente de una ecuacion de transporte.
1.3. Propiedades de las soluciones

A partir de la férmula de Duhamel (4) es posible deducir algunas propiedades de las soluciones de la ecuacién
de transporte.

Proposicién 1 Si g € CHR") y si f € L>([0,T]; L>°(R")), entonces la solucién (4) del problema de
transporte (3) verifica
lu(t,z)] < C(1+T),

para todo t € [0,T] y todo x € R™.

Prueba. A partir de la férmula de Duhamel basta escribir

t
u(t, z)| < lg(x —tB)| +/0 [f (5,2 + (s =) B)lds < [lgllzee + ]| fll oo (ro) < C(L+T).

2. Ecuacién de Laplace

Presentacién del problema

Sea u:  C R™ — R una funcién, en donde 2 es un subconjunto abierto de R™ (n > 2), entonces la ecuacién
de Laplace homogénea estd dada por

Au(z) = Zﬁiu(w) =0, (5)
i=1

para todo x € Q. En este problema, la incégnita estd dada por una funcién u : 2 —s R. Este problema es de gran
importancia en las matematicas y las soluciones de esta ecuacién merecen la siguiente definicién.

Definicién 1 Una funcion de clase C? que verifica la ecuacion de Laplace (5) es llamada una funcién
armonica.

2.1. Problema Homogéneo y Soluciéon fundamental

La primera etapa consiste en estudiar un problema simplificado para luego ver posibles soluciones generales a
la ecuacion de Laplace, procediendo de esta manera veremos cémo aparece la nocién de solucion fundamental.

Vamos pues a empezar estudiando el problema cuando £ = R"”, es decir que consideraremos la ecuacién de
Laplace en todo el espacio. Este marco de trabajo simplifica todas los eventuales problemas relativos al compor-
tamiento cerca del borde del abierto €.

Veamos ahora algunas propiedades de invariancia de esta ecuacién:



» Invariancia por traslacion: si u(z) es solucién de la ecuacién de Laplace (5), entonces para todo 7 € R™ se
tiene que u(xz + 7) también es solucién de la ecuacién de Laplace.

» Invariancia por rotacién: si u(z) es solucién de la ecuacién de Laplace (5), entonces para todo dngulo
0 € [0, 27] se tiene que u(Ry[z]) también es solucién de la ecuacién de Laplace, en donde Ry[z] es la matriz
de rotacién en el espacio R™ asociada al angulo 6.

La propiedad de invariancia por rotacién nos conduce a buscar soluciones que son radiales, es decir que son
independientes de las rotaciones y que por lo tanto se escriben como u(z) = ¢(p) donde p = || y donde ¢ : R — R
es ahora la funcién que buscamos determinar.

— Dado que u(z) = ¢(p) y dado que deseamos calcular las derivadas 8§iu con i = 1,...,n, por la regla de la

. 2
cadena vamos a tener que calcular las derivadas 22 y 22
8-731 a.l‘i

= Como p = |z| = (22 + - +22)1/2 si z # 0, se tiene

Op _ i Pp _ 1 a}
oz  p oz p PP
— Entonces se tiene
2 2
Ts xs 1 A
Opu(z) = ¢ (p)= vy Oulx)=¢"(p)=% w’p(—z>
i u() )p - u() ()p2 ()ppg

—> Es decir:

De esta manera, si Au = 0 entonces

y gracias al estudio de las invariancias de la ecuaciéon de Laplace, hemos simplificado el problema.

Entonces, si ¢’ # 0, podemos reescribir la ecuacién (6) como
/"
%) 1-—n
10g(¢yy 2247—:: p R

de donde se deduce que
C

n—1’

p
donde la constante Cy serd fijada posteriormente. A partir de esta ecuacién obtenemos

Cy log(p) + Cs (n = 2)

¢'(p) =

o(p) =

G2+ Cs (n>2),

pn—2

en donde C7,Cy y C3 son constantes que seran fijadas de tal manera que verifiquen ciertas propiedades especificas
relacionadas con la dimension del espacio R™.

= Con éstos calculos hemos encontrado una solucién u(x) = ¢(p) a la ecuacién de Laplace.

Definicion 2 Si v, es la medida de la bola unidad en R™, la funcion

—5-log(jz])  (n=2)
O(x) = : )
ez (n>2),

n(n—2)vy, |z|n—2

definida para todo * € R™ con x # 0 es llamada la solucién fundamental de la ecuacion de Laplace.

Por todos los calculos anteriores tenemos que A®(x) = 0 si x # 0.



Observacién 4
= La solucion fundamental ® es, evidentemente, una funcion radial.
s La funcion ® explota cuando x — 0.

w Six #0 se tienen las estimaciones siguientes:

C

‘x|n—1

[DO(z)| < y  |D*®(z)| <
donde C es una constante positiva.

2.2. Problema no Homogéneo: Ecuacion de Poisson

La nocién de solucion fundamental es muy préactica cuando se desea estudiar los problemas no homogéneos.

Sea f:R™ — R una funcién. La ecuacién de Poisson estd dada entonces por el problema

—Au(z) = f(x).

La solucién del problema de Poisson estd dada por el siguiente teorema:

Teorema 1 Sea f : R® — R una funcion, que suponemos de soporte compacto y tal que f € C*(R™) y
definamos u por medio de la expresion

u() = B f(z) = / B — ) f (y)dy. (7)

n

Entonces se tiene que la funcion u es de clase C* y ademds es solucion de la ecuacion de Poisson:

—Au=f, sobre R".

Demostracion.

— La primera cosa que debemos verificar es que la funcién u determinada por la expresién (7) estd bien definida:
en efecto para un x € R" tenemos

@) < [ 19— pllswds

Dado que la funcién f es a soporte compacto, existe Ry > 0 tal que sop(f) C B(x,Ry) y por lo tanto
podemos escribir

u(z)] < /B [P 17 < / B — )y = |l / B(y)|dy.

B(z,Ry) B(0,Ry)
Lo tnico que debemos hacer ahora es calcular (o estimar) la integral y para ello usamos la definicién de ®.

e Sin = 2 tenemos

Ry
[ ewlay=c [ fosolpdo <+
B(0,Ry) 0

e Sin > 2 se tiene

Ry
/ B (y)|dy = C / pdp < +oc.
B(0,Ry) 0

Es decir que para todo x € R" se tiene

u(2)] < C[ flloo-



= Continuamos verificando que la funcién « definida por convolucién por medio de la expresién (7) es de clase
C?. Para ello escribimos

uw) = [ @ p)iwiy= [ 2wy,
de manera que si e; es el i-ésimo vector unidad de R™ y si h # 0 se tiene la identidad

u(x + he;) — u(x) :/ (y) <f(1'+hei - ) —f(x—y)> dy,

h h

de manera que pasando al limite cuando h — 0 se tiene

ou of
= o —y)d
oz, ®) /Rn W) 5, @~ ¥y,
y razonando de manera totalmente similar tenemos que

0%u 0% f

En particular tenemos que esta funcién es continua en la variable z, ademas, dado que f es una funcién de
clase C2(R™), por un razonamiento similar al primer punto obtenemos que u es de clase C?(R™).

=—> Debemos verificar ahora que la funcién u definida por convolucién es solucién de la ecuaciéon de Poisson.
Para ello escribimos:

Bu= [ ®wrue -y = [

() Agf(z — y)dy+ / B(y)Aaf(x — y)dy.
B(0,e)

B(0,e)°

~~

11 12

e Para el primer término I; tenemos:

()| (n=2)
L) < / B(y)Asf (@ — y)ldy < ClIAf o / B(y)ldy < C
B(0,¢) B(0¢) g2 (n > 2).

e Para el segundo término I se tiene, por una integracién por partes

_ _ Of (1 _
b VewVIE-pays [ @5 s,
13 I4

en donde v es el vector unitario interno a lo largo del borde 0B(0,¢) de la bola B(0,¢). Tenemos
entonces para la integral I la estimacion:

ellne)] (n=2)
I < nyHoo/aB(O Iow)asty) <0 .
© € n > 2).

Para la integral I3 tenemos, integrando una segunda vez por partes:
0P 0P
Iy = / AD(y)f(z —y)dy — / 5, W@ —y)dS(y) = —/ - (W) f(x —y)dS(y),
B(0,e)¢ dB(0,e) OV

puesto que la funcién ® es arménica fuera del origen.

Ahora, dado que V®(y) = %% cuando y # 0 y como se tiene que v = ﬁ = —¥ sobre 9B(0,¢),
tenemos la identidad 5% .
) =v -Vo(y) = ——
5, W) = v - Ve(y) "
sobre OB(0,¢). Finalmente, dado que nv,e" ! es la superficie del drea de la esfera 9B(0,¢), podemos
escribir )
Is= —— —y)dS(y) — — .
e /8 s fle—y)dS(y) — —f(x)



De esta manera, haciendo € — 0 en nuestra descomposicion del producto de convolucién obtenemos finalmente
que

~Au(z) = f(2),

y de esta manera hemos terminado la demostracién del teorema. |

Observacion 5 Se puede demostrar que se tiene la identidad —AP = gy, de manera que se tiene
—Au=—-A(Pxf)=(-AD)x f =0y * f = [.

2.3. Propiedades en subconjuntos de las funciones arménicas

Hasta ahora hemos trabajado en el espacio euclideo R™ y es tiempo de ver lo que sucede cuando se trabaja
sobre un subconjunto abierto 2 de R".

Teorema 2 Siu € C%(Q) es una funcion arménica, entonces se tiene las identidades

1
U(x) N ’aB(CC,T” OB(z,r) ( )dS( .%‘ T |/ (z,r) dy7 (8)

para cada bola B(x,r) C Q.

Demostracién. Empezamos con la primera identidad. Si escribimos

1 1
o(r) = m—— u(y)dS(y) = ——— w(x +rz)dS(z),
" = 0BG o "V T 0BOD] Sy T
de donde se obtiene que
/ 1 1 y—x
o(r) = m=— Vu(z +rz) - 2dS(2) = m5— Vul(y) - dS(y
"= B0 s T T BB s W
1 ou

= BT Jopery 3 DS

En este punto aplicamos la férmula de Green para obtener la igualdad

1 ou
‘83(33 T)’ OB(z,r) 8V( )dS( TZ|B ‘ / (z,r) =0

Con esto hemos pues verificado que la funcién ¢ es constante y por lo tanto podemos escribir

1
= lim AR
p(z) = limp(t) = |0B(z,7)| Jop(a,r)

u(y)dS(y) = u(x),

y con esto hemos demostrado la primera identidad. Para la segunda identidad se procede de la siguiente manera:

/ u(y)dy = / (/ udS) ds,
B(z,r) 0 OB(z,s)

pero por los calculos anteriores se tiene que / udS = m)ns”_lu(x), de modo que podemos escribir
0B(z,s)

/ (/ udS) ds = u(:c)/ nups" tds = rv,u(z),
0 0B(x,s) 0

es decir que finalmente obtenemos

[ty = 1Bu)
B(z,r)



lo que termina la demostracién del teorema. |

Este teorema posee un resultado reciproco en el sentido siguiente:

Teorema 3 Siu:Q CR" — R es una funcion de clase C2(2) que satisface la identidad

1

= u(y)dS(y),
‘aB(l',T)’ OB(z,r) ( ) ()

u(z)

para toda bola B(x,r) C 2, entonces la funcion u es armdnica.

Demostracién. Vamos a proceder por una reduccién al absurdo. Entonces si Au # 0, existe una bola B(z,r) C
Q tal que se tiene Au > 0 dentro de B(z,r). Pero por los caculos precedentes tenemos que

r 1
0= sp(r) B E ]B(x,r)| /B(:v,r) AU(y)dy >0

de donde se obtiene una contradiccion. [ |

2.4. Propiedades

Estas propiedades de las funciones armoénicas sobre subconjuntos van a ser muy utiles para poder demostrar
de manera sencilla algunos resultados fundamentales.

El primero de estos resultados es el principio del maximo.

Teorema 4 Sea ) un subconjunto abierto de R™. Siu : R™ — R es una funcion tal que u € C3(Q)NCL(Q)
y tal que Au(x) =0 para todo punto x € S, entonces:

» El valor mazimal sobre el conjunto ) de la funcion u se alcanza en la frontera:

méix u(z) = méx u(z).

» Si ademds el conjunto 2 es conexo y si existe un punto xo € Q tal que up = max u(x), entonces la
€S

funcion u es constante en el interior de €.

Demostracién. Supongamos que existe un punto xg € Q que alcanza el maximo: u(xg) = M = méax u(x).
€l

Entonces para 0 < r < d(xg,0f) las propiedades estudiadas anteriormente nos indican que se tiene

M = u(x) u(y)dy < M.

o )
|B(3§‘0, T)| B(zo,r)
Dado que se tiene la igualdad tnicamente si la funcién u es constante e igual a M dentro de la bola B(xg, ), vemos
que se tiene que u(y) = M para todo y que pertenece a una bola B(z,r). De esta manera vemos que el conjunto
{z € Q:u(x) = M} es abierto y relativamente cerrado en 2, y dado que € es conexo se tiene que es igual a Q y
con esto hemos demostrado el segundo punto. A partir de esta propiedad se deduce sin problema el primer punto. l

La primera aplicacion de este resultado es el siguiente teorema.

Teorema 5 Sea ) un subconjunto abierto de R™ y sean g € C(02) y f € C(Q) dos funciones dadas.
Entonces existe una unica solucion al problema de borde siguiente:

—Au=f sobre )

U=y sobre 0f).




Demostracién. Supongamos que existen dos funciones v y v que verifican este problema de borde. Si escri-
bimos w = +(u — v) vemos sin problema que w es una funcién arménica y por lo tanto, por el teorema anterior,
se tiene que el valors maximo de w se alcanza en el borde del conjunto 2. Pero dado que u = v = g en el borde,
se tiene que w = 0 sobre 012, de donde se deduce que w = 0 y por lo tanto se obtiene la unicidad de las soluciones. B

Continuamos con las propiedades de las funciones arménicas. El resultado a continuacién es muy sorprendente
pues vamos a ver que si una funcién de clase C? es armonica, entonces es automéaticamente infinitamente diferen-
ciable. Este punto es bastante interesante pues en la nociéon de funcién armoénica, solo intervienen dos derivadas
v lo que vamos a demostrar es que es posible ganar en regularidad.

Teorema 6 Sea Q) un subconjunto abierto de R™ si u € C(2) verifica la identidad

1

ule) = 0B(z,7)| JoB(a,r)

1
u(y)dS(y) = M/B(ac,r) u(y)dy,

para toda bola B(x,r) de ), entonces se tiene que u € C*(Q).

Demostracién. Sea ¢ : R” — R una funcion de clase C*°, radial, a soporte compacto contenido en la bola

unidad y de integral igual a uno. Definimos para todo ¢ > 0 la funcién ¢.(z) = 6%@(%') Entonces se tiene que

la funcién u. definida por u. = @ *u sobre el conjunto Q. = {x € Q : d(x,0) > £} es una funcién de clase C> ().

Escribimos ahora para un punto x € €).:

1 T — 1 [® r
UE(«T) = /9905(-%' - y)u(y)dy = ETT . )Sp <|Ey|) u(y)dy = g—n ; © (E) </83( )udS) dr,

usando la hipétesis podemos entonces escribir

ue(x) = u(x)gin /06 ® (g) (nvnr”_l) dr = u(x)sin /B(o,a) © (g) dy = u(x).

Gracias a estos calculos hemos demostrado que se tiene la identidad u. = w sobre el conjunto 2., es decir que u
es de clase C™ sobre (). para todo € > 0. Dado que el conjunto €2 es abierto, se deduce el resultado buscado. MW

Continuamos utilizando los resultados anteriores para estudiar con méas detalle el comportamiento de las de-
rivadas de las funciones arménicas. En este sentido tenemos el siguiente teorema.

Teorema 7 Sea u una funcion armdnica sobre un subconjunto abierto ) de R™. Entonces para toda bola
B(zg,r) C Q y para todo multi-indice o tal que |a| = k se tiene

o Ch
|D%u(xg)| < WHUHD(B(IM))'

Demostraciéon. Vamos a proceder por induccion. Evidentemente, a partir de las férmulas de promedio dadas
en (8) se tiene que esta mayoracion es valida cuando k = 0.

Para el caso k = 1 razonamos de la siguiente manera: dado que la funcién u es armonica, sabemos por el
Teorema 6 que esta funcién es regular. Entonces como se tiene Au = 0, vemos que las funciones 9,,u también son
armoénicas para ¢ = 1,...,n y por lo tanto podemos escribir, para un punto g € §2:

),
|B(20,7/2)| JB(@0or/2)

2n
— / uv;dS
UnT" JOB(xo,r/2)

2n
< —llullze @Bwo.r/2))-




Sea ahora x € 0B(xo,7/2), entonces se tiene que B(z,7/2) C B(zo,r) C Q y entonces, utilizando una vez mas las
féormulas (8) podemos escribir

ju(z)| =

: / u(y)dy| < — . <2>HHUH
1B(zn.7/2)| =Y Y(B(zo,r) = — | = 1(B(zo.)) -
B0, /2] Jporyay 7| T Blao,r/2) B T L (B(wo,m))

De esta manera obtenemos la mayoracion

1 /2\"
lullLe@Bor/2) < — | =) NullLr(Bao.r)
Up \ T

2n+1n

lo que nos permite escribir |0, u(zp)| <
que |a| =1, la expresién

= ,«n%HUHLl(B(:pO,r))a de donde se obtiene, para todo multi-indice « tal

2n+1n 1
WHUHLI(B(I(),T))'

| D%u(zo)| <

n
Con esto hemos demostrado el resultado del teorema cuando k = 1, pasemos pues al caso cuando k£ > 2. Para ello,
por induccién, supondremos que se tiene el resultado para todo multi-indice de grado inferior o igual a k — 1.

Sea ahora una bola B(xg, ) C Qy sea a un multi-indice tal que |o| = k. Entonces se tiene que D®u = 9, (D)
para algin i = 1,....,n con |B| = k — 1. Repitiendo los cdlculos anteriores obtenemos

o nk
|D%u(z0)| < 7||D5UHL°°(8B(zo,r/k))7

y, de la misma manera, si « € dB(xo,r/k), entonces B(xg,r(k — 1)/k) C B(zo,r) C Q de donde se obtiene
|DPu(z)| < gl(f,ﬁ)l ]l L1 (B(zo,r))> €8 decir que finalmente se tiene la mayoracién

o Ck
|D%u(zo)| < WHUHLl(B(Io,T))’

El control de las derivadas de las funciones arménicas nos permite enunciar (y demostrar) de forma sencilla
un resultado importante.

Teorema 8 (Liouville) Siu : R” — R es una funcidn arménica y acotada, entonces u es una funcion
constante.

Demostracién. Sea xg € R™ y sea r > 0, entonces aplicando el teorema anterior sobre la bola B(xg, )
tenemos la estimacién:

C(n) C(n)v
| Du(zo)| < MTHUHLl(B(xo,r)) < = |wll oo T O
lo que muestra que Du = 0 y por lo tanto que u es constante. |

Con esto llegamos al resultado a continuacién.

Teorema 9 Sea f € C2(R™), con n > 2. Entonces toda solucién acotada del problema
—Au=f sobre R",

es de la forma

u(w) = [ @)y +C,

para alguna constante C.
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Demostracién. Dado que ®(z) — 0 para n > 2, se tiene que v(x) = / ®(x —y) f(y)dy es una solucién
R”

|z|—+o0
acotada del problema de Poisson —Awu = f sobre R". De esta manera se tiene que la funcién w = u — v es una
funcién armonica acotada, y por lo tanto constante por el teorema anterior y a partir de este resultado se obtiene
la férmula de representacion

u(w) = [ 0w y)swy+C.
|

Para terminar este breve estudio de la ecuacién de Laplace y de las funciones armonicas, presentamos un
teorema de gran utilidad en las aplicaciones.

Teorema 10 (Desigualdad de Harnack) Sea 2 C R™ un conjunto abierto y sea A un conjunto abierto
conexo tal que A C A C Q y tal que A sea compacto. Entonces, existe una constante positiva C que depende
unicamente de A tal que

sup u(z) < Cinf u(x),
zEA €A

para toda funcion u positiva armonica en 2.

Demostracién. Sea r = %d(A, 00) y sean z,y € A tal que |z — y| < r. Entonces podemos escribir

1 1 1 1 1
= — > = — = —
) = B2 Jpgan O v /B(y,r)“(z)dz 2 B o " 2

de donde deducimos que 2"u(y) > u(x) > #u(y), para todo z,y € A tales que |z —y| < r.

Como el conjunto A es conexo y como A es compacto, podemos recubrir el conjunto A por medio de una
sucesién finita de abiertos (B;)i=1,.. n, cado uno de radio r y tales que B; N B;_; # () para todo i = 2,..., N. De
esta manera podemos escribir

1
u(@) > guly),
para todo x,y € A y de esta manera terminamos la demostracién de este teorema. |
., Qué nos dice esta desigualdad? Esta mayoracion expresa el hecho que el supremo de la funcién u no debe

estar muy lejos de su infimo, dicho de otra manera, las oscilaciones de la funciéon no deben ser muy fuertes y esto
implica la regularidad de esta funciéon w.
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