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Introducion

La ecuacién del Calor, es una de las ecuaciones en derivadas parciales méds importantes y esta importancia
se debe comprender desde varios aspectos distintos. En efecto, no solo se trata de resolver una ecuacién (que ya
es un problema dificil en si) sino que las técnicas desarrolladas para estudiar esta ecuacién han sido un aporte
fundamental en las matematicas actuales.

El impacto de esta ecuacién puede verse en el desarrollo de las series de Fourier, de la transformada de Fourier,
en geometria Riemanniana, en Probabilidades, en andlisis armdnico, etc.
Presentacion del problema

Sea u :]0, +00[xR™ — R una funcién de dos variables: u = u(t,z) en donde ¢ representa el tiempo y x es un
vector del espacio R".

La ecuacion del calor consiste en estudiar la propagacién del calor en, digamos, una placa homogénea. La
ecuacion que se obtiene es la siguiente

Owu(t, z) — Au(t, z) = Owu(t, z) — anaiu(t,x) =0. (1)
i=1

En esta lecciéon vamos a ver cémo estudiar esta ecuacion y utilizaremos posteriormente las técnicas desarrolladas
aqui.

1. Problema Homogéneo y Solucion fundamental

Antes de lanzarnos en cédlculos, es necesario estudiar un poco la estructura de esta ecuacién, para ello empe-
zaremos trabajando sobre el espacio R"”.

» Invariancia por traslacién: si u(t, z) es una solucién de la ecuacion del calor (1), entonces, para todo 7 € R”
se tiene que u(t,z + 7) también es solucién de la ecuacién del calor.

» Invariancia por rotacién: si u(t,x) es una solucién de la ecuacién (1), entonces para todo angulo 6 € [0, 27|
se tiene que u(t, Ry[z]) también es solucién de la ecuacién del calor, donde Ry es la matriz de rotacién en el
espacio R" de angulo 6.



» Invariancia por dilatacién: si u(t,x) es una solucién de la ecuacién (1), para todo A € R se tiene que
ux(t, z) = w(\t, \1/2z) también es solucién.

Estas propiedades de esta ecuacion nos conducen a buscar soluciones que poseen ciertas caracteristicas particu-
lares. En efecto, la invariancia por traslaciéon nos permite suponer que las soluciones pueden ser radiales en la
variable de espacio, es decir que podemos escribir u(t,z) = ¢(t,|z|), donde ¢ :]0, +oo[xR — R es una funcién
de dos variables. Ademas, utilizando la propiedad de dilatacién, y fijando A = ¢t~ para t > 0, tenemos que si
u(t, ) es solucién de la ecuacién del calor, entonces la funcién ¢(1, |z|/t*/?) también es solucién, lo cual nos inci-
ta a buscar una solucién que sea de la forma 1(|z|/t'/?) donde v :]0, 4-00[— R es una funcién de una sola variable.

Estos razonamientos nos permiten estudiar una ecuacién en derivadas parciales como una ecuacién diferencial
ordinaria.

Para buscar una solucién a la ecuacién del calor, vamos a estudiar las funciones con la estructura siguiente

ult, z) = tiago (5). @eri>0), )

de tal manera, que lo que deseamos encontrar es la funcién ¢ : R — R y las constantes a y .

= Si calculamos du(t, ) en la férmula (2) tenemos

ot [ (5) = oo (5) om0 ()

= Si calculamos Au(t, ) tenemos en cambio

aut ) =8 [0 ()] = ()

— Si en los dos célculos anteriores notamos y = ¢t P2 obtenemos que la ecuacién del calor se puede reescribir
como
at™ o (y) + Bt TIVe(y) -y + 1 Ap(y) = 0.

— Si fijamos ahora 8 = 1/2 es posible simplificar un poco la expresién anterior para obtener
1
ap(y) + 5Vely) -y + Ap(y) = 0.

—> Usando ahora la invariancia por rotacién, podemos suponer que la funcién ¢ es radial y por lo tanto se
escribe p(x) = ¢(|z|) y de esta manera obtenemos la ecuacién siguiente en la variable r:

1 1
ap+51¢ + ¢+ ¢ =0.

= Si suponemos que o = n/2 entonces obtenemos

1 1
(rn—1¢/)/ + §(Tn¢)/ — 0 — (Tn—1¢/) + 57‘”@5 — C,

donde C' es una constante que por el momento podemos fijar igual a 0, lo que nos permite escribir

!
¢ - 2’f'¢,

de donde se deduce, finalmente, que ¢ = Ae™ T.



= Volviendo al inicio de nuestros cédlculos y recordando los valores de o y 8 obtenemos para terminar que la

funcién
C

es una solucion de la ecuacién del calor.

Estos cédlculos nos conducen a la siguiente definicién:

Definicién 1 (Solucién fundamental de la Ecuacién del Calor) La funcion
2
—e 4 six € R",t >0,
O(t,x) = { ()2
0 stx e Rt <0,

es la solucion fundamental de la ecuacion del calor.

Por todos los calculos anteriores tenemos que 0;®(t,z) — A®(¢,x) = 0 si x # 0 para todo ¢t > 0.

Observacién 1

La solucion fundamental es una funcion positiva radial.

Esta funcidn es singular en el punto (0,0).
w Sit >0, esta funcion es de clase C*°.

» La solucion fundamental de la ecuacion del calor es una funcion gaussiana.

1.1. Propiedades de la solucion fundamental de la ecuacién del calor

Antes de continuar nuestro estudio de la ecuacién del calor, es importante presentar algunas propiedades de su
solucién fundamental. En efecto, esta funcién, también llamada el nicleo del calor, posee muchisimas aplicaciones.

Lema 1 Para todo t > 0 se tiene

/n@(t, 2)dz = 1.

Prueba. Simplemente basta escribir

1 ]2 1 1 o [t
/ O(t,x)dr = _ / e a4t dr = — el Py = — H/ e idr; = 1.
n 2 n T2 j=1/—0

(4mt) w2 Jre

’ Corolario 1 Sit > 0, entonces para todo 1 < p < +oo se tiene que ®(t,-) € LP(R™).




Proposicién 1 Se tienen las siguientes estimaciones para la solucion fundamental de la ecuacion del calor

b

(i) para todo t > 0:

clz|™™ si |z >t
P(t,z)| <
‘ ( )| {Ct—n/Q si |$|2 <t

(ii) Si o € N" es un multi-indice, y si k € N entonces

o C|x’7[n+|a\+2k} i ’x‘Z >t
7 DY®(t,x)

otF -

t—[n+|0¢‘+2k]/2 57: |Jf|2 S t

(iii) para todo t > 0 y para todo 1 < p < +oo se tiene

la|+2k+n(1-1/p)
agp _ lojr2krnl=1/p)
HatkD S ct 2

p

(iv) para todo t > 0 y para todo f € LP(R™) con 1 < p < 400 se tiene

<c
Lp

Notacidén: a veces escribiremos ®4(z) en vez de ®(¢,x).

1.2. Problema de valor inicial

Nos interesamos ahora en estudiar el siguiente problema cuando el dato inicial estd dado por una funcién
g:R*" — R:
Owu(t,x) — Au(t,z) =0 sobre |0, +00[xR",
(3)
u(0,z) = g(z) sobre R™.

Las propiedades de la soluciéon fundamental de la ecuacion del calor nos permiten construir por convolucién fun-
ciones que resuelven este problema de valor inicial.

Teorema 1 Sea g € C(R™) N L>®(R"™), si para todo t > 0 definimos la funcién u(t,z) por medio de la
expresion

u(t.) = v (o) = [ Bt~ y)alo)dy,
entonces tenemos:
» la funcion u pertenece al espacio C*(]0, +oo[xR™),
» la funcion u es solucion del problema de valor inicial (3), cont >0 y x € R",
= para todo punto xg € R" se tiene
lim  wu(t,z) = g(zo).

(t,2)—(0,z0)
t>0,z€R"

Demostracién. Empezamos con el primer punto. Lo primero que debemos hacer es asegurarnos que la funciéon
u(t,x) estd bien definida y para ello escribimos

lu(t, )| < /Rn [tz —y)llg(y)ldy < |lgllze-




Dado que la funcién ® pertenece al espacio C*°(]0, +oo[xR"™), por las propiedades del producto de convolucién
obtenemos el resultado deseado.

Para el segundo punto escribimos
Ou(t,x) — Au(t,z) = (0¢Py) * g() — (ADy) x g(x) = (0P — ADy) x g(x) = 0.
Para el ultimo punto procedemos de la siguiente manera: fijemos xg € R™ y € > 0 sea § > 0 tal que
l9(y) —g(xo)l <& st [y —xo| <,

lo que se tiene pues hemos supuesto que la funcién g es continua. Tenemos entonces, si | — x| < §/2:

lu(t, ) — g(xo)| = /n Otz —y)[g(y) — g(wo)]dy' < / @ (t, 2 — y)llg(y) — g(xo)|dy

R"

< / @tz — y)llg(y) —g(xo)!dy+/ [(t,z — y)llg(y) — g(xo)|dy
B(z0,9) B(zp,0)¢

< e / B(t, 2 — 1) I|9(y) — g(xo)ldy,
B(x0,5)c

de manera que solo debemos estudiar esta ultima integral. Para ello notamos que si |z — xg| < 6/2, entonces

/ Btz — y)llgly) — glao)ldy < 2lgli / Btz — y)ldy
B(z0,8)¢ B(0,6)¢

o 2 —(x—=z 2
cn/ o= g < Cn/ ol
(471)% JB(ao,0)c (47t)2 J{jy|>6}

)
Como se tiene |y| < |y — (x — x0)| + |z — 0| < |y — (x — x0)| + J/2 y como estamos integrando sobre el conjunto
{ly| > 0} tenemos la mayoracién 3|y| < |y — (z — zg)| y de esta manera podemos escribir

—(z—zq)|? 2
/ Btz — yllgly) — glao)ldy < —C / R P W / et dy
B(z0,0)¢ {ly|>6} {ly|>6}

(47t) 2 (47t)
+0c0 2
< ° / e foi p"Ldp — 0,
(47Tt)§ 5 t—0+

estos célculos demuestran que si |z —xg| < 0/2 y si t > 0 es suficientemente pequeno se tiene |u(t, x) — g(xo)| < 2¢
y con estos calculos hemos mostrado el tercer punto. |

Observacién 2

w FEste teorema nos indica que si partimos de un dato inicial g que es apenas continuo, la solucion de la
ecuacion del calor asociada u(t,x) es inmediatamente regular. Este hecho muestra el poder regularizante del
operador Laplaciano.

s Dado que la solucion fundamental es una funcion positiva, si el dato inicial g es una funcion acotada y
positiva, entonces la solucion que se construye por convolucion también es positiva para todo tiempo t > 0.
Dicho de otra manera, si la temperatura inicial es positiva en algun lado, entonces la temperatura en un
tiempo futuro es positiva en todo el espacio.

2. Problema no-homogéneo

Consideramos ahora el siguiente problema, donde f : [0, +00[xR™ — R es una funcién dada:



Owu(t,x) — Au(t,z) = f(t,z) sobre |0, +oo[xR",

u(0,z) =0 sobre R™.

Por simplicidad, hemos fijado g = 0, veremos posteriormente como considerar un caso mas general.

Teorema 2 Sea f : [0, +00[xR" — R una funcién a soporte compacto y tal que f € C*(]0, +oo[; C2(R™)).
Si definimos una funcion u(t,z) por medio de la expresion

wtr)= [ [ @ sa =) s)iuds

para x € R™ yt > 0, entonces se tiene que
= u € ()0, +oo;C2(R™)),
» la funcion u es solucion del problema no homogéneo (4) para x € R™ yt > 0,

= ademds, para todo punto xg € R™ se tiene el limite:

lim  wu(t,z) =0.
(t,z)—(0,z0)
t>0,zERT

Demostracion.

» Para empezar verifiquemos que, con estas hipétesis, se tiene que u(-,-) es una funcién bien definida. En
efecto, se tiene

u(t,z)| =

= C’e_|“|2f(t — s,x — s %u)duds

R

(s, y) f(t — s, —y)dyds

n

¢
/0 . Ce 1P| f(t — 5,2 — s1/%u)|duds < C| f(-, M L1 ((0,4-00[: Lo ®))-

Esta estimacién muestra que la funcién u(t, z) es acotada en las variables de tiempo y espacio.

IN

— Mostremos ahora que u(t, ) € CQ(R”) y para ello escribimos para todot,7=1,....,n

8@8% / / (5,9) a 8:5] (t =5, = y)dyds,

de manera que, por los mismos célculos anteriores se tiene que u(t,-) € C2(R™).

= Verifiquemos ahora que se tiene regularidad en la variable de tiempo. Para ello escribimos

¢
outt.) = [ [ @ls.p)auf(t 5.0 —g)dyds + [ @(e.) (0.5~ iy,
0 n Rn
y de esta manera vemos que u € C'(]0, +oo[; C*(R™)).

s Para ver que u es solucion de la ecuacion de Cauchy no-homogénea escribimos:

duult, ) — Ault, z) = /Ot / B(s, 1) (gt _ A) F(t— 5,0 — y)dyds + / B(t,y) (0,2 — y)dyds,

para poder estudiar estas integrales, es necesario aislar la singularidad que se tiene en el punto (0,0) y para
ello escribimos:

uult, z) — Ault,z) / / (5,7) < A) F(t— 5,2 — y)dyds

t
+/€ /nq)(S,y) (8875 —A) f(t_S’x_y)dyd‘9+/7l‘I)(t,y)f(o,x—y)dyds,

v~

I I3




Observamos ahora que

13
|m<<|ratfrm@o7+oo[;m<w»+rrAf\LOOQO#OO[;Lw(Rn))) /0 /R B(s, y)dyds < Ck.

Para el término Is tenemos en cambio, por una integracién por partes:

t
b= [ ] (5 a) ot s = gduds

+ [ aene—ea -y [ a(t.0)f0.0- iy

n

= [ ewft-co-piy- [ @00y

y de esta manera podemos escribir dyu(t,x) — Au(t,z) = lim [ @(e,y)f(t — e,z —y)dy = f(t,x).

e—0 Rn

s El limite se calcula de la misma manera que en el teorema anterior. |

Finalmente, combinando los dos teoremas anteriores obtenemos:

Teorema 3 Sea f : [0, +00[xR" — R una funcién a soporte compacto y tal que f € C*([0, +oo[; C2(R™)).
Sea g € C(R™) N L*°(R™). Si consideramos el problema

ou(t,x) — Au(t,z) = f(t,z)  sobre |0, +oo[xR™,
u(0,z) = g(z) sobre R™.

Entonces la funcion u(t,z) definida por medio de la expresion

uta) = [ @tz —pdy+ [ [ Bt so =) ssdds

para x € R™ yt > 0 es solucion del problema anterior.

3. Foérmulas de promedio

De la misma manera que en la ecuacién de Laplace habiamos obtenido unas ciertas formulas de promedio,
en la ecuaciéon del calor obtendremos resultados similares y cuyas aplicaciones juegan esencialmente el mismo rol
como tendremos la oportunidad de verlo pronto.

Definicion 2
= Sea 2 CR™ un conjunto abierto, para todo T > 0 notaremos
Qr =]0,T7 x £,
y notaremos I'r = Qp \ Q.

s Parax € R", t € R yr >0 definimos el conjunto

Estas definiciones serdn de utilidad en los cdlculos siguientes. Mostremos ahora el resultado a continuacion.



Teorema 4 Sea u € C}C%(Qr) una solucién de la ecuacion del calor. Entonces se tiene la identidad:

|z — y|?
u(t, dyd
x 47‘"//1%74 t_ ) vas:

Demostracién. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que x = 0 y que ¢t = 0 de manera que vamos a
considerar E(r) = E(0,0,r). Escribimos entonces

1 // lyl? // SNl
= u(s,y dyds = u(r<s,ry dyds.
" J JE@) (59) E(1) ( o

Derivando esta cantidad con respecto a r tenemos

2
or) = // Zyza u(r?s ry)‘y| + 2rdsu(r’s ry)
B(1) =

2
- 1 // Zyzayzu 5 y ‘y| + 20 u(s y) |y| dyds.
E(r)

i=1 —,_/
I

lyl?
5 dyds

11
Utilizamos ahora la funcién siguiente:
n lyl?
Y= 5 log(—4ms) + s + nlog(r),

en particular, se tiene que 1) = 0 sobre OF(r) puesto que ®(—s,y) = r~™ sobre JE(r). A partir de esta funcién
podemos reescribir

1 1 ~
— I = 4 i Oy,
g [ [ s = e [ soto.n Y oy

i=1

1 n
= _Tn+1 // 4n85u(5,y)1/; + 4Zy¢3yiasu(87y)1/)d?/d5,
E(r) i=1

de manera que, integrando por partes, se obtiene

L Z lyl?
pn+l //E(r) IQdde = 1 // —4718 u 5Y 1/} +4 ylayzu § y <_2 - @ dyds
2n 1
= | //E(r) —4ndsu(s,y)y — s E_l YiOy,u(s,y)dyds — 7“"+1//E(r) ILdyds,

Dado que u es solucién de la ecuacién del calor, podemos escribir:

/ j—
o (r) = s //E( —4AnAu) — — Zyl({) u dyds = Z eS| //E( 4An0y, udy, ) — yza u dyds
= 0

De manera que la funcién ¢ es constante y por lo tanto

2
p(r) = lime(t) = u(0,0)lim = //E(t vl 2 dyds = 4u(0,0).

t—>0t 52

Esta féormula de promedio nos permite obtener una serie de resultados importantes.



Teorema 5 (Principio del maximo sobre conjunto acotados) Sea u € C}C2(Qr) N CCo(Qr) una so-
lucion de la ecuacion del calor en Q. Entonces tenemos

B MAX U = Max u,
QT I'r

» Si el conjunto 2 es conexo y si existe un punto (to,xo) € Qr tal que

u(to, zo) = méx u,
Qrp

entonces la funcion u es constante sobre (.

Demostracién. Notemos M = méx u y sea (toq,) € {7 un punto tal que u(tg, xg) = M. Vemos en particular
Qr
que para todo r > 0 suficientemente pequeno se tiene E(ty,zg,r) C Q7 de manera que podemos usar la férmula

de promedio para escribir

|20 — y?
M = ult dyds < M,
u(to, zo) 4rn//to,wo,r> Sy)(to— 52V

|$0 y|?
———dyds =1,
4rn // to,.’lto, 0 - S) Y

Dado que la igualdad se tiene inicamente si u es constante e igual a M en el interior del dominio E(tg, zo, ),
tenemos que u(s,y) = M para todo (s,y) € E(tg, zo,7).

puesto que se tiene la identidad

Deseamos ahora ampliar este resultado a todo el conjunto €)r y para ellos vamos a proceder de la siguiente
manera: si S es un segmento dentro de Q7 que conecta el punto (¢, zp) con el punto (sg,yo) con sp < tg, podemos
considerar el conjunto

ro = {s > so : u(t,x) = M para todo (t,x) € S,s <t <t}

Como la funcién u es continua, el minimo es alcanzado y podemos suponer que rg > so. Entonces u(rg, z0) = M
para algin punto (rg, 29) de SN Qp y por lo tanto se tiene u = M sobre E(rg, zo, ) para un r > 0 suficientemente
pequeno. Pero como se tiene que E(rg, 2, r) contiene el conjunto SN{rog—oc <t < ro} para algin o > 0 pequeno,
obtenemos una contradiccion y se deduce que rg = s9 de manera que u = M sobre todo el segmento S.

Dado que el conjunto €2 es conexo, es posible alcanzar cada uno de sus puntos por medio de segmentos y
procediendo como en las lineas anteriores es posible repetir el razonamiento anterior para mostrar que se tiene
u = M sobre todo el conjunto Q7. |

De la misma manera que en el caso de la ecuaciéon de Laplace, este principio del maximo nos permite obtener
el siguiente resultado de unicidad.

Teorema 6 Seag € C(I'r) y sea f € C(S2). Entonces existe una tinica solucion u € C*(]0,T]; C%(Q))NC(Qr)
del problema de valor inicial y de frontera:

ou(t,r) — Au(t,z) = f  sobre Qp

u=4g sobre I'm

Demostracién. Una vez que tenemos el principio del maximo, la verificacién de este resultado es directa.
En efecto, si u y v son dos soluciones del problema anterior, podemos considerar la funcién w = +(u — v), que
verifica el mismo problema pero con datos idénticamente nulos. De esta manera su méaximo es nulo, lo que fuerza
la unicidad de la solucion. [ ]



Nos proponemos ahora estudiar el problema de unicidad de las soluciones cuando {2 = R", pero, al no trabajar
en un dominio acotado, sera necesario introducir una condicién suplementaria y esta condicion estara dada por
un control adecuado de las soluciones cuando |z| es grande.

Teorema 7 (Principio del maximo) Sea u € C(]0,T],C*(R™)) N C([0,T] x R™) una funcién que es so-
lucion del problema

Ou(t,x) — Au(t,x) =0 sobre R™
u(0,x) = g(z) sobre R™,

donde g € C(R™) y que verifica la condicion de crecimiento u(t,x) < C1eC2lel® para todo 0 <t < T y todo
x € R"™, con C1,Cy > 0 dos constantes.

FEntonces se tiene

max u = sup g.
[O,T]XR" zeR™

Demostracién. Empezamos suponiendo que se tiene 4C2T' < 1, veremos posteriormente como relajar esta con-
dicién. Una vez que se tiene esta mayoracién, para € > 0 suficientemente pequeno también se tiene 4Cy(T +¢) < 1.

Fijemos ahora y € R” y C3 > 0 y definamos una funcién v :]0, +00[xR"™ — R por medio de la expresién

Cs e
v(t,x) = u(t,x) — meél(TJreft).

Por los célculos realizados anteriormente vemos que se tiene d;v — Av = 0 sobre 0,7 x R".

Sea r > 0y sean los conjuntos 2 = B(y,r) y Qr =|0,T] x B(y,r), entonces, aplicando los resultados anteriores
tenemos
max v = max v
QT 1—‘T

Ahora, si x € R", tenemos por definicion

Cs lz—y|?

v(0,7) = u(0,7) — mem < u(0,z) = g(x),

ademas, si |z — y| = r, para todo 0 < t < T tenemos

Cs 2 Colzl2 Cs 2
v(t. = ult.x) — ——=__e4(T+e—t) < (qe 2la* — Y e4(THe-?)
2
< C1eCQ(|y|+r)2 __ G 6m,
- (T +&)n/?
pero, como se tiene w— = Cy 4+ & con § > 0, podemos escribir

AT+e)
v(t, x) < Cre® D" — Cy(4(Cy + )"/ @47 < sup g,
RTL
sir > 0 es suficientemente grande. De esta manera, hemos demostrado que v(t,y) <supgsiy e R"ysi0 <t <T.
RTL
Para recuperar el mismo resultado para la funcién u es suficiente hacer C3 — 0.

Finalmente, si no se tiene 4C5T < 1, podemos proceder por segmentos mas pequenos, es decir [0,7}] y luego
[T1,2T1] con T un tiempo que verifica esta estimacion. |

Este principio del maximo sobre todo el espacio nos permite dar un criterio de unicidad.

10



Teorema 8 Sean g € C(R™) y f € C([0, T]xR™) dos funciones dadas. Entonces existe al menos una solucion
u € CH(]0,T); C*(R™)) N C([0,t] x R™) del problema de valor inicial

ou(t,x) — Au(t,z) = f sobre R™
u(0,z) = g(z) sobre R™,

ue verifica el control |u(t,z)| < C’le(j?‘g”|2 sobre x e R", 0 <t <T, con Cy9 >0 dos constantes.
Yyq )

Demostracién. Una vez que se dispone del principio del méximo, la prueba es totalmente directa. Sean u y
v dos soluciones que verifican la hipdtesis de crecimiento, entonces basta aplicar el teorema anterior a la funcién
w = +(u — v) para ver que w es idénticamente nula y obtener de esta manera la unicidad de las soluciones. W
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